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IV

AVERTISSEMENT

Nous présentons ici une réédition légérement revisée du Séminaire
original, dont le but et le contenu se trouvent indiqués dans 1'Introduction,
La révision a consisté pour 1l'essentiel dans la correction de fautes de
frappe, l'addition (en notes de bas de page) de quelques remarques ou
références supplémentaires, le découpage actuel en trois volumes munis
chacun d'une table des matidres détaillée et d'un index des notations,
1'adjonction d'un index terminologique & la fin du volume 3, De plus,
1'exposé VIB de J.E. BERTIN a été partiellement réécrit par ses soins,
notamment les paragraphes 5 et 10, de sorte que certaines références
a4 cet exposé sont différentes des références & l'exposé originel. Le
lecteur trouvera une liste des exposés du Séminaire au début du présent
volume,

Depuis la parution de la premiére édition du présent Séminaire
a paru la totalité des Eléments de Géométrie Algébrique, Chap. IV, ce qui
rend inutile certains passages du Séminaire ; nous avons signalé parfois
en note de bas de page les références pertinentes 3 EGA IV qui permettent
de court-circuiter de tels passages,

Pour un autre exposé sur les groupes algébriques utilisant
systématiquement le langage des schémas, nous signalons le livre de
M. DEMAZURE - P. GABRIEL, Groupes Algébriques (North-Holland-Masson et Cie).

Contrairement au présent Séminaire, ce livre ne suppose aucune connaissance



de Géométrie Algébrique, mais contient tous les préliminaires nécessaires
de théorie des schémas, et sa lecture peut donc servir d'introduction

a4 1'étude de notre Séminaire. (Il contient d'ailleurs des thémes non
couverts dans le Séminaire, comme la théorie de structure & la Dieudonné

des groupes algébriques affines commutatifs, dans loc., cit, Chap. V,)

Bures-sur-Yvette, Mars 1970
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INTRODUCTION

1. Le but du présent séminaire est double.

S

D'une part, nous visons i donner des fondements commodes pour la
théorie des schémas en groupes en général, Les exposés I & IV donneront &
cet égard les indispensables exercices préliminaires de syntaxe schématique
et catégorique. Pour obtenir un langage qui "colle" sans effort & 1'intui-
tion géométrique, et éviter des circonlocutions insupportables & la longue,
nous identifions toujours un préschéma X sur un autre § au foncteur

69

(Sch)/so-——) (Ens) qu'il représente , et il est nécessaire de donner de
nombreuses définitions de telle fagon qu'elles s'appliquent & des foncteurs
quelconques, représentable ou non. D'ailleurs, presque tous les foncteurs que
nous aurons & utiliser seront des "faisceaux" (pour la "topologie fid®lement
plate quasi~compacte"); 1'exposé IV, qui ne traite des groupes que de fagon
accessoire, donne une esquisse du langage de la "localisation" et des fais-
ceaux, qui s'avdre édgalement fort commode dans les guestions de représenta~
bilité des foncteurs. Cet exposé nous fournira surtout, pour les gquestions
de passege au quotient, le cadre le plus commode pour la suite, L'exposé V
donne quelques résultats généraux sur 1'existence de quotients, repris dans
1texposé VIA dans le cas du quotient d'un groupe algébrique sur un corps

(ou plus généralement, sur un anneau artinien) par un sous-groupe (2).

Ce dernier exposé et 1'exposé VIB qui lui fait suite contiennent également

divers résultats élémentaires spéciaux aux groupes algébriques sur un corps,

(1)

Un tel point de vue semble avoir été envisagé pour la premiére fois il
¥y a huit ou neuf ans & propos de la théorie des groupes formels par

P. Cartier, qui n'a pas pris la peine malheureusement de le préciser et
de le systématiser comme il le méritait.

(2)

Pour une étude plus epprofondie du passage au quotient, notamment par les
groupes réductifs, voir 1'importante étude de D. MUMFORD, Geometric
Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik, Bd 34, Springer 1965.
Observons que sur un point important, la terminologie de ce livre ne
concorde pas avec la ndtre, car sur un corps de caractéristique p)» 0,
les groupes que Mumford appelle "réductifs" sont les groupes lisses de
type multiplicatif au sens du Séminaire. On peut sans doute considérer
que l'acception de Mumford du sens du mot "réductif”, qui perd sa signi-
fication sur une base qui n'est pas un corps, a été adoptée par lui a
titre provisoire et comme une sorte de pis aller (et c'est aussi & peu
prés ce gu'explique Mumford pour d'autres motifs, dés le second alinéa de
sa préface !).
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couramment utilisés par la suite., L'exposé VII étudie certains faits 1liés &
la caractéristique du corps de base et développe notamment avec la généralité
qui convient la correspondance entre schémas en groupes radiciels de hauteur 1
et p-algdbres de Lie restreintes. Enfin, 1'exposé XVIII contient la
généralisation, en théorie des schémas, du théordme de Weil sur la défini-

tion "birationnelle" des groupes algébriques.

Dtautre part, nous nous proposons de généraliser aux groupes sur
un préschéma de base quelconque, la théorie de structure de Borel~Chevalley
des groupes algébriques affines, Il est d'ailleurs apparu & 1l'occasion de la
rédaction des notes du séminaire que 1'hypothdse affine était inutile pour
de nombreux résultats de la théorie. Les résultats les plus complets sont
obtenus évidemment dans les cas des "schémas en groupes semi-simples" ou
plus généralement "réductifs”, dont nous nous occuperons exclusivement 2
partir de 1'exposé XIX., Chevalley lui-méme avait déjh donné la comstruction
des groupes "de Tohoku" au-dessus de l'anneau des entiers, construction qui
sera reprise dans le présent séminaire. Le théorime d'unicité principal
donne une caractérisation simple des variantes "tordues" de ces groupes de
Toholu, sur un préschéma de base S : ce sont les groupes affines et lisses
sur S, dont les(ﬁ%bres géométriques sont des groupes semi-simples connexes

au sens habituel .

2. Comme dans le cas de la théorie connue sur un corps algébriquement
clos, un rfle crucial est joué par les sous~tores des schémas en groupes en-
visagés. Aussi 1'étude préliminaire des tores, et plus généralement des
"schémas en groupes de type multiplicatif", (tant du point de vue intrin-
séque que du point de vue des sous-groupes de type multiplicatif d'un groupe
donné), prend une assez lerge place dans ce Séminaire (exposds VIII & XII).
Leur remarquable rigidité (plus grande méme & certains égards que celle des
schémas abéliens, ou des schémes semi-simples) en fait des instruments de

travail trés efficaces pour 1'étude de certains groupes plus généraux.

(3)

C'est 13 le résultat essentiel de la these de M, Demazure (schémas en.

groupes réductifs, Bull. de la Soc, Math. de France, 1965, p.369-413).
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3 A partir de 1'exposé XII (& 1'exclusion de 1'exposé XVIII déji
mentionné) nous utiliserons couramment la théorie des groupes algébriques
affines sur un corps algébriquement clos, que le lecteur trouvera dans le
Séminaire CHEVALLEY 1956, plus particulid®rement dans les exposéds IV & IX
de ce Séminaire. Nous utiliserons également, mais dans une moindre mesure,
les exposés ultérieurs du Séminaire CHEVALLEY, consacrés & la structure des
groupes algébriqués semi-simples, En effet, nous reprendrons la théorie

de CHEVALLEY directement dans le cadre des schémas : on verra que de cette
fagon (méme sur un corps de base) 1'exposé gagne en simplicité et en

préecision.

4. L'objet principal du présent Séminaire est évidemment de dévelop-
per des techniques qui s'appliquent & 1'étude des schémas en groupes sur
une base quelcongue, i.e. essentiellement & 1'étude des familles de groupes
algébriques. A ce titre, les propriétés infinitésimales de telles familles,
et en particulier le cas d'un schéma de base artinien, jouent un réle impor-
tant. Ces propriétés interviennent médme pour 1'étude des groupes algébriques
sur un corps k , dans le cas ol ce dernier n'est pas parfait, pour pouvoir
notemment appliquer la technique de descente dans le cas non galoisien,
Parmi les résultats nouveaux obtenus dans ce cas, signalons l'existence de
tores maximaux et de sous-groupes de Cartan dans un groupe algébrique lisse
quelconque, la rationalité de la variété des tores maximaux, et divers
résultats connexes (Exp. XIV), ou la correspondance entre les "formes" d'un
groupe semi-simple et les fibrés principaux homogénes sous un groupe algé-
brique semi-simple (en général non connexe) convenable (Exp, XXIV).

De facon générale, on peut dire que les méthodes requises pour travailler
sur un corps de base non parfait sont essentiellement celles utilisées pour
les préschémas de base quelconques, et par 1A sortent du cadre de la

géométrie algébrique classique.

5. Il n'a paes semblé utile d'indiquer en téte des exposés rédigés la
date ou les dates des exposés oraux correspondants du Séminaire. Contentons-
nous de dire que 1'ordre des exposés multigraphiés (de I & XXVI) correspond

bien & 1'ordre des exposés oraux. Par ailleurs, la rédaction du texte
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définitif est parfois nettement postérieure & celle de l'exposé oral, et
souvent en différe assez substantiellement, le texte rédigé étant générale-
ment plus détaillé et plus complet (tels les Exp. IV et VIIB), voire sensible-
ment plus général (tel 1'Exp. XII ou VIIB) que 1l'exposé oral, D'autres ex-
4o XV, XVILXVIT, et
1'essentiel de XXVI), et ont été rédigés et insérés dans le Séminaire multi-~

-

posés rédigés ne correspondent & aucun exposé oral (VIB,VII

graphié, soit pour fournir des références commodes pour divers autres exposés
(c'est notamment le cas de VIB), soit parce qu'ils constituent un prolonge-
ment naturel des notions et techniques déja développées. On notera comme
conséguence que la lecture des exposés VIIA, VIIB, XV, XVI, XVII n'est pas
nécessaire pour 1'étude du reste du Séminaire, et notamment pour la partie

de ce Séminaire consacréeaux schémas en groupes réductifs.

6. De la théorie des schémas, nous utiliserons surtout le langage
général des schémas, exposé dans EGA I , les notions de morphisme plat,
morphisme étale, morphisme lisse exposées dans SGA 1 I & V, enfin

la théorie de la descente fidélement plate de SGA 1 VIII,

Nous avons dans la mesure du possible évité de formuler des

hypothéses noethériemmes inutiles, ce qui nous a obligés en revanche 3
remplacer 1'habituelle hypothése "de type fini" par 1'hypothése "de pré-
sentation finie". Pour la notion de morphisme de présentation finie, le
lecteur consultera EGA IV 1 (4). Les résultats de SGA 1 I a IV,

énoncés le plus souvent dans le contexte noethérien, seront développés dans
le cas général dans EGA IV, ol seront développées également en détail des
méthodes standard pour réduire certains types d'énoncés (faisant inter-
venir des hypothdses de présentation finie) au cas noethérien (EGA para-
graphes 8, 9, 11). Le lecteur qui ne voudrs pas admettre

ces résultats de EGA IV pourra simplifier certains énoncés ou leur démons-
tration en supposant le préschéma de base localement noethérien. Il s'expose
cependant & des difficultés dans les cas ol la démonstration procdde par
descente de ; dA, ol K est le complété d'un anneau local noethérien A,

car cette méthode amdne & introduire 1'anneau (en général non noethérien)

"~ ~

AEAA .

Depuis la rédaction de cette introduction, les quatre parties
(§ 1 a 21) de EGA IV sont parues,



Te Les références se feront suivant le systime décimal habituel : la
référence 5.7.11 renvoie i la proposition (ou lemme, définition etc...)

de ce nom dans le méme exposé; dens la référence XVII 7.8 1le chiffre romain
indique le numéro de 1'exposé., Nous utiliserons les sigles suivants pour nos

références standard :

BIBLE

Séminaire CHEVALLEY "Groupes de Lie algébriques", 1956/58

EGA X.Y.Z. = J. DIEUDONNE et A. GROTHENDIECK, Eléments de Géométrie
Algébrique, Chap, X, par Y, N° 2 .

SGA XY = Séminaire de GéomEtrie Algdbrique du Bois-Marie,
année X, exposé Y,
TDTE = A, GROTHENDIECK, Technigues de descente et Théordmes d'exis-

tence en Géométrie Algébrique, exposés dans le Séminaire
Bourbaki entre 1959 et 1962,.
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EXPOSE I

STRUCTURES ALGEBRIQUES - COHOMOLOGIE DES GROUPES

par M, DEMAZURE

Cet exposé se compose de deux parties; la premidre rassemble un certain
nombre de définitions générales et pose des notations qui seront souvent utili-
sées par la suite, 1ls seconde traite de la cohomologle des groupes et sboutit au

théoréme 5.3.3 (nullité de la cohomologie des groupes diagonalisables).

Nous choisissons une fois pour toutes un Univers. Toutes les défini-
tions posées et toutes les constructions effectudes seront relatives i cet
Univers. Nous nous permettrons systématiquement 1'abus de langage suivani : pour
définir un foncteur f : C —3 C' , nous nous contenterons de définir 1'cbjeb £(S) de
C!' pour tout objet S de C , chaque fois qu'il n'y aura aucure ambiguité sur
la manidre de définir f£(h) pour une fldche h de C . En pratique, nous
dirons : soit f : C -3 C' le foncteur défini par £(8) = ....

f. Généralités

1.1, Soit C une catégorie. On notera § 1a catégorie Hom(c’, (Ens)) des fonc-
teurs contravariants de C dans la catégorie (Ens) des ensembles. Il existe un
foncteur canonique h: C = §_ qui associe & tout X € 0b(C) le foncteur hy
tel que

hx(s) = Hom(s , X) .



”~
Pour tout foncteur F € Ob(C), on définit (cf. par exemple EGA 0.8.1 ) une bijec-

tion
Hom(h, , ) 225 F(X)

En particulier, pour tout couple X, X' d'ecbjets de C , l'spplication

canonique

Hm(X , X') L5  Hom(ny , hy,)

est bijective; le forcteur h est pleinement fidéle. Il définit donc un isomor-
phisme de C sur une sous-catégorie pleine de ﬁ , et une équivalence de C avec
la sous~catégorie pleine de @ formée des foncteurs représentables (i.e. iso-
morphes & un foncteur de la forme h,). Dans la suite, nous identifierons sou-
vent X et hX » Les numéros suivants ont pour but de montrer que cette iden-

tification peut se faire sans danger.

1.2. Un monomorphisme de fq‘ nfest autre qu'un morphisme F —> G tel gque pour
S € 0b(C) , 1'application d'ensembles correspondante F(S) —»G(S) soit injec-
tive . On dira que F est un sous-objet (ou un sous-foncteur) de & si F(S)
est un sous—ensemble de G(S) pour chaque S .

”“~
Dans C leg limites projectives "quelcongues" existent et se caleculent

par
(1im E)(6) = lia E.(s) ,
i i

en particulier les produits fibrés par

Exg' (5) = E6) x4 E'6) .

c(S)

A
Nous choisirons comme objet final de C 1le foncteur & tel que g(S) ={¢ } .



A
Tout F € Ob(C) possdde un morphisme unique dans ¢ et on pose

ExF = Ex E' .

Pour tout F € 0b(C) on pose

r (E) = HOm(g;E) i

un élément de " (F) est donc une famille (Xs) S € ob(c) ). 4 sé F(s) telle
que pour toute fldche f: S'—y 8" de C, oneit E(f)(¥g) = &g, .

Le forcteur h commute aux limites projectives; en particulier pour
que X x X' existe (X, X' € Ob(C)), resp. pour que C admette un objet final
e , il faut et il suffit que hX X hX' soit représentable, resp. ¢ soit repré-

gentable, et on a

3 hx' ﬁh)ch' 5 he.%_g_ .

On pose I (X) =I"(hx) pour X€ Ob(C) . Si C & un objet final e, ona
donc un isomorphisme [ (X) = Hom(e,X) .

1.3, Soit S & Ob(C) . On dénote par g/s la catégorie des objets de € au-~
dessus de S , clegt-d~dire la catégorie dont les objets sont les fliches

£f: 75 S de C, l'ensemble Hom(f,f') étant le sous-ensemble de Hom(T,T')
formé des u tels que f =f'ou.

S5i C possdde un objet final e , alors C /o est isomorphe & C . La catégorie
¢ /s posséde un objet final : la flbche identique S-S .

Si f: T3S est un objet de C /g + @lors on peut former la catégorie (g/s) /¢
que l'on note par asbus de langage (Q/S)/T et on a un isomorphisme canonique

~
Cetto construction s'applique en partzcuher aux catégories C s € s

etc..., on définit en particulier la catégorie C /h



Si f: T3S estunobjetde C /g » alors T° (£) s'identifie &
l'ensemble [ (T/S) des sections de T au-dessus de S , clest-d~dire des flithes
ST inver,s\es 4 droite de f . Remarquons que hf : hT-y hs est alors
un objet de g/hs et que 1l'on a :

r(n, ) M (hy/hg) 22 TM(1/6) « T () .

P~
.4. On se propose maintenant de définir une dguivalence des catégories ¢ /s

et C / » clest-3~dire de prouver que "se donner un foncteur sur la catégorie
des objets de C au-dessus de S , c'est "la méme chose" que se donner un fonc-
teur sur C muni d'un morphisme dans hS ",
A ™
(1) Congtruction de d.s : Q/hs —_— Q/S .
Seit d'abord H : F — hs un objet de /Q\hs . On doit définir

un foncteur G(S(H) sur G Soit donc d'abord f : T ~»S un cbjet de

/s *
"C-/S ; définissons KS(H) (f) comme 1'image inverse de f € hs(T) par 1'sppli-
cation H(T) : E(T)_,hS(T) . Soit ensuite u: f -3 f! une fl¥che de _Q__S :
alors F(u) : F(T') —s F(T) induit une application de e(S(H) (£f') dans

ﬂS(H) (£) que 1'on note a(S(H) (u) + On vérifie aussitdt que les applications

£ t—-——>°<S<H)(f) , u i——»o(s(ﬂ)(u)

S
définissent bien un forcteur sur C /s donc un objet de C /s

Soient enfin H : Fes hs et H' PE ey hS deux objets de

C/hs

~
_Q/hs et U: H—y)H' un morphisme de



Alors pour tout £ : T—3S , U(T) : F(T) —9F'(T) induit une application
X (W) (2) = K (B) (£) —> K (@) (2)

ce qui définit un morphisme de foncteurs

K (U) : &X_(B) —poK (HY) .
S S s
On vérifie aisément que les applications

B — & (8) ) U p—y %, (0)
" o~
définissent bien un forcteur ¢/ gt c /hs--m-) c /s
(ii) Proposition 1.4.1. Le foncteur ol. A/ -3 (/375 est_une égquivalence de
S

catégories.

Indiquons seulement le principe de la construction d'un foncteur

quasi-inverse —5 C : soit G un foncteur de C,, ; pour tout
s Y5 Yy = /9

S
objet T de C , on pose

Bs@(T) = somme des ensembles G(f) pour £ &Hom(T,S) = hy(T) ,
ce qui définit un fonctaur ﬁ S© sur C , qui est muni d'une projection évi-
dente sur hS .
1.5« L'équivalence o(s commute gux foncteurs | . En d'autres termes, si
H: Py b, est un objet de c:/hS (H) 1'objet correspondant de c/s R

on oa

M (< @) = M@ « r (#/ng) .

L'équivalence & 3 commute aux foncteurs he: i £f3: Fep S est un objet de

-/S ’ h hT _>hs est un objet de ./hs dont le transformé par o(s ntest

autre que hy (£) oh
"/S

~

h : &y —> C



est le foncteur canonique. En conséquence :

Proposition 1.5.1. Soit H:F —> h, un objet de %/h . Pour que us(g) : Q/S-)(Ens)
801t Hif bn objet de L g ——
soit représentable, il faut et il suffit que F : C ~—> (Ens) soit représentable;

si F ~h;, alors o (H) est représentable par 1'objet T —> S de C/g-

L'équivalence o, est transitive en S : si TE.Ob(g/S), on a un

diagramme commutatif d'équivalence

~ /by N N“r AN

(Q/ ) / > (Q/S) /hT—-——-‘*‘“-——) (Q/S) /
RS :
e ” ~ 4

T

A\
*/oy >

ol Ns/hT désigne (provisoirement) la restriction (cf. 1.6 ) du foncteur
X

g awx objets au~dessus de h’l‘ .

1.6, Changement de base dans un foncteur .

Pour tout S € 0b(C) , on a un foncteur canonique
1S : Q/S“"‘% g

défini par iS(f) =T si f estlafléche T—3S . Si £: T—S est un
objet de C , on note i = i,
/S ]’I'/S f
/s ¢ (C/s)/'r — b5

et on a le diagramme commutatif :

. i
{Q/S}/T ——— o ¢

0y gy s
&/p :



c'est-d~dire, en identifiant (C /S) /o a ¢ /p gomme nous le ferong désormais

is o 1T/S = iT .

De la méme manidre, si on identifie C et C /o ? lorsque C possdéde un objet
. ' o P

final e , slors is/e s _Q/S-—y C_/e s'identifie 2 ig

Pour X €0b(C) (resp. erb(g_/s)) soit pg(X) (resp. pT/S(X) )
l'objet de Q/S (msp. de Q/T) lorsqu'il existe, défini par X x.5 (resp.
X xg T ) muni de sa deuxidme projection :

Xx8 X xq T
s 7 .

Le foncteur (partiellement défini) Pg (resp. Py /S) stappelle foncteur de
changement de bage . C'est par définition du produit (resp. du produit fibré)
le foncteur adjoint du foncteur i (resp. i /S) . On note également

pg¥) = X5 5 pp(® = X

Le foncteur is définit un foncteur (restriction)

* N >
gt C—>C /s
\ * o :
o onnote By = i, (@ = E o iy + On a évidemment
* # *
iT/S [o] ls = iT [

¢'est-d~dire pour tout foncteur F €& Ob(§)

@S)T_"ET ’



La notation demsnde une justification que voici :

Propogition 1.6.1. Pour que le foncteur (hx)s :(Q_/S y— (Ens) soit repré-
gontable, il faut et il suffit que le produit X x S gexiste . On a alors

(h,) h

~
s R XS

Ceci montre que ES a deux interprétations : restriction du foncteur

F ac¢ /s 1 foncteur obtenu par changement de base e &-S . Ceci conduit 2 la
notation suivante

———

J;*d
3 —"""._5"5

£
e

ty ———

€ 5&—

qui rend bien compte des deux interprétations précédentes .

Remarquons que 1'on a

F‘(ES) = Hc’m(hsf?_) = E(S) ’

en particulier

f"(xs) =~ Hom(S,X) .

1.7. Objets Hom , Isom ,...

7~
Soient F et G deux objets de C . Nous allons définir un autre

ey
objet de C de la manidre suivante :

Hom(F,8)(8) = Hcmg’/’;@s,(} ) Homg/h

(EXhS:QXhS) = Hom‘@@xhs,g)

S

L'objet Hom(F,8) défini ci-dessus posséde les propriétés suivantes :

(1) Hme® 2 ¢.



(ii) La formation de Hom commute 3 1'extension de la base :

g.‘?ﬂ@shg_s) = H_Om.@,.@s .

(iii) (¥,6) > Hom(F,G) est un bifoncteur, contravariant en F et

covariant en G,
Ces trois propriétés sont évid%tes sur les définitions.
Soit E wun troisiéme objet de C . Nous allons définir un morphisme

de trifoncteurs
Hom(ExF, &) —s Hom(E,Bon(¥,8)) -

Soit f : Ex F~—»G ; nous devons lui associer un morphisme de E
dens Hom(F,G) . Soit donc S'—> S une fldche de C . On a des epplications

1
E(s) x E(s!) —> E(s') x B(s") EICUER G(s")

Un é1ément do E(S) définit donc pour tout S'-—>S une application de _

F(s') —> g(S') fonctorielle en S' , donc wn élément de Hom(F,3)(S) . Nous

laissons au lecteur le soin de vérifier que l'on a bien construit ainsi un mor-

phisme de trifoncteurs .

Proposition 1.7.1+ Le morphisme de foncteurs
Hom(ExF, G) —> Hom(E, Hom(E, G))

est un isomoxphisme .

Indiquons seulement un principe de démonstration. Considérons les deux
membres comme des foncteurs en E . Le résultat annoncé est vrai si E = hX H
en effet, ce n'est aubtre en ce cas que la définition du foncteur -I_Igg@_,_f}_) .
D'autre part les deux membres comme foncteurs en E transforment limites induc-
tives en limites projectives . Enfin, tout objet de §_ est limite inductive

d'objets de la forme hX .
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Corollaire . Ona Hom (E , Hom(F,G)) = Hem (F , Hom(E,G)) .

Y

En particulier, faisant E = e, et compte tenu de Hom(_g,_@_)-'!g, on a

" (Hom(F,8)) = Hm(F,8) .
Notons que la composition des Hom fournit des morphismes fonctoriels

Hon(£,8) x Hon(6,B) —> Hon(BB) .

/N
Si F et G sont deux objets de C , on note Isom(F,G) le sous-

engsemble de Hom(F,G) formé des isomorphismes de F sur G . On définit alors
un sous~objet Isom(F,G) de Hom(F,G) par :

Ison(F,8) (5) = Isom(EgGg) -
On a alors des isomorphismes

M (Ison(®,8) =¢ Isom(E8

Isom(F,6) =~ Isom(G,EB)

Dans le caa particulier o F =G , on pose

Ed(P) = Bon(EF) , End(@® =Em(@®F =2 MEuE)
Aut(®) = Ison(®F) , AMut@® =Ism@E = I (aut(®)

La formation des objets Hom , Isom , Aut , End commute aux change-
ments de base .

Remarquons que 1'on peut construire un objet isomorphe & Isom(_E,g) de

la mani®re suivante : on & un morphisme

Hom(®,8) x Hon(G,F) —> End(@®
permutant F et G, on déduit un morphisme

Hon(F,&) x Hom(G,F) — End(®) x End(®) .



1

D'autre part, le morphisme identique de F est un élément de End(F)
et définit donc un morphisme ¢ —% End(F) . Faisant de m8me avec G et effec-

tuant le produit, on trouve un morphisme

e —End(P) x End(® .

11 est alors immédiat que le produit fibré de e et de
Hom(F,G) x Ham(G,F) au-dessus de End(F) x End(¢) est isomorphe & Isom(F,8) -

Toutes ces définitions s'appliquent en particulier au cas ol
I= hX y & = hY . Dans le cas ol Hom(hx,h.!.) est représentable par un objet
de G, on note cet objet Hom(X,Y) . Il posstde la propriété suivante : si

Z x X existe , alors
Hom( Z , Hom(X,Y)) & Hm (Zx X, Y) .
Cette propriété le caractérise lorsque les produits existent dans C .

On définit de m8me (lorsqu'ils veulent bien exister) des objets
LM.(X,Y) s EQQ-.(X) ’ A_u‘l_:_(X) H

remarquons simplement que d'aprds la construction dennde plus haut,
_I_gg_n;(X,Y) existe chaque fois que les produits fibrés existent dans C et que
Hon(X,Y) , Hom(Y,X) , End(X) et End(Y) existent .

Ceci s'applique également & des catégories de la forme C /s Les
objets corregpondant seront notés de manidre aussi explicite que possible par
des symboles appropriés : par exemple, si T et T' sont deux objetsde C

eu-dessus de S, on notera Homs('l‘,T') 1'objet Homs/ (7/s,7'/8) qui sera

=/3
donc un objet de ¢ au-dessusde S ...
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1.8. Objets constants

Soit C une catégorie ol les sommes directes et les produits fibrés
existent et ol les sommes directes commutent aux changements de base {par exem-
ple la catégorie des préschémas). Pour tout ensemble E et pour tout objet S
de C , soit ES ia somme directe d'une famille (Si)i €E dlobjets de C

tous isomorphes & S . Cet objet est caractérisé par la formule
Hom(ES y T) = Hom (E , Hom(S,T)) , T € 0b(C) ,

ol le second Hom est pris dans la catégorie des ensembles.

L'objet ES
fagon que Ep—y Eg est en fait un foncteur de (Ens) dans Q/S . Supposons

est muni d'une projection canonique sur S , de telle

que, § désignant un objet initial de C, le diagramme

¢ <7 5~ sus
S
soit cartésien (c'est le cas de la catégorie des préschémas). Alors le foncteur

Er—>ES commute aux limites projectives finies, En particulier :

Eg xg Fg = (ExF)S .
S8i 8' —> 5 est une fliéche de C, on a

Eg (Eg)g
En particulier, si C posséde un objet final e, on a

Eg = (Ee)S .
Un objet de la forme ES sera dit objet constant. Remarquons que l'on a un
monomorphisme fonctoriel en E :

E —-)r‘(Es/s)

qui associe & chaque i € E , la section de E

g sur S définie par 1'iso-

morphisme de S sur Si .

8i C est la catégorie des préschémas, alors I (ES/S) stidentifie
eux applications localement constantes de 1'espace topologique S dans l'ensemble
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E , l'application précédente associant & chaque élément de E 1'application
constante correspondante . Remarquons qu'il résulte de ce qu'on vient de dire

que E, peut aussi 8tre défini comme représentant le foncteur qui & tout S!

S
au-dessus de S associe 1l'ensemble des fonctions localement constantes de

ltegpace topologique 5' dans l'ensemble E .

2. Structures algébrigues .

Btant donnde une espice de structure algébrique dans la catégorie des
ensembles, nous nous proposons de 1'étendre & la catégorie € . Traitons d'abord

un exemple : le cas des groupes .

2.1, Structures de groupe .

Nous gardons les notations du paragraphe précédent .

e ”~
Définition 2.1.1. Soit G €O0b(C) . On appelle structure de C-groupe sur G

1a donnde pour tout S € Ob(C) d'une structure de groupe sur l'ensemble &(S) ,

de telle manidre que pour toute fléche f : S'-» S" de C , l'application

G(f) : G(8") —»G(S') soit un homomorphisme de sroupes . Si G et H sont
deux 8-g;oges s on _appelle morphisme de E-ggoges de G dans H tout morphisme
u € Hom(G,HB) tel que pour tout S ¢ 0b(C) , 1l'application d'ensembles

u(S) : G(S)— H(S) soit un homomorphisme de groupes .

On note Hom" (_ J 1'ensemble des morphiames de C-groupes de

1

dens H et (_-Gr.) la catégorie des C—groupes .

Exemples : Soit E € g_ ; 1l'objet Aut(E) est muni de manidre évidente d'une
~ A
structure de C-groupe . L'objet final ¢ posséde une structure de C-groupe

”~
unique qui en fait un objet final de (C-Gr.).

Pour tout S € Ob(g) , soit eG(S) 1'é1ément unité de G(S) .
La famille des eG(S) définit un é1ément s € (@) = Hom(e,B) qui est en
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A
fait un morphisme de (~groupes g — & et que l'on appelle gection unité de
G .

”~
Remarquons que se donner une structure de C-groupe sur G revient 2

se domner une loi de composition sur G, c'est-d-dire un §-morphisme

W2 & x 8 ——>8

tells que pour tout S €O0b(Q) , WG(S} munisse G(S) d'une structure de
groupe . -
A
De la méme manidre, w: G—=>H est un morphisme de C-groupes si

et seulement si le diasgramme suivant est commutatif :

WG
exg g
(ffl £
“a
BExE —— &

Un sous-objet H de G tel que, pour tout S € Ob(C) , H(S) soit un
sous-groupe de _C;(S) posstde évidemment une structure de .é:-groupe induite par
celle de G : c'est la seule pour laquelle le monomorphisme H —»G soit un
morphisme de a—groupes . Le E—-groupe H muni de cette structure est appelé
so_u.s-a-m de G .

8i G et H sont deux @_—groupes, le produit G x H est muni dlume
structure de C-groupe évidente : pour tout S € Ob(C) , on munit G(S) x E(S)
de la structure de groupe produit des structures de groupes données sur

G(s) et H(s) . Le é—groupe G x H muni de cette siructure sera dit

@- groupe produit de G et de E (¢'en est d'ailleurs le produit dans la

A
catégorie des C-groupes) .

Si G est un C-groupe, alors pour tout S&Ob(_) ’ -S est un

PN

C /s-groupe . Si G et H sont deux C-groupes, on définira l'objet

Homa o (__) de C par :



Bag e, D) - mps g Gyl

A
(Nota : Homa n'est pas en général un C-groupe , ni a fortiori 1l'objet
wmmCuGr,

-
Hom dans la catégorie (C-Gr.)).

On définit de méme les objets
Isomg op, @B ! m&-cr.@ ! -Alt-CA-Gr.@ '

Définition 2.1.2. Soit G € Ob(C) . On appelle structure de C-groupe sur G
we strusture do C-growe sur h, € ob(C) . On sppelle morphisme du C-groupe
G dans le C-groupe H un élément u€ Hom(G,H) = Hom(hg,hﬂ) qui définit

un morphisme de C-groupes de h, dans hy .

On note (g-Gr.) la catégorie des C-groupes . Notons qu'il existe

dans (Cat) wun carré cartésien

(£-Gr.) ——mp @.Gr.)
$ !
h T

C —

Toutes les définitions et constructions précédentes se transportent
donc aussitdt & (C-Gr.) chaque fois que les foncteurs qu'elles font intervenir
(produite, objets Hom yees) sont représentables . Elles s'sppliquent aussi

aux catégories C /s * En ce cas, nous noterons Hom op, POUT -HECA-Gr y etc...
S- . < S .

2.2. Plus généralement, si (T) est une espdce de structure sur n ensembles
de base définie par limites projectives finies (par exemple, par des commuta-
tivités de diagrammes construits avec des produits cartésiens : structures
de monofide, groupe, d'ensemble & opérateurs, ds module sur un anneau, d'algdbre
de Lie sur un anneau...) la construction précédente permet de définir la notion

al
de "structure d'esptce (T) sur n objets E,...E de C": ume telle



structure sera la donnée pour chaque S de C , d'une structure d'espice (T)

sur les ensembles El(S),...Em(S) de telle menidre que pour toute fldche

S'— S" de C , la famille d'application (_F_i(S")) —> (_E‘_i(S'))

soit un poly-homomorphisme pour l'espdce de structure (T) . On définit de
manidre semblable les morphismes de l'espéce de structure (T) , d'ol une caté-
gorie | §x§ ceve x§ )(T) . Le foncteur pleinement fiddle {( h x h x...x h)
permet alors de définir par image inverse la catégorie ( CxC...x¢C ) T N
puis , comme il commute aux limites projectives, d'y transporter toutes les pro-
priétés, notions et notations fonctorielles introduites dans fq\ . Supposons main-
tonant que dans C les produits fibrés existent , et soit (T) une espdce de

structure algébrique définie par la donnée de certains morphismes entre produits

cartésiens satisfaisant % des axiomes consistant en certaines commutativités de
diagrammes construits & 1'aide des fliches précédentes . Une structure d'espéce
(P) sur ure famille d'objets de C sera donc définie par certains morphismes

entre produits cartésiens satisfaisant & certaines conditions de commutations.

Il en résulte que si C et C' sont deux catégories possédant des produits

et f:C->C' est un foncteur commutant aux produits , alors pour toute

famille d'objets (Fi) de C munie d'une structure d'espéce () , la famille
(f(Fi)) dlobjets de C' sera par la-mdme munie elle aussi d'une structure d'es-
péce (T) . Tout C-groupe sera transformé en ('-groupe , tout couple

((_I_-anneau, C-module sur ce _q—anneau) en un couple analogue dans C' ....

Soit en particulier { une catégorie satisfaisent aw conditions énon-
cées dans 1.8 ; le foncteur Ep--)ES défini loc.cit. commute aux limites pro-
jectives; il transforme donc groupeen S-groupe (i.e. Q/S groupe) ,

annesu en S-anneau ...

Remarque : Il est bon de remasrquer que le procédé de construction précédent
appliqué & la catégorie @_\ redonne bien les notions que l'on y a déja définies;
en d'autres termes , il revient de méme de se donner sur un objet de @ une
structure d'espéce (T) quand on considdre cet objet comme un foncteur sur C ,
ou de se domnner une structure d'espice (T) sur le foncteur représentable sur

A
€ défini par cet objet .
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Nous allons encore traiter deux cas particuliers de la construction

précéddente, le cas des structures & groupe d'opérateurs et le cas des modules .

2.3. Structures 3 groupes 4'opérateurs .

~
Définition 2.3.1. Soient E €0b(C) et G € Ob(C-Gr.) . Une structure d'objet

3 C-groupe d'opérateurs ¢ (oude G-cbjet) sur E est la donnde sur E(S) ,

pour tout S € 0b(C) , d‘une structure d'ensemble 3 groupes d'opérateurs G(S)
de_telle maniére gue,pour toute fldche S'=» S" de C, l'spplication d'en-

sembles _E_(S") — _E_(S') soit compatible avec 1'homomorphisme d'opérateurs
_Q(S")ﬁ Q(Sl) .

Comme d'habitude, il revient au méme de se donner un morphisme

JMAIEXEyE

qui pour tout S munisse E(S) d'une structure d'ensemble i opérateurs G(S) .
Mais Hom(g@ x E , E) X Hom (G, End (8)) , donc M définit un morphisme

G -y End(E) et il est immédiat que celui-ci applique G dans Aut(E) et que
c'est un morphisme de §~groupes . BEn conséquence : se donner sur E une struc-
ture d'objet 3 g—g'roupe d'opérateurs G est équivalent & se donner un morphisme

~
de (-groupes

f’.‘i—-—~—)£~.l.1_t.® .

En particulier , tout élément g€ G(S) Aaéfinit un automorphisme P (g) du

foncteur ¢'est-d~dire un automorphisme de E x h, commutant & la projection

& » 5
Ex hS — hS » et en particulier un automorphisme de 1'ensemble _]:J_(S') pour

tout §'—>8 .

Définition 2.3.2. On note _E_};G' le sous~objet de E défini comme suit :

.E..g' (s) = {xeg(s) » Xq, invariant sous G(s") pour tout S' S}

o4 xg, désigme 1'image de x par E(s) — E(s") .
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Mors B2 ("sous-objet des invariants de G ") est le plus grand sous-

objet de E sur lequel § opére trivialement .

Définition 2.3.3. Soit F un sous-objet de E . On note Normd,é: t Cent F

les sous-C-groupes de G définis par o
FomF(s) - { c€8(), p () ECE}
- { , ¢ () E(5") C E(s") pour tout S'—>5]}.
CentE(S) = { g€L(S) , p ()| Eg = idenmtits }
- { g€&(s) , p (g)‘ F(S') = identité pour tout S'—> s}.

ol la barre verticale désigne la restriction .

Définition 2.3.4. Si G est un C-groupe et E un objet de C (resp. B un

objet de C) ume structure de G-objet sur E (resp. sur E) est une structure
de hG~objet sur B (resp. hE) .

Vu cette définition, toutes les notions et notations définies ci~dessus
se transportent &4 C , lorsqu'elles ne font intervenir que des foncteurs représen-

tables : par exemple si Nor_m_} (_12) est représentable , alors il existe un et un
G

seul sous-objet de G qui le ;eprésente et qui est alors un sous-C-groupe de G,
on le note Nomm (__) cee

~ -~
Définition 2.3.5. On dit que le C-groupe G opére sur le C-groupe H si H
est muni d'ume structure de G-objet telle aue,pour tout g € G(S), 1'sutomor-

phisme de H(S) défini par g soit un automorphisme de groupe «

I1 revient au m8me de dire gue pour tout g ¢ _G_(S) s llautomorphisme

- .
P(g) de _I_is est un automorphisme de C /S-groupes , ou encore gque le morphisme
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~
de C-groupes G —> Aut(H) spplique & dens %.Gr.g) :

Dang la gituation ci-dessus, il existe sur le produit Hx G une
structure de ?Q—groupe unique telle que , pour tout S , Hx G (s) soit 1le
produit semi-direct des groupes _}L(S) et _(.}_(S) relativement 4 1'opération
donnée de G(S) sur H(S) . On notera ce C-growe H.G et 1'appellera
produit semi-direct de H par G . On a donc par définition

HG(8) = H(S) . g(s)

”
Soit G wun C-groupe . Pour toute fléche S'-y S de C et tout
g €G(8) , soit Int(g) 1'automorphisme de G(S') défini par Int(g)h = gh.s:_;"1 .

”~
Cette définition se prolonge en celle d'un morphisme de C-groupes
Int : G —psutsr . (&) < aut(©) .

~
La définition 2.3.3 s'applique donc et on a des sous-C-groupes de &
I‘Iorm_3 ® et Cent_(E_)
pour tout sous-objet E de G .

Cal
Définition 2.3.6. On appelle centre de G et on note Cent(G) le sous-C-groupe

Cent (G) de G . On dit que G est commutatif si Cent(G) = G ou, ce qui re-

vient au méme, si G(S) est_commutatif pour tout S. On dit que le sous-C-groupe

H de G est invariant dans G si Nomg@) = G, ou, ce qui revient au

méme si H(S) est invariant dens @(S) pour tout S .

Beaucoup de définitions et de propositions de la théorie élémentaire
des groupes se transposent aisément. Signalons simplement la suivante qui nous
sera utile :

Proposition 2.3.7. Soit f:W-3( un morphisme de E—groupes « Posons

G
~
H(S) = Ker £f(8) . Soit w: G-»¥ un morphisme de C-groupes gqui soit une
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section de f (et oui est alors nécessairement un monomorphisme) . Alors ¥

g'identifie au produit semi-direct de H par G pour 1l'opération de G sur
définie par (g,h) > Int(u(g))h pour g € G(S), h ¢ H(8), S € Ob C.

(=~

L'ensemble de ces définitions et propositions se transporte comme
d'hebitude 2 C . On définit en particulier le produit semi~direct de deux

C-groupes H et G¢ (G opérant sur H) lorsque le produit cartésien H x G

.

existe , et on a l'analogue de la proposition 2.3.7 sous la forme suivante

Proposition 2.3.8. Soit H—-—i-) W —i) G une suite de morphismes de C-groupes
telle 'que pour tout S & Ob(g) , (H(S), 4(S)) scit un noyau de
£(8) : W(S) —G(S) . Soit u: G —» W un morphisme de C-groupes qui soit une

sectionde f . Alors W g'identifie au produit semi-direct de H par G pour

1'opération de G sur H telle que si S € Ob C, si g € G(8) et h € H(S), on
ait Int(u(g))i(h) = 1 (%n).

3. La catégorie des O -modules , la catégorie des G - O - modules .

Définition 3.1, Soient O et F deux objetsde C . On dit que F est un

E—module sur le C-enneau O, ouen abrégd un O-module , si, pour tout

S € 0b(C), on a muni g(s) “d'une structure d'annesn et F(S) d'une structure
de module sur cet anneau de telle menidre gue pour toute fldche S'=>S" de €,
0(s")—> 0(s') soit un homomorphisme d'anneaux et F(S") —» E(S') un homomor-
phisme de groupes abdliens compatible avec cet homomorphisme d'annesux .

Si 0 est fixé, on définit de manidre habituelle un morphisme des
O-modules F et P!, d'oh le groupe commutatif Hom (F,F' ), et la catégorie des
g-modules notée (g-Mod.) . Remarquons que si 90 est le C-a.nneau défini
par O (S) = Z (qu’il ne faut pas confondre ave; le foncteur associé & l'objet
constant Z ) , alors la catégorie des O -modules est isomorphe A& la catégorie

des C-groupes commutatifs.La catégorie (Q-Mod.) est ab&lienme,
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Remarquons que,si F est un O-module , alors pour tout S € ob(g) , -F-‘S est

un _Qs-module . On peut donc définir un ﬁ-groupe abélien MO(E,F_') par

Hom L .
o, B

It

@0@72') (s)

On 4éfinira de mBme des objets

Lsom (&,F") . End-: ® R Au‘c_: ® ,

A,
le dernier étant un C-groupe pour la structure induite par la composition des

sutomorphismes .

Définition 3.2. Seoient O un C-annesu , E un O

On_appelle structure de G-O-module sur F ume structure de G-objet telle que

pour S € 0b(C) et tout g € G(S) , 1'sutomorphisme de F(S) défini par g
goit un automorphisme de sa structure de 0(S)-module .

”~
11 revient au méme de dire que le morphisme de C-groupes
P+ & — at(®

défini en 2.3 spplique G dans le sous-C-growpe Aut (B) do Aut(F) .

Se donner une gtructure de G-O-module sur le O-module “F , c'est donc se

N
donner un morphisme de C-groupes

.

E
@

P

On définit de manidre naturelle le groupe abélien
A
Homg_g@.‘.,z ) ’

donc la catégorie additive des G-O-modules notée (_(_}_—_Q—Mod.) « Le lecteur

remarquera que cette dernidre peut également se définir comme la catégorie des
~ »

0 [6] -modules, oh Q[G] est 1'algdbre du C-groupe 6 sur le C-anneau _Q s

dont la définition est claire,
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Toutes les constructions de ce paragraphe se spécialisent aussitdt au
cas o G (ou 0, ou les deux) sont représentables par des objets de C qui

sont par li-méme munis des structures algébriques correspondantes .

Nous avons traité succinctement le cas des principales structures algé-
briques rencontrées dans la suite de ce séminaire. Pour les autres (structure
de g-algébre de Lie par exemple), nous croyons que le lecteur aura eu suffisam-
ment d'exemples dans ce paragraphe pour pouvoir dans chaque cas particulier

faire fonctionner lui-m&me le mécanisme général esquissé dans 2.2.

Naqus allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire & la
catégorie des préschémas notée (Sch) et plus généralement aux catégories

(Sch) /S .

4. Structures algébrigues dans la catégorie des préschémas .

Nous nous permettrons, chaque fois qu'il n'y aura pas d'ambiguité, les
abus de langage suivants : on désignera par T 1l'objet T—f—)S de Q/S ’
la donnée de f ("morphisme structural de T ") étant sous-entendue, et on
identifiera C & une sous-catégorie de 6: . Compte tenu des compatibilités
énoncées aux paragraphes précédents, ces identifications peuvent se faire sans
danger.

Nous simplifierons d'autre part les appellations sur le moddle
suivant : un (Sch)-groupe sera aussi appelé préschéma en groupes , un
(sch) /S-groupe préschéma en groupes sur S, ou S-préschéma en groupes ,
ou S-groupe , ou A-groupe lorsque S sera le spectre de l'anneau 4 .
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4.1. Préschémas constants

La catégorie des préschémas satisfait aux conditions exigées en 1.8.
On peut donc y définir les objets constants ; pour tout ensemble E , on a
un préschéma EZ et pour tout préschéma S , un S-préschéma ES = (E )
Rappelons que pour tout préschéma T, Hom(T, E ) est 1'ensemble des applzcatlons

localement constantes de l'espace topologique T dans E.
Le foncteur

E e ES
comnute aux limites projectives finies. En particulier si G est un groupe,
GS est un S-préschéma -en groupes; si O est un anneau, O, est un

S
S-préschéma en anneaux...

4‘20 S“'gzouees affines .

Rappelons un certain nombre de choges sur les Swschémas affines
(EGA II.1) . On dit que le S-préschéma T est affine sur S si 1'image

réciproque de tout ouvert affine de S est affine . La _QS- algébre f*(j_)‘r) ’

que 1l'on désigne par A(T} , est alors quasi-cohérente (f désigne le mor-
phisme structural de T) . Réciproquement, 3 toute Oy~ algebre quasi-
cohdrente A , on peut faire correspordre un S-préschéma affine sur S5 noté
Spec(A). Ces foncteurs T > A(T) et A —> Spec A sont des équivalences
quasi-inverses l'une de l'autre entre la catégorie des S-préschémas
affines sur S8 et la catégorie opposée a celle des

cohérentes.

Qs-algébres quasi-

Il en résulte que se dommer ume structure algébrique sur un S-préschéma
affine T est équivalent & se donner la structure correspondante sur A(T)
dans la catégorie opposée a celle des _Qs— algdébres quasi-cohérentes. En parti-
culier, si G est un S-groupe affine sur S, A(G) est munie d'une structure
de gs-bigébre augmentée, c'est-a-dire que l'on a deux morphismes de

Qs-algébres
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4 (6) —

correspondant aux morphismes de S-schémas

T:6x¢ ——————3 G
&t 5 —_— G

les applications A et g vérifient les conditions suivantes (qui expriment
que G est un S-monofde) :

(BA 1) :

L est co-associatif : le diagramme suivant est commutatif

Id @ A
A(c) .___; A(6) =, A(G) —_—— A(G) = A(G) = A(G)

\ () n Ald

(HA 2) + A est compatible avec £ : les deux composés suivants sont

1ltidentité

A 1d @t ~
AG) —— A(0) =y A(6) ——> 4(0) my oy —— A®)
=5 =5

.

40 25 1(0) 5 46) ——> 0 5, 40) Xy A(0)
= 5

Profitons de la circonstence pour remarquer une fois encore qu'il résulte de la
définition d'une structure de S-groupe que pour se donner une telle structure

sur un S-gchéma G affine sur S, il n'est pas nécessaire de vérifier quoi que

ce soit sur A(G),mais simplement de munir chaque ¢(s') pour S
S

au-dessus de

dtune structure de groupe fonctorielle en S' . Cette remerque s'appliqus
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mutatis mutandis aux morphismes .

4,3. Les groupes G t G . Ltanneau 0 .
=a = — =

43,1, Soit & le foncteur de (sch)® dans (Bns) aéfini par
‘Cia (S) = r1 (S’Qﬁ)

N
muni de la structure de (Sch)-groupe définie par la structure de groupe additif
de 1'anneau M (S,QS) . Il est représentable par un schéma affine que l'on

notera ga s et qui est donc un gchéma en groupes

Sa = Spec E(T] .

En effet G (8) = Hom(s,G ) = Bom,) . (z (1), ™ (s,9)) =2 (8,94) -

Pour tout préschéma S , on a donc un S-groupe affine sur S

ga,S , qui correspond & la .Qs-bigébre QS[T], avec 1'application diago-

nale et 1'augmentation définies par :

AT =Trl + 12T ,ET=0

4.3.2. Soit G le foncteur de (sch)® dans (Bns) défini par
_Gm (S) = r'(S,.QS)*

*
on (S,QS) désigne le groupe multiplicatif des éléments inversibles de
A~
1'anneau [ (S’Q'S) , muni de sa structure naturelle de (Sch)-groupe . Il est

représentable par un schéma affine noté Sm
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G, = Spec é[T,T-lj = Spec Z[Z]

[2] aésigne 1'algibre du groupe Z sur llanmeau Z . En effet

- *
= Hom c (zft,T 1], T(s,04)) 2 T¥(s,0,) .

Pour tout préschéma S, on a donc un S-groupe affine sur S noté
Sm,s qui correspond & la Qs-algébre QS C E ] » avec l'application diagonale
et l'augmentation définies par :

AG) = x 3 x, ex)=1, x€2

Py
4.3.3. Soit 0 le foncteur Qﬁ muni de sa structure de (Sch)-anneau . Il est
représenté par le schéma Spec Z (7] que 1'on notera Q lorsqu'on

le considérera comme muni de sa structure de schéma d'anneaux .

Pour tout S, on a donc un S-anneau affine sur S noté SS .

(Note : dans BGA II 1.7.13 , O, est noté s [T] ).

4.4. Groupeg diagonalisables .

4.,4.1. La construction de gﬁ se généralise comme suit : soit M un groupe

commutatif et M, le S-schéma en groupes qui lui est associé par le procédé

|¥2]

n

de 4,1, Considérons le foncteur défini par

DM(s) = Homgroupes(M, & (s)) = Bomg . (MS » & ,s) .

o~
Crest un (Sch)-groupe commutatif qui est représentable par un schéma en

groupes que l'on notera D(M) ; on aura donc par définition :
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Posons en effet
D(M) = Spec Z (x] ,

oh 2 [M] est 1'algdbre du groupe M sur l'amneau Z ; on a

D()(s) =Hom,, (Z [M1,T"(5,0)) S Hm, (0, (509"

gro

par définition méme de 1'algdbre 2 (] .

4.4.2, Pour tout préschéma S on a donc un S-schéma en groupes affine sur S

Dgl) = D)y = E'Q'@'(Sch)-c}r.(mg b G) g = Bomg o (Mg G o)

Il est associé 2 la Qs-bigébre QS fM], munie de l'application diagonale

et de 1'augmentation définies par

DiE = x = x etb(x)=l, xeM

4.4.3. 81 £ : M -3 N est un homomorphisme de groupes commutatifs, on

définit de manidre évidente un morphisme de S-groupes
Ds(f) : DS(N) —_— DS(M) ,
d'olr un foncteur

Dy MHDS(M)

de la catégorie des groupes sbéliens dans la catégorie des S—groupes affines
sur S, que l'on peut aussi définir comme composé du foncteur M«P MS et

M., ¢ S) . Ce foncteur commute aux extensions

du foncteur My Homs_ s &,

Gr.
de la base .
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Un S-groupe isomorphe & un groupe de la forme DS(M) est dit
disgonalisaeble . Notons que les éléments de M s'interpr2tent comme certains
° Y ’ -\- s K3 z 2 .
caracteres de DS(M) s ¢lest-&~dire certains éléments de HomS-Gr. (DS(M),_(_}_m , S}
(Confer VIII 1).

4.4.4. Donnons quelgues exemples de groupes diagonalisables . On a d'abord
r r
p@ =¢ » DZ)=(c) .

On pose

P =D

et on le nomme groupe des racines n-idmes de l'unité . En effet, on a

* n
Hen(®) = B (g, P(5.0)Y = {r€ P (sg), M=1).
Le S-groupe AL correspond & la 0 -algdbre 0 [T]/(Tn -1).
= N.S -5 =5
Supposons en particulier que S goit le spectre d'un corps k de caractéristique

P=n. Enposant T-1= 35, on trouve

k [} /(tP-1) = x [:1/(P) ,

ce qui montre que l'espace topologique sous-jacent & A D,k est réduit a un

- ?
point , l'anneau local de ce point étant la k-algdbre artinienne k [s] /(sp) .

D 1544 : . p
(Dans le méme ordre d idées, signalons que les Swschémas Sa 5’ gm )5’ gs sont
lisseg sur S, que DS(M) est plat sur S et qu'il egt Jjgge sur S si et
sewlement si aucune caractéristique résiduelle de S ne divise la torsion de

M) .
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4.5. Autres exempleg de groupes .

Le procédé précédent s'applique aux "groupes clasgsiques"

(GLn » Sp, s O «ve) « On définira par exemple GL ~comme représentant le

foncteur GL tel que :

n
GL () = 6L(n, I (5,0)) = auty (05
—S
On pourra le construire par exemple comme l'ouvert de

Spec % [Tij] 0 1,3 & n  défini par la fonction f = det((Tij)) , c'est-a~
dire Spec 2 [Ti 5 =11

4.6. Foncteurs-modules dans la catégorie des préschémas .

Nous nous proposons d'associer & tout Qs—modulesur le préschéma
S-module (o QS désigne le foncteur-ammean introduit en 4.3.3.

Ceci peut se faire de deux manidres différentes . De fagon précise

5, wm 0

Définition 4.6.1. Soit S un préschéma . Pour tout g%r-ggdule F_on_note

V(F) et W(F) les foncteurs sur (Sch)/S définis par :

V@ (s") = Homy (FaQy, 0 ,
—-S'
WiF(s) = T, Feyy,)
(o F = Oy, mis pour F ggs Oy, désigne 1'imsge inverse sur S' du
Qg-Module .

Alors V(F) et W(F) sont munis de maniére évidente d'une structure
s Qs,) = W(QS)(S‘) ), de telle

fagon que 1l'on a en fait défini deux foncteurs V et W de la catégorie des

de Q. -modules (on rappelle que QS(S’) = [ (s’

0 .-modules dans la catégorie des Q_-modules, V étant contravariant et W

=5
covariant.

Nous nous restreignons dans la suite de ce paragraphe au cas ou les

3

Qs~modu1es en question sont quasi-cohérents, c'est-a~dire que nous considérons
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V et W comme des foncteurs de la catégorie (_O_S-Mod.q.c.) des Omodules

quasi-cohdérents dans la catégorie des O_-modules

=5
\' : (QS—MOd. q'CQ)o ———— (2S-M0d) ’
W @s-Mod.q.c.) ——-—?(gs-Mod) .

(Nota : 1le lecteur remarquera que, dans la suite, toutes les propositions qui

ne font intervenir que le foncteur W sont velables sans cette restriction) .

Proposition 4.6.2. (i) Les foncteurs V et W commutent & 1'extension de la

bage : si S' ost ausdessus de S et si F est un _O_S-Module quasi-cohérent,

on a

V(FrO = v(F)

9. W (Fn_o_s,)-"iw(F)S.

st ?

(ii) Les foncteurs V et W sont pleinement fiddles :
les spplications canoniques

Hom ) (F,F') —> Hom, (v(Fr'), ¥(F))
=3 =3

Hom, (F,7') —— Hom,) (W(E) , w(E"))
= =S

sont bijectives .

(iii) Les foncteurs V et W sont additifs :

VWFHF') = v(F) xg V(F') , W (F@F') % W(F) xg W(EF')

Les parties (i) et (iii) sont évidentes sur les définitions. Pour (ii)
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on prend pour S' des ouverts de S . Nous laissons la démonstration au lec-
teur (pour V, utiliser EGA II. 1.7.14) .

4.6.3. On a des morphismes canoniques dans (gS-Mod) :
W (Bom, (F,F') ) — Hom, (W(F), W(F') ) ;
- =5
W (Hom_so (F,F') ) - Hom=so (V(F'), V(F) )

Cela rémulte immédiatement de (i) et (ii) .

Considérons maintenant W(F) et V(F) comme des foncteurs au~dessus
de S . On sait (EGA II.1.7.8) que V(F) est représentable par un S-préschéma
affine sur S que 1l'on note Y(F) et que 1l'on appelle fibré vectoriel défini
par P, )

V(F) = Spec(s(F))

oh S(F) désigne 1'Algdbre symétrique du O ~module F .

Proposition 4.6.4. Soient F et P! deux Qs-modules quasi-cohérents,

A une Qs-algébre quasi-cohérente. On a un isomorphisme foncioriel :

HomS(Spec(A), @28 (w(F),w(F)) z,nom_gs (F, & mgs Fr).

En effet, si on note §t!' = Spec(A), le premier membre est cano-

niquement isomorphe & I-fom: wW(F),w(F*)(s'), c'est-a-dire par
=S

définition &

Hom, ' (W(F)g, , (F')g,) 2 Hom, ' (W(F & O,),W(F' = Og,))
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(cf. 4.6.2 (i)), ce qui par 4.6.2 (ii) peut aussi s'écrire

Hom, (F = 0y

O, o FP mgsg) = Hom.g.s (F, f* (f*(F'))) ’

oli on note f : S'— S 1le¢ morphisme structural. Mais, par EGA IT , 1.4.7

on a f*(f*(F*)) X F'm A, ce qui achdéve la démonstration .

Corollaire . On a un isomorphisme canonique

W(A=mF )= Hom(Spec(a), W(F)) .

En effet, onprend F = -QS dans la formule précédente; puis

on fait varier S .

Proposition 4.6.5. S5i F et F! gont deux Oq-modules localement libres

de type fini, les morphismes de 4.6.3 sont des isomorphismes .

En effet, pour tout S'—3 5, ona

W(Hom_s: (F,F'))(s') =1 (S',Hom S(F ,F'Im O ,) = Homgs'(Fn O., , F'm _QS,)

Mais, par 4.6.2 (i) et (ii) , le second membre est bien isomorphe &

E.@EOS(W(F),W(F'))(S') et & Hom, (V(F')V(F))(S') .

Corollaire . Soit F un Oq-module localement libre de type fini.

v
Posons F = Hom, (F,QS) . On a des isomorphismes canonigues :
25
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A\
W(F) 22 Ho o (W(F},QS) ~ v(F)

v(%l*) o Homos (v(F),gS) 22 w(F)

On a enfin la proposition suivante :

Propogition 4.6.6., Soit f : F—9 F' un morphisme de Qs-modules localement
libres de rang fini . Pour que W(f): W(F) —> W(F') soit un monomorphisme ,
il faut et il suffit que f identifie F Jlocalement 3 un factevur direct de F.

La proposition directe est essentiellement contenue dans

(EGA 0.5.5.5). La proposition réciproque est pratiquement évidente.

4.7, La catégorie deg G—_QS-Modules .

Soit G un Segroupe affine sur S et F un _(_)S—Module quasi=

cohérent ; alors W(F) est muni d'une structure de Og-module .

Définition 4.7.1. On appelle structure de G—_Qs—module sur F une structure
de hG-gs-module sur W) . (cf. 3.2).
Un morphisme de G-0.-Modules est par définition un morphisme des
[e
hG-gs-modules associés . On peut donc dire que l'on a construit la catégorie

(G—Qs-Mod.) que 1l'on vient de définir par le carré cartésien :

(G—gS-Mod.} SRS Y (hG—_gs-Mod.)

l !

(9god. ) - (0g-lod.)

La catégorie (G—-_anmd.) est abélienne.
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4.7.2, Se donmer ure structure de G-0 -Module sur F , clest done par 3.2

se donner un morphisme de (S/cb /5-Eroupes

h, ————’Agjgs (w(r)) .

En vertu de 4.6.4 , la donnée d'un morphisme de Sefoncteurs
p :h, —> End (w(®))
=5
équivaut & celle d'un morphisme de QS-Modules

f-i F ——-)A(G)nQSF .

-~
Dire qus p est un morphisme de (Sch) /5-gFoupes équivaut alors &
dire que /L satisfait aux axiomes suivants :

(cM 1) le diagramme suivent est commutatif

L C

F

_ﬁ
l l Id =2 &
Fn

A(6) ———— F =z, A(6) B, AG)
&5 pr Id = %

(cM 2) le composé

/L Ids &

¥ -~~~ Fz A(() —> ans——-—-> F

est 1'identitd .

Ces axiomes (CM 1) et (CM 2) sont ceux de la structure de comodule sur
la bigebre A(G). En résumé :
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Proposition 4.7.2. La construction précédente fournit ume équivalence de la
catégorie des -0 modules quasi~cohérents {resp. G0y modules) sur la

catégorie des comodulgs guasi-cohérents (resp. comodules) sur la O-big2bre
Ae)

4.7.3. Supposons maintenant que G soit un groupe diagonalissble , c'est-i~dire
que A(G) soit 1'algébre d'un groupe commutatif M sur le faisceau d'annmeaux

Q-S . 81 F estun gs—module, on a

Fea(@®)=11 PFPen

0
n€EM =S

Se donner un morphisme de f_)s -modules
M P ——— FriQ)

est donc équivalent & se donner des Qs-endomorphiemes ( /‘—m)m en de F,
tels que pour toute section x de F sur un ouvert de S, ( }Lm(x)) soit
une section de la somme directe Ll F (cela veut dire que sur tout ouvert
suffisamment petit, il n'y ait qu'gne Irtlfombre fini de restrictions des /.tm(x)

qui soient non nulles),

Pour que A&+ définie par

M=) = z /Lm(x} Bnm

n€M
vérifie (CM 1) (resp. (CM 2)) il faut et il suffit que l'on ait

/‘moﬁm' gsmm' /um » (resp. Z’/‘ = Iy

nEM ' m F
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ce qui signifie que les sont des projecteurs deux & deux orthogonaux de
q }Lm

somme l'identité . On a donc prouvé :

Proposition 4.7.3. Si G = DS(M) est un S-groupe diagonalisable , la catégorie
des G-gs-modules gquasi-cohérents (resp. des G—_Qs-modules) est équivalente 3 la

catégorie des _Q_S-Modules gquasi~-cohérents (resp. des _Qs-modules) gradués de
type M.

Remarque : si F est muni d'une structure de _Qs-algg‘ bre conservée par les opé-
rations de G , alors la graduation de G est une graduation d'algebre . Plus

précigément :

Le forncteur A j}—) Spec A induit une dquivalence entre la catégorie des

_O_S-algébres guasi-cohérentes gradudes de type M et la catégorie opposéde A
celle deg S-gchémas affines sur S & S-gchéma en groupes d'opérateurs
G = R

D ()

Proposition 4.7.4., Soit G un S-groupe diagonalisable. Si O-9F1-9F2-9F3~>0 est

une suite exacte de G—gs—modules quasi-cohérents qui se scinde comme suite de

Qs—modules, alors elle se scinde également comme suite de G—Qs-modules.

En effet chacun des Fi est grajdué par des (Fi)m et pour chaque
mn€M la suite

0 —> (F1)m—-—+ (Fz)m-—-) (F3)m — 0

de Qs-modules est scindée. La proposition précédente entraine alors le

résultat,
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5. Cohomologie des groupes .

5.1« Le complexe gtandard .

Fal
Soient C une catégorie , G un §-groupe y 0 un C~anneau et F un
G-O-module . On pose

c™G,F) = Hom (¢",F) , C™G,F) Hom (G",F) , nx0 ,

ot @° est 1'objet final o . Alors C(G,F) (resp. C"(G,F)) est muni de
manidre évidente d'une structure de O-module (resp. de f"((:J)-module) et on a

(e, P M(c™e,m) , cNeB(8) = c( )

G2

Se donmer un élément de Cn(g,_F_‘), c'est se domner pour chaque S € O0b(C)

une n-cochaine de G(S) dans F(S) , fonctoriellement en S . L'opérateur bord
1
d : c"(a(s),B(s)) — ¢™He(s),EE)

qui, reppelons-le, est domné par la formule
i

E n
(-l) f(gl’ b ’gigi‘!“l’ * ’gn)
1

n

1

a f(g1’00'gm-1) - g‘jf(g2".”gn+l) +

1
+ (-l)m— f(gl""’gn) )
est fonctoriel en 3 et définit donc un homomorphisme :
3 : Mep — ™D

tel que do B =0, On adonc défini un complexe de groupes abéliens (et méme
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de I (0)-modules) noté C*@,_E) . On définit de la méme manidre le complexe de
O-modules _C_*@,E_) et on a:

D =P EEn ) .

N
On note E'(G,F) (resp. H(G,F)) les groupes (resp. les C-groupes) d'homologie
du complexe C*@_,E) (resp. _c_*@,g) ).

On a en particulier
o G o - (e
E@p =1 BR =@ .

Nous nous proposons meintenant de montrer que les foncteurs En (resp. Hn)

sont bien les foncteurs dérivés de H° (resp. B') . Soit P un O-module 3

”~

considérons 1'objet Hom(G,P) de C . On peut le munir d'une structure de

G-O-module en faisant opérer G sur le premier facteur et O sur le second .

De manidre précise on a Hom(G,P)(S) = Hom
et a €0(S) par les formules:

(@ ,gs), et on fait opérer g € G(S)

(gf)(x) = £(xg) , (af)(x) = aflx), x€g(s").

Soit maintenant F un G-O-module ; notons E(F) 1'objet Hom(G,F) muni de sa
structure de G-O-module précédente . Il existe un morphisme de G-O-module

My F —> E(F

défini de la manidre suivente : & toute fléche S'-» S" de € , il faut associer

de mani®re forctorielle une application de F(S') dans 1'ensemble Hom(G(S'),F(S'));
pour ce faire , on associe & tout f € F(S') 1'application k, définie par

kf(g) =g f . On vérifie aussitdt que /-y est bien compatible avec les struc-

tures de G-O-modules et que c'est mdme un monomorphisme .
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Proposition 5.2.1. Supposons G représentable, Les foncteurs H“(g, )

(resp.ﬂn(g, )) sont les foncteurs dérivés du foncteur exact 3 gauche Ho(g, )

(resp. Eo(g, )) sur la catégorie des G-0-modules.

En vertu des résultats généraux bien connus, il suffit de vérifier que
les Hn(g, } (resp. En(g, ) ) forment un foncteur cohomologique effagable en
dimensions » 0 . Or C"(G, ) considéré comme foncteur sur (G-0-Mod.) &
valeurs dans la catégorie des complexes de ((_)—Mod) est exact . Eeci montre que
les H'(G, ) forment bien un foncteur cohcmo’l-ogique . Comme le forncteur T
est exact , il en est de méme pour les Hn(g, ) . Il nous suffira maintenant de

démontrer :

Lemme 5.2.2. Pour tout P & Ob(0-Med.) , on a :
B'(G Hom(@P) = 0 , E(GHm(@P) = 0,n>0.

* *
Il nous suffit de démontrer que C (G,Hom(g,P)) et C (G,Hom(G,P)) sont
homotopiquement trivisux en dimensions » 0 . Il suffit mlme de le faire pour
le second , le résultat correspondant pour le premier s'en déduisant par change-

ment de base « Or on a l'opérateur d'homotepie suivant :

s f (31182 geee gn)(g) = £ ( g go’gl""’gn)(e)

o e désigne 1'élément unité de G(S) et f une (m+l)=cochaine de G(S) dans

Hom(G,P) (8)

5.3, Cohomolegie des G—_Qs-modules .

Soient S wun préschéma , G un S-groupe affine sur S et F un

G-Qs-module quasi~cohérent . On définit les groupes de cohecmologie de G &

valeurs dang F par
n n
H(e¢,F) = H (hG,W(F)) .

(pour les notations, cf. 4.6 ) .
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Vu la proposition 4.6.4 , cette cohomologie se caleule de la fagon suivante :
Hn(G,F) est le n-itme groupe d'homologie du complexe ¢™(¢,F) aéfini comme suit :

A L R LV CL RV OBy

n fois
8i £ (resp. ai) est une section de F (resp. de A(G)) sur un ouvert de

S, on a

) (f = N JOPPPR an) /“F(f) ra ®a, ...ma

i=n R
i
i§= (-1) f®al®...®Aai®...®an

+ (-1)n+1 f® a, ®a

e

2....®an®19

od /“'F t F —> F® A et A : AG) —> A(G) @ A(G) décrivent la
structure de comodule de F . Remarquons en passant que la cohomologie de
G a valeurs dans F ne dépend donc que de la structure de comodule

de F , et en particulier que de la structure de S-monotde de G .
On a en particulier
1°(e,F) = (s, 7% ,

N G , . . P ,
ot F~ , le faisceau des invariants de F , est défini comme le faisceau

dont les sections sur l'ouvert U de S sont des sections de F sur
U dont 1l'image inverse dans tout S' au-dessus de U est invariante

par G(S') .
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Théortme 5.3.1. Soient S un schéms affine , ¢ un S-groupe affine et
plat sur S . Les foncteurs #%G, ) sont les foncteurs dérivés de

0 .
B (6, ) sur la catégorie des G-Og-modules guasi-cohérents.

Comme S est affine, et comme G est affine et plat, on voit

"~ * I3
aussitdt que C (G, ) est bien un foncteur exact sur la catégorie précé-
dente.

I1 ne reste plus qu'a construire pour tout F un monomorphisme de
F dans un G-Og-module E(F) tel que H*(G,E(F)) = 0, n > 0. Or consi-
dérons E(F) = A(G) ® F muni de la structure de G-0 -module définie
par celle de A(G). Considérons 1*homomorphisme canonique /LF : F —» E(F) ;
1'axiome (CM 1) de 4.7.2 dit exactement que L. est un morphisme de
G- O -modules, Il suffit de remarquer maintenant que 1'image de /LF par
le foncteur W n'est autre que l'effacement /LW(F) : W(E) —>EWM(F))

P

défini dans 5.2 (comparer avec le corollaire 1 a la proposition 4.6.4).

Remarquons maintenant que 1'axiome (CM 2) montre que considéré

comme Qs—module , F est un facteur direct de E(F) . Cela entraine :

Proposition 5.3.2. Soient S un schéma affine et G un S-groupe affine

et plat. Supposons que toute suite exacte de G—Os—modules quasi-cohérents

o F - F - F3 —>» 0 qui se scinde comme suite de Os—modules se scinde

egalement comme suite de G- OS—modules. Les foncteurs H (G, ), n >0,

sont nuls (ou ce qui revient au méme, le foncteur H (G, ) est exact).

En effet, d'aprés l'hypothdse, la suite O -—F — E(F) > E(F)/F0
est scindée ; F est donc facteur direct dans E(F) , or la cohomologie

de ce dernier est nulle.

On tire immédiatement de 1a et de la proposition 4.7.4:
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Théoréme 5.3.3. Soient S un schéma affine et G un S-groupe diago-
nalisable. Pour tout G-Osmodule guagsi-cohérent F , ona
G,F) =0, n >0 .

Remarque . La proposition 5.3.2 reste valable, lorsque ¢ n'est pas né-
cessairement plat sur S ; la démonstration fait alors appel & la cohomo-

logie relative.



EXPOSE 11

FIBRES TANGENTS ~ ALGEBRES DE LIE

par M. DEMAZURE

Nous nous proposons dans cet exposé de construire 1'analogue en théorie
des schémas des fibrég tangents et algdbres de Lie de la théorie classique.
I1 sera cependant utile de ne pas se restreindre aux préschémas proprement
dits, mais de s'intéresser aux foncteurs sur la catégorie des préschémas qui
ne sont pas nécessairement représentables (par exemple foncteurs Hom , Norm ,
etc...). Comme il a été annoncé dans 1'exposé précédent I 1.1, nous iden-
tifierons un préschéma avec le foncteur qui lui est associé.

D'un sutre cdté, les constructions exposées ci-aprés dépassent le
cadre de la théorie des schémas. Elles sont également valables par exemple,
en théorie des espaces analytigues avec éléments nilpotents, modulo quelques
modifications de détail.

Avant de commencer cette construction, il nous faut poser quelques

définitions générales qui compldtent celles de I 1.7.

1. Les foncteurs Hom, /S(X,Y) .

Reprenons les notations de I 1.1, On identifie la catégorie C & une sous-
catégorie pleine de 6_:= Bom(C®, (Ens)) (en particulier on supprime les souli-
gnements qui nous permettaient de distinguer graphiquement un objet de /_C: d 'un
objet de C ) . Considérons la situation suivante : quatre objets de :C: , notés

8, X,Y, 2, 1le premier étant en fait un objet de C, X et Y au-dessusde 2,
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Z au-dessus de S :

X Y
pX\ / Py
Z

$
S
N
Définissons alors un objet de Q/S » noté Hom, /S(X,Y) par

Bom, /(X,Y) (87) = Homzs’(xs' » Yg)) -

On voit aussitdt que Hom / (X,Y) n'est autre que le sous-objet de _I'_I_QIQS(X:Y)

3
formé des morphismes compatibles avec Py et Py s c'est-d~-dire le noyau du

couple de morphismes

Hom(%,¥) =3 Eon (%,2)

définis, le premier par la composition avec Py » le second comme étant le mor-
phisme constant dont "1'image" est Py * I1 résulte de la définition que 1'on

a des isomorphismes

R

HomS(S’,Homz/s(X,Y)) HomZ(X xSS' , 1)

R

Hcmz(Z xSS‘ s HomZ(X,Y))

o Homz( X, HomZ(Z xSS',Y)) .

Notons en passant que les deux derniers isomorphismes se prolongent au cas ol

S' n'est plus dans C par le procédé indiqué en I 1.7.1.
Signalons deux cas particuliers de la définition . Si Z2=85, ona
Bome/o(%,Y) = Hom(xy) .

D'autre part, on poss

D; Y= Emy



45

on a donc par définition

1T (8" == (YS,/ZS,) .

7/s
Notons également que l'on a un isomorphisme
Homé/s (X,Y) =~ 'E'I'O'EX/S(X’ Tx, » =TT Tx, X ,

qui donne en particulier pour Z =S un isomorphisme

HomE;(X,Y) ~ TT Yy .

X/s

Une dernidre remarque : le foncteur Ya.y Hom /S(X Y) commute au

produit au sens suivant : on a un isomorphisme fonctoriel

H_qn_z/s(x, Yx, YY) A Homz/s( Y) x, Hom /S(xy) .

Il en résulte que si Y est un Z-groupe , resp. un Z-anneau,... alors

Hom /S(X,Y) est un S-groupe, resp. un S-anneaty ... .

2. Les préschémas IS(M) .

Définition 2.1. Soient S un préschéma et M un Og-module quasi-cohérent.
On note D-QS(M) la O
déré comme un idéal de carré nul) . On note Iq (M) le S-schéma Spec Dog (M) .
i i = = d
En particulier on note DQS Do, @s) y Ig IS(_Q_S) et _on les nomme respec

tivement algébre des nombres duaux sur S et schéma des nombres duaux sur S,

-algébre guasi-cohérente O @ M (o2 M est consi-

Alors Mi> IS(M) est un foncteur contravariant de la catégorie des

Lot dules quasi-cohérents dans celle des S-préschémas . En particulier les
morphismes 0 —» M et M —> 0 définissent regpectivement le morphisme

structural IS(M)——> IS(O) = S et une section 6M de celui-ci que l'on

appelle gection zéro .
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D'autre part 2_(8) = M, '9’3) est un ensemble d'opérateurs du
module M, donc du S-préschéma IS(M) et les opérations de __Q(S) commu-
tent aux S-morphismes IS(M) —> IS(M') provenant de morphismes M'—p M
par la fonctorialité précédente; en particulier ces opérations conservent la
section zéro de IS(M) .

La formation des IS(M) commute 3 llextension de la base : on a des

isomorphismes canoniques

(1 00)g, = I, mgs 0.,) -

Soient maintenant M et N deux _Q_S-modules quasi-cohérents . Le

diagramme commutatif

M @ X
M/ \ U]
v
N
définit un diagramme commutatif de S-schémas

/\S

(%) I 5

e\/’

Proposition 2.2. Pour tout S-préschéma X , le disgromme de foncteurs au-

dessus de S gbtenu en appliquant le foncteur Homs( - ,X) au diagramme (%)

est cartésien :
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Hom (11 @ W),X)

Hem (1, (M),X) Bon (1(W),X)
N e
g@s(s,x) = X .

I1 faut vérifier que pour tout &' —> S, le diagramme d'ensembles obtenu en
prenant la valeur des foncteurs sur S' est cartésien . Comme la formation de
IS(P) commute & 1'extension de la base au sens explicité plus haut, il suffit
de le faire pour S' =S5 , donc de vérifier que le disgramme d'ensembles sui-

vant est cartésien :

1 @ M )

/ N

(1,0 ) x( 14(v) )

x(e\ /x(e )

x(s)

Or, i x € X(S) , il résulte de (SGA 1 III 5.1)que X( E.M)°1(x) est iscmorphe,
fonctoriellement en M, &

(X (ﬂ )3 M) 3

Hom

9 —X/s

o -‘._2 ¥s dégigne le faisceau des différentielles relatives de X par rapport
2 8. Or ce dernier foncteur (en M) transforme évidemment une somme directe

de _Qs-modules en le produit des ensembles correspondant, d'ou le résultat .

Corellaire . $i M est libre de type fini, le foncteur HLmS(IS(M),X) est

isomopphe {comme foncteur au-dessus de X) & un produit fini (au-dessus de X)
de copies de HogS(IS X .
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Nota . Il résulte de la démonstration de la proposition que HomE;(IS,X) est
1
isomorphe comme X~-foncteur & V(.ﬂ,x/s) (I 4.6.1) donc représentable

1
par le fibré vectoriel X(Q_X/S) .

3. Le fibré tangent, la condition (E) .

Dans ce paragraphe, sauf notification contraire, les lettres

M, M', N ... dégigneront toujours des _Qs-modules libres de type fini (ctogtbdm

dire isomorphes & une somme directe finie de copies de _QS) .

Nous utiliserons systématiquement les identifications justifides dans
l'exposé I ; clest ainsi que nous dirons "foncteur au-dessus de S" pour
désigner indifféremment un foncteur muni d'un morphisme dans S ( =hs ) ou
un forcteur sur la catégorie des objets au-dessus de S . On dira de méme

"foncteur en groupes au~dessus de S " ...

Définition 3.1. Soient S un préschéma et M un Qs-mﬂdule libre de type
fini . Soit X un foncteur su-dessus de S . On appelle fibré tangent 3 X

au=dessus de S relativement au Oy-module M et on note TX/S(M) le

S-forc teur
Ty/s®) = Hom(I(0), X) .

En perticulier, on appelle fibré tangent & X au-dessus de S et on note
TX/S le foncteur

'l‘x/s= TX/S(-OS) = @_ms(ls, ) .

Alors Mpy TX/S(M) est un foncteur covariant de la catégorie des
gs-modules libres de type fini dans la catégorie des S-foncteurs . En parti-
culier les morphismes O —3 M et M ——3 0 définissent respectivement un

S-morphisme
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TX/S(M) — TX/S(O) o~ X

et une section de celui-ci appelée section zéro .

I1 résulte de ceci que M;-.)TX/S(M) est un foncteur covariant de
la catégorie des Qs-modules libres de type fini dans celle des foncteurs su-

desgus de X . En particulier _Q(S) est un ensemble d‘opérateurs du

X~foncteur TX/S(M) qui respecte "la fonctorialité em M " .

Définition 3.2. Soit u € X(8) = HomS(S,X) =" (%/S) . On appelle espace

tengent 3 X au-dessus de S au voint u yelativement 3 M , et on note

L;/S (M) , le S-foncteur obtenu i partir du X-foncteur TX/S(M) par image
réciproque par le morphisme u: S X .

L;/S(M) — TX/S(M)

l 1

S _.._..u.__.._.). X
iculi u ;¢ 18 ' ' 3 X au-
En particulier LX/S(‘QS) est noté Ly, . Clest 1'espace tangent & au
dessus de S au point u.

Notons immédiatement la

Propogition 3.3. Si X est représentable par un S-préschéma noté X,
i s P * s
aiors T?’/Sm) et LX/B (M) sont représentables . En Eaztlcuher TX/S et
LX/S sont représentables par des fibrés vectoriels sur X et sur S gqui
, 1 » .ﬂ.l
aont regpectivement ZQ}X/S} et z(u (__WS)) .

I1 suffit évidemment de démontrer la proposition pour TX/S(M) , les résultats
analogues pour L;/S(M) s'en déduisant par image réciproque , D'aprés 2.2 ,
corollaire, il suffit méme de le faire pour TX/S , et en ce cas, elle n'est

autre que la remarque gignalée en note aprds 2.2.

I1 résulte de cette proposition une description particulitrement

gimple du fibré vectoriel représentant L‘;/S : liimage de la section u de X
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sur S est localement fermée, donc définie par un idéal quasi-cohérent m d'un
préachéma irduit sur un ouvert de X . Le quotient g,/gz peut &tre considéré
comme un module quasi-cohérent sur S . C'est celui-ci qui définit le fibré
vectoriel cherché . Soit par exemple X wun préschéma algébrique sur un corps

k et u unpoint de X rationnel sur k . Alors L“X/k =V(t) o t est

le k-espace vectorilel tangent de Zariski de 1'anneau local gx e
3

Cette parenthése fermée, revenons & la situation générale. Remarquons

d'abord que L;/S(M) est un foncteur covarient de la catégorie des O -modules

libres de type fini dans celle des foncteurs su-dessus de S . En particulier

0(S) est un ensemble d'opérateurs du S-foncteur L;,/S(M) qui respecte la

fonctorialité en M .

de la bage ¢ soit S' un préschéma su-degsus de S , on a deg isomorphismes
forctoriels en M

Proposition 3.4. La formation de T, /S(M) et LX/S(M) commute & 1'extension

TXS‘/S'(M B ‘QS') :-) (TX/S(M) )S' $

.

Cela résulte immédiatement du fait que les Hom commutent & 1'extension

de la base.

Corollaire » Le X-foncteur TX/S(M) (resp. le S-foncteur L;/S(M)) est muni

naturellement d'une structure d'objet & opérateurs Q  (resp. 0, cette

structure étant fonctorielle en M .

Montrons-le d'abord pour LuX/S(M) . Pour chaque S' au-dessus de

u
s, S(S’) opére sur M = O, donc sur L“XS"/S,(M ngs,) = L)Q/S(M)S s or on

vérifie que cette opération est fonctorielle en S' ; elle munit donc comme

annoncé L;/S(M) d'une structure de foncteur & opérateurs Oy .
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Pour T S(M) c'est un peu plus compliqué. Il faut munir chaque
(TX/S)X' (x') (X' au-dessus de X) d'une structure d'ensemble 3 ensemble d'opé-
rateurs g(X') de manidre fonctorielle en X! . Pour cela on construit le dia-
gramme

T W
VA

R A

ol X dénote Xx X' et f' la section de Xy, sur X' définie par
£:X'—pX.

f
Ce diagramme montre que (TX/S(M))X,(X') s'identifie 2 L;EX /’X'(X')
!

ol opdre O(X'). Tl ne reste plus qu'a vérifier que cette construction est

fonctorielle en X' , ce qui se fait sans difficulté.

Les isomorphismes de la proposition précédente sont alors par cons-

truction des isomorphismes pour les structures de gxs -objets, resp.
= )

Définition 3.5. Soient S un préschéma et X un S-foncteur . On dit gue
X vérifie la condition (E) relativement & S gi,pour tout S' au-dessus
de S gt tous QS,-Moduleg libreg de type fini M et N, le diagramme

d 'ensembles

ZX(IS'(M CRUN

X(1,,(m)) x(1,, )
st S
Y

x(s")
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obtenu en appliquant X au diagramme (*) défini dans 2.1 s &st cartésien .

3.5.1. I1 revient au méme de dire que le foncteur M}uﬁ>TX/S(M) transforme

gommes directes de Qs—moduf_l es libreg de type fini en produits de ZX~forncteurs .
La proposition 2.2 montre que tout foncteur représentable vérifie la condi-

tion (B) . Si X vérifie la condition (E) par rapport & S, le fone-
teur Mo TX/S(M) commutant au produit transforme groupes en groupes. En
particulier TX/S(M) est un X-groupe commutatif. Pour la méme raison, L§/S(M)

est un S-groupe commutatif,

Proposition 3.6. Si X/S vérifie (E) , la structure de groupe abélien gur

u : ‘ . -
TX/S(M) (zesp. LX/S(M) ) et 1'opération de o (zesp. gs) munissent TX/S(M)

(resp. L;/S(M) ) d'une structure de ermodule (zesp. Qs-module ).

L'opération de QX (resp. QS) est fonctorielle en M ; elle res-
pecte donc la structure de groupe abélien qui est déduite par fonctoria-

lité de celle de M.

Remarque . Si X est représentable, auquel cas, d'une part il vérifie (B) ,
d'autre part TX/S et Lgys sont représentables par des fibrés vectoriels,
les lois précédentes sont les mBmes que celles qui se déduisent des structures

de fibré vectoriel (cf. I 4.6).

Proposition 3.4. bis . Si X vérifie la condition (E) par rapport 3 S,

alors X, vérifie la condition (E) par repport & S' et les isomorphismes

de 3.4 respectent les structures de O, -modules, resp. de Oy ,-medules .
=Xy, =

Sans commentaires.

Abréviation : au lieu de dire " X vérifie la condition (E) par rapport 3
S ", on dira parfois "X/S vérifie la condition (E)" .
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Proposition 3.7. Les foncteurs TX/S(M) st Lt;/S{M) ont fonctoriels en X :

si f: X—>X' est un S-morphisme, on e des disgrammes commutatifs

2st) — s 3 ) 1t M85 1S

! | \S/

X ey X!

Les morphismes T(f) et L(f) se déduisent immédiatement des définitionms.
La commutativité des diagrammes résulte alors de la fonctorialité de ces mor-

phismes par rapport & M et du fait que TX/S(O) = X .

Remarque : le carré ci-dessus est cartésien lorsque f est une immersion
ouverte , plus généralement lorsque f est étale . T1 définit en général un

morphisme de ZX-foncteurs

TX/S(M} —_— (TX,/S(M) )x

N

X

Proposition 3.7. bis « S8i X et X' vérifient (E) par rapport & S , alors
u fou .
TX/S(M)_) (TX, /S(M)}X (zesp. LX/S(M) —> Ly, /S(M) ) est un morphigme

de gx-modules (resp. de gs-modules} .

Résulte de la proposition 3.7 par fonctorialité en M.

Proposition 3.8, Soient X et Y deux fonctsurs su-dessus de S . On a des
isomorphigmes fonctoriels en M :

T, xg Y/S(M) =23 TX/S(M) xg TY/S(M) ,

1((u;’cv>x/s ()

I"}z/s () g Y/S ()
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Evident sur les définitiomns,
Remarquons que le premier isomorphisme peut aussi s'interpréter

comme un isomorphisme de XxY-foncteurs

TXxY/S(H) 25 (TX/S(M) xy (XxY)) Ty (TY /S(M) xY(XxY)) .

Corollajire . Si X/S est muni d'une structure slgdbrigue définie par produits
cartédgiens finis, alors TX/S(M) est muni d'une structure de mlme espéce ot la
projection TX/S(M) —> X est un morphisme de cette esptce de structure

Proposition 3.8.bis . Si X et Y sgatisfont & la condition (E) par rapport

4 8, alors X Xg Y y gatigfait sussi et les isomorphismes de 3.8 respec-
tent les structures de modules .

Pour énoncer commodément les propriétés qui vont suivre, introduisons
la terminologie suivante : un H-ensemble est un ensemble muni d'une loi de
composition & unité bilatdre; un H-objet dans une catégorie C se définit
de la menidre habituelle : c'est donc un objet X de C , muni d'un morphisme
Xx X —>X tel qu'il existe une section de X (au~dessus de 1'objet final)
possédant les propriétés d'une unité bilatére. Tout (-monoide, en particu-
lier tout C-groupe est donc un C-H-objet . En particulier, un H-objet de

la catégorie des foncteurs au-dessus du préschéme S sera appelé S-H-foncteur.

8i X est un S-H-foncteur, slors TX/S(M) est un S-H-foncteur , et si on

note

Lie(X/s,M)

Lys®
Lie(X/s)

i

Lie(X/8,0,) s

oi e daésigne la section unité de X , alors Lie(X/S,M) est lui aussi un
S-H=foncteur .
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Proposition 3.9. Soit X un S-H-foncteur vérifient (E) par rapport 3 S .
La structure de S-B-foncteur de Lie(X/S,M) provenant de celle de X cofncide

avec la structure de S-groupe définie en 3.5.1.

I1 résulte de ce qu'on a dit plus haut que Lie{(X/S,M) est un H-objet dans la

catégorie des gs-modules . La propogsition résultera alors du lemme suivant :

Lemme 3.10. Soit C une catégorie . Soit G un H-objet dans la catégorie
des (C-H-objets ; G est donc un C-H-objet (dont nous noterons la loi de

composition f : G x G —» @) muni d'un morphisme de C-H-objets
h:GxG—-» G, Aors f=h gt f est commutative .

En prenant les valeurs des foncteurs sur un argument variable, on sc raméne &
la meniére habituelle & vérifier le lemme lorsque C est la catégorie des en-
sembles . On a donc un ensemble G et deux applications f, h: Gx G ~—> G
telles que h(f(x,y),f(z,t)) = £(n(x,2),h(y,t) . On a d'autre part deux é1é-
ments de G, soient e et u, avec £{e,x) = f(x,e) =X , h(u,x) = h(x,u) =X

On voit d'abord que

n(£(u,y),£(x,u) = n(flx,0),f(u,y)) = £(zx,y) .
En particulier , pour y = e , on obtient

x = f(x,e) = h(f(u,e),f(x,u)) = hiu,f(x,u)) = f(x,uv) ,
d'ob en reportant dans 1'égalité originelie

f(x,y) = nlx,y) = ny,x) .

Corollaire 1 . Si X gst un S-H-foncteur vérifiant (®) par rapport & S,
tout élément de X(IS(M)) qui se projette sur 1'élément unité de X(S)

est inversible,

Corollaire 2 . S5i X est un S-monoide vérifiant (E) par repport 3 S,
un glément de K(IS(I-‘I)} est inversible si et seulement si son image dans X(S)

l'est,
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Corollaire 3 . Si X est un S-groupe vérifiant (E), par rapport & S les
deux lois de S-groupe sur Lie(X/S,M) coincident .

Avant de tirer dfautres conséquences de la proposition précédente,

démontrons un autre résultat de fonctorialité :

Proposition 3.11. Dans la situation du paragrephe 1 , on a un isomorphisme

fonctoriel en M
~ :
THom Bom, /¢ (X, /s == Hom, o (%, Ty, (1))

Cela résulte immédiatement des définitions, compte tenu de 1'isomorphisme

Hom, (T, Hom /S(x Y) ) 25 Hom, . (X, g_@z(z;:s 7,Y)

==7/s

Corollaire 1 . Si Y/2 wérifie (B) , alors Hom /S(x,x)/s vérifie (E) et
1'isomorphisme de 3,11 regpecte les gstructures de modules .

Corollaire 2 . On a un isomorphisme fonctoriel en M

Hom (XY/S(M) = Hom, (%, Y/S(M)) i

si Y/S vérifie (B) , alors Hom, (%,Y)/s wvérifie (E) et 1'isomorphisme

précédent respecte les structures de O-modules au-dessus de HomE(X,Y) .

Corollaire 3 . On a un isomorphisme fonctoriel en M

Lgemﬁ(m)/s ) == Homp (%, Ty/sM) )

o X est considéré comme foncteur au-dessus de Y par 1'intermédiaire de

wX Y,
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Corollaeire 4 . On a un isomoerphisme fonctoriel en M

Lie(Eni (X)/5,) > -lx7s|— T

Nous allons maintenant interpréter géométriquement la définition du
fibré tangent . Soit T un préschéma su-dessus de S ; on a des isomorphismes
fonctoriels en M

ot B

TX/S(M) (T) =» HomS(T,TX/S(M)) = HomS(T,HomE (IS(M),X))

~ _ ( ~

= HomS(IS(M) yHom(T, X)) = Thom (z,X) /S(M) (s) =% Hom, () (TI (M)’KI CM))

-5 s S S

En particulier le morphisme M -—— 0 donne un disgramme commutatif

Hong(T,2y/g)  ————> g )y ()% (1) )

Homg (T, X) Mot 5 Homg(1,X)

o la premidre fldche verticale est obtenue par la projection TX/S<M) — X,
la seconde par le changement de base S;..,IS(M) . En conséquence 3

Proposition 3.12, Soit T su-dessus de X par ho: T—> X . L'ensemble
'a o , - :
HomX(T,TX/S(M)) s'identifie & 1'ensemble des IS(M) morphismes de TIS(M) dang

X qui se restreigment & h  sur S < I (M) .
S(M) 0 S

Corolleire . L'ensemble [ (TX/S(M}/ X) s'identifie 3 1'ensemble des

1. (M)~endomorphismes de X qui induisent 1'identité sur X .
g\M'/~SnoomorpAIsmes de S(M) qui indul s sur

Remarquons maintenant que ce dernier ensemble s'identifie également
par les isomorphismes précédents a Li.e(EndE (X)/s,m)(s) . si X/S véritie (E) ,
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cor. 2 et 3.9, on en déduit la

Proposition 3.13. Si X/S vérifie (8) , tout IS(M)-endomorphisme de
XI () gui induit 1'identitéd sur X est un automorphisme . Le sroupe
S

r (TX/S(M)/K) s'identifie au groupe de ces automorphismes .

Corollaire 1 . Soit u: X—»Y un S-isomorphisme , Y/S yérifiant (E) .
p - . . .

out IS(M) morphisme de XIS(M) dans YIS(M) qui_prolonge u est un isomor-
Ehism »

Corollaire 2 « Soit ue¢ IsomS(X,Y) , Y/S vérifiant (B) . Le monomorphi sme
Ismns(X,Y) —_— HomE (X,Y) 4induit un isomorphisme

L;‘ﬂS(X,Y)/S(M) = Lﬁ%(x,y)/s(m)

Corollaire 3 . Soit u & Aut (X) , X/S vérifiant (BE) . Le monomorphisme
t induit un isomorphi 4 an LY .
_A_q.__s(x) ~—> End (X) induit un isomorphisme L At (X)/S (M) s LEnd (x) /S(M)

En particulier, on a

Lie(Autg(0)/5,0(5) > Lae(Bagg(0)/5,0)(5) = TE (2 /5(0)).

3.,14. Supposons pour terminer X représentable. On a vu qu'une section de

TX/S au-deasus de X s'identifie & un Is-automorphisme de XI induisant
5
1'identité sur X. Or XI et X ont le méme espace topologique sous-
S
jacent, les faisceaux d'anneaux correspondants étant DO et _C_)X. Il en

=X
résulte aussitdt qu'un automorphisme infinitésimal de X s'identifie &

une dérivation du faisceau d'anneaux Oy au-dessus du faisceau Qg. On

a donc fabriqué un isomorphisme
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r (TX/S/ X) ..’\./..) Dargs (QX)

qui, en vertude 3.13 , respecte les structures de groupes (et méme de
0(s)-modules) ce qui redonne 1'interprétation classique des champs de vecteurs

tangents en termes de dérivations du faisceau structural. Remarquons d'ailleurs

que M (TX/S/X) est égal & HO(X, Y&'x/s) ol o& /s est le dual de-ﬂ.]}i/s .

4. Espace tangent 3 un groupe . Algdbres de Lie .

4.1, Soit G un foncteur en groupes asu~dessus de S . On a vu que TG /S(M)
et Lie(G/S,M) sont dds lors munis de structures de groupes au~dessus de S .
On e des morphismes de groupes (3.1)

Lie(G/8,M) —2 To/s ) 4_2'—_-4 ¢

par définition i est un isomorphisme de Lie(G/S) sur le noyaude p et =
est une section de p . Il résulte alorsde I 2.3,7 que cette suite de

morphismes permet d'identifier T, (M) au produit semi-direct de G par

6/s
Lie(G/S,M). L'opération correspondante de G sur Lie(G/S,M) est notée Ad et

appelée représentation sdjointe de G ; on a donc par définition
adlx) X = i Hs(®)i(Ms@™) , z ealst), Xe&Lis(e/s,M)(s!) .

Si G est commutatlf, alors TG/S(M) 1'est aussi et Ad(x)X = X,

Si G et H gont deux foncteurs en groupes au-dessus de S et si
f:G-—>H est un morphisme de groupes , il s'en déduit par fonctorialité un

morphisme de suites exactes compatible avec les sections cenoniques @

1 —3 Lie(G/S,M) ——> TG/S(H) 3y G s 1
L(¢) l T{f)l £ J'
1 —— Lie(#/5,) —> TH/S(M) s H > 1 H
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L(f) que l'on notera également Lie(f) est le morphisme dérivé de f .

Proposition 4.1.1. Soit g € G(S) . Alors Ad(g) : Lie(G/S,M) —s Lie(G/S,H)
est le morphisme dérivé de Int(g) : G—~>G .

En effet Ad(g)X = i-l(Int(g)i(X)) , ce qui n'est autre que L{Int(g))(X) par

la définition méme dv morphisme dérivé .

Corollaire . Supposons que G/S vérifie (8) . Alors on sait (3.10 cor.t)
que la structure de groupe de Lie(G/S,M) définie comme plus haut n'est autre
que la structure induite par sa structure de O -module (définie grédce a

() .

I1 résulte de la proposition préoédente que les Ad (g) respectent la structure
de O.-module de Lie(G/s,M) :

Ad: G —— Aut”:s__mod.(Lle(G/S,M))

autrement dit que Ad est une représentation linéaire de G dans le
Os-module Lie (¢/s,m) .

Remarques 1) Pour que G/S vérifie (B) , il faut et il suffit que pour tout
couple (M,N) de Qs—modules libres de type fini , le diagramme
Lie (&/S, M@YX)

Lie(6/S,M) Lie(G/s,N)

r4

T 0/5,0)

obtenu en appliquant le foncteur Lie(G/S,) au diagremme (*) de 2.1 , soit

cartésien .

2) si G/S vérifie (E) , le morphisme dérivé de la loi de groupe

T: Gxg G —> G n'est autre que la loi d'addition dans Lie(G/s,M) .
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(Nota : T n'est pas un morphisme de groupes, mais 7T {e,e) = e , ce qui
suffit pour définir L(7r) (ef. 3.7 )) .

Etudions maintenant 1'ensemble [ (TG /S(M)/G) . Notons d'abord que

1l'on a un isomorphisme
P (5/5(0/6) & Hon(G,Lie(¢/5,1))

défini de la menidre suivante : & f : G — Lie(G/S,M) , on associe la section

8p 1 6 —> TG/S(M) telle que

Sf(g) = i(f(g)) 5(8) ’ E‘GG(S')’ S'é 5.

Soit h un automorphisme du foncteur G au~dessus de S , ne respectant pas
nécessairement la structure de groupe . A4 toute section t de TG /S(M) , on
peut agsocier h(t) définie par transport de structure : c'est par exemple

la seule section de T, /S(M) rendant commutatif le diagramme
G ..;E__, T, 1 (M)
6/s
h 7(n)

h{t)

c Ta /S(M) .

En particulier, prenons pour h la translation & droite par un élément x

de a(s) .

nig) =t () = &x , geals) , s'—>s .
On & immédiatement
tlep) = sy ()
X
ou tx(f) désigne le morphisme de G dans Lie(G/S,M) défini par

tx(f)(g) = f(g.x"l) , 8 €G(BY, s'—s .
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Il en résulte que si 1'on fait opérer G par translations & droite dans

r (TG/S(M)/G) et Hom(G,Lie(G/S,M)) , 1'isomorphisme défini plus haut res-
pecte les opérations de G . En particulier les sections de T, /S(Ni) inva-
riantes par translation A droite correspondent dans cet isomorphisme aux
morphismes constants de ¢ dans Lie(G/s,n) (i.e. se factorisant par la
projection G —>S) ou encore aux éléments de Lie(G/S,M){(S) . En d'autres
termes :

Proposition 4.1.2% )L'spplication Lie(G/S,M)(S) —s M(1y/s00/6) gul
associe 3 X € Lie(G/S,M)(S) 1la section x b= X.X egt un isomorphigme de

Lie(6/S,M)(S) sur la partie de I (TG /S(M)/G) formée des sections inveriantes
par tramsiastion & droite.

Compte tenu de 3,12, corollaire, on obtient :

*
Propogition 4.1.35 )Il existe un isomorphisme fonctoriel en G entre 1'ensem—
ble Lie(G/S,M)(S) et 1'ensemble des IS(M)-endomo;phismes de GIS(M) indui-

sant 1'identité sur G et commutant aux translations & droitede G .

Tenant maintenant compte de 3.13 :
Théordme 4.1.4.( *)Soit G un foncteur en groupes sur S vérifiant (B) par
repport & S . Le groupe Lie(G/S,M)(S) s'identifie, fonctoriellement en G,

au groupe des IS(M)-automoghisnes de GI 0 induigant 1tidentité sur G
S
et commutant aux translations & droite .

On retrouve ainsi (dans le cas M = 9‘8) une des définitions classiques de

1l'algdbre de Lie d'un groupe .

4.2. Avant d'aller plus loin, établissons de nouveaux corollaires & 3.11.

Ona vuen lec.cit.que 1'on a un isomorphisme canonique :

Les énoncés 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4 s'obtiennent plus simplement en remar-
quant gue les automorphismes de G invariants par translations & droite
sont les translations & gauche.
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L_E_O‘l_n_s (x’ Y)/S (M) —% -H—o-—mY/S (X! TY/S (M) ) H

supposons que Y soit un groupe; on & alors Ty /S(M) = Lie(Y/S,M).Y

= Lie(Y/S,M) il en résulte un isomorphisme

y }

() =L g__oz_gs(x, Lie(Y/S,M)) .

I‘.;\Ii%s(xnf)/s

Proposition 4.2. Soit u: Xenp Y un morphisme de S-groupes . On a un iso-
morphisme fonctoriel

t 1
L M) 2y Z.(X,Lie(Y/S,M .

1 .
{Zs désigne le "foncteur des homomorphismes croisés" défini de manidre ana-
logue au foncteur Hom. On fait opérer X sur Lie(Y/S,M) par le morphisme
u ad

X 5> Y > dut, gr‘(Lie(Y/S,M)) ]l .

Ceci résulte de 1'isomorphisme

Lu

Hong

et de 1'identification bien connue des sections d'un produit semi~-direct aux

er. (X,Y)/S(M) 27y Homy /o) gr'(x, Lie(Y/S,M).Y )

cocycles du quotient dans le noyau (voir par exempls III 1.2.2).

Appliquant 3.10, Corollaire 1, on en déduit :

Corollaire 1. Si Y/S vérifie (E) , on a des isomorphismes fonctoriels :

u

Maom,_ (rn)/s) S5 Lt Lie(t/sm) .
-gr' td

Corollaire 2 . Si X/S vérifie (E) , on & des isomorphismes fonctoriels

Lie(hut,  (0/5,4) 2% _Z_é(X,Lie(X/S,M)) .



64

Corollaire 3. Si Y est commutatif, on a un isomorphisme fonctoriel

o, (xy/s® > By g (5 Lie(¥/5)

4.3, Considérons maintenant le cas o X et Y sont des gs—modules. Si

T est un Qc-module , le foncteur Lie(Y/s,M) est muni d'une structure de

Os-module déduite de celle de Y ., Muni de cette structure, on le notera

provisoirement Lie'(Y/S,M) .

Lorsque Y/S vérifie (E), on notera toujours Lie(Y/S,M) le foncteur
Lie(Y/S,M) muni de la structure de gs-module définie pour tout foncteur
vérifiant (E). Nous savons que les structures de groupes abéliens de
Lie(Y/s,M) et Lie'(Y/S,M) cofncident, mais il n'en est pas de méme a priori

pour celles de module (voir um contre-exemple au paragraphe 6).

On a comme conséquence immédiate du corollaire précédent:

Proposition 4.3. On a un isomorphisme fonctoriel :

(X,Lie'(Y/s,M)) .

L;om (x Y)/S(M) = Homy _nod
mgs—mod. ’ =5 ‘

Corollsire . Si X/S wvérifie (E), on a des isomorphismes fonctoriels :

Lie(Aut;S_mod.(x)/s,M) = Homgs_mod.(X,Lie'(X/S,M)) .

Avant de continuer dans cette direction, examinons de plus prés
les relations entre Y , Lie(Y/S) et Lie'(Y/S) . Remarquons d'abord que
Lie(gs/s,m) = Lie'(gs/s,m) =w(M) (14.6) et que 1'on a donc un
isomorphisme canonique

d: 0, == Lie(Qy/s) .
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Soit maintenant ¥ un gs-module . Pour tout 8' au-dessus de S, on a un

dihomomorphisme ,

F(S) —> F(s")

o(s) — > o(s") )

d'ol un morphisme de g(S‘)-modules
F(s) 3(s) o(s') —> ®(s') .

En particulier, pour S' = IS(M) , on.en déduit des morphismes fonctoriels

en M

F(s) mo(g) T_Q_S/S(M)(s) —> TpM(S)

ce qu'en faisant varier S on pourra noter

F n‘:’s Tg S/S(M) — TF/S(M)

Ces morphismes sont fonctoriels en M , donec compatibles avec les projections

des fibrés tangents sur leurs bases. Ils définissent alors des morphismes

F 8, Lie(0y/s,M) —> Lie(F/s,M) .
5 2

Remarquons que ces derniers morphismes sont fonctoriels en F, et per
construction respectent les structures de modules déduites de celle de T
(ce que nous avons appelé Lie'(F/S,M) au second membre). Si F/S vérifie
(E) , comme ces morphismes sont égmlement fonctoriels en M, ils respectent
également les structures de modules déduites de celle de M & 1l'aide de ls

condition (E) , c'est-a-dire celles notées Lie .



66

Notons enfin que par tensorisation avec d : Q4 =5 Lie(_gs/s) , on
déduit un morphisme

P = T, Lie(gs/s) —> Lie(F/S)
=S

noté également 4 : F —> Lie(F/S) .

Définition 4.4. On dit gue F est un bon—gs-module si les morphismes

F = TOS/S(M) — TF/S(M)

sont des isomorphismes .

Coroliaire : Si P est bon, alors

(1) F/s vérifie (E) ,
(i1) Lie(F/s,M) = Lie'(F/s,M) ,
(iii) a : P —> Lie(F/S) est un isomorphisme de Qg-modules .

En effet :

(i) I1 suffit de vérifier que Lie(F/S,M@ N) =25 Lie(F/S,M) xg Lie(F/s,N) .
Or si F estbon, F =m Lie(gs/S,M) —> Lie(F/S,M) est un isomorphisme .
Il n'y a plus qu'a remarquer que la propriété A démontrer est vraie pour gs
et que Lie(_g_s/ S,M) est isomorphe au produit d'un nombre fini de copies de

Og » donc F ® Lie(ga/S,M) isomorphe au produit correspondant de copies

de F .,

(ii) L'isomorphisme F = Lie(gS/S,M) —» Lie(F/8,M) respecte les deux
structures de modules définies plus haut; or ce sont les mémes au premier

membre.

(1ii) 4 est composé de deux isomorphismes .
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Exemples de bona gsqmodules ¢ pour tout QS-Module quasi-cohérent E , les

Os-modules V(E) et W(E) définis en I 4.6 sont bons .

Proposition 4.5. Soit F un bon gs-mgdule . On a un isomorphisme fonctoriel

Lie(aasgs (P)/s,M) =5 _Ii_ggos nod, (FrLie(®/s,1))

qui_respecte les structures de gs-mgdgleg . En particulier, on e un isomor-
phisme de gs-modules

Lle(Aut mod.(F)/S) = Egggs_mod. (F)

Cela résulte immédiatement de 4.3 et de (i), €ii), (iii).

Posons alors la définition suivante :

Définition 4.6, On dit que le foncteur en groupes G gu-dessus de S est bon
si G yérifie la condition (E) par rapport & S et si Lie(G/S) est un

bon Qs-module.

Exemple : Si G est représenteble, il est bon : G vérifie (E) et
Lie{G/S) est de la forme V(E) donc bon.

- .
Théordme 4.7. Si F est un bon S ~module, le Segroupe ég&gs-mod(F) gest
bon . B

On a de toutes fagons un isomorphisme

TLOS ol s == Bony -nod. (7, T /5(1))

si F/S vérifie (E) et si on munit TF/S(M) de la structure de Q.-module
déduite de celle de F . Si F est bon, alors il vérifie (E) et on a des

isomorphismes
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Hom___cs-mod.(F’TF/S(M)) AN Hom=:s_mod'(F,FﬁTgs/S(M)) .

I1 en résulte d'abord que Aut (F) vérifie (E) par rapport & S.

=0 S—mod .

On a d'autre part Lie(Aut (r)/8) =» (F) et ce dernier
——gs-mod. mod .

Endgs.
module est bon si F est bon (car Ty /S(M) est"libre de type fini'sur Q).

Soit maintenant G wun S-groupe et F un bon Qs-module . Suppo-

sons donnée une représentation lindaire de G dans P, clest-a-dire

(I 4.7.1), un morphisme de S-groupes

(r) .

-mod.,

P : G ——> Aut=cs

On en déduit par 4.5 un morphisme

p': Lie(6/S) —s End, (F)

S--mod .

qui (si @/S vérifie (E) ) est un morphisme de Og-modules .

Soit en particulier G un bon S-groupe . Alors Lie(G/S) est un bon

gs—module, et on a un morphisme de S-groupes

Ad i
: 0 —— A“t=:s-mod.(L"e(G/S)) .

On en déduit par la construction précédente un morphisme de Qs—modules

ad : Lie(6/s) —>  End, (Lie(G/S)) ,

~mod
=S
oll, ce qui revient au méme, un morphisme bilinéaire :

Lie(G/s) xg Lie(G/S) —— Lie(G/S) ,

que 1'on notera (%,y)mYP [x,y] =ad (x).y (oh x et y désignent
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deux éléments arbitraires de Lie(G/S)(S') = Lie(GS,/S')(S') ), 8 G est

commitatif, alors [x,y] = 0,

On peut donner du crochet une définition équivalente

comme suit : remarquons d'abord qu'il suffit de le faire pour x,y ¢ Lie(G/S)(S).

Remarquons ensuite qu'il y a un isomorphisme canonique IS Xg IS o II H
S .
pour éviter des confusions, notons I et I' deux exemplaires de IS .

a alors un diagramme commutatif

IxI' —y I

l !

I' —> 38 ,

les deux fléches partant de I x I' identifiant celui-ci au schéma des nom-
bres duaux sur I ousur I' . Il en résulte un diagramme commutatif de
groupes (ob on note L = Lie(G/S) )

1 1
! J
(1) L(s)

| |

1 —s LKI') — 6{IxI') —> G(I') ——> 1

| !

1 — L(8) > 6(1) > G(S) > 1
! l
1 1

La neuvidme pidce du puzzle n'est autre que Lie(L/S)(S), Si G est bon ,
clest L(S) et on a donc un diagramme commutatif ol les lignes et les colonnes

sont des suites exactes de groupes et ot les cing L( ) sont commutatifs :
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L(s) — (1) —> L)
Ay i < 4
L(I') —> o(IxI') —> G(I")
l l ¥
L(s) —— 61 —> G(s) .

7
y

Or dans un tel diagramme, si on prend deux éléments x et y comme noté, et
qu'on les reléve arbitrairement en x' et y' dans G(IxI') , le commutateur
x'y! xt y"'l des deux éléments obtenus ne dépend pas des reldvements choi-
sis et est 1'image d'un élément 2z comme noté . Le lecteur vérifiera que

l'ona 2z = [ X,y
Sur cette construction apparaissent les deux propriétés suivantes :

(1) 1e crochet est "fonctoriel en G" : de manidre précise,
G!——;»Lie(G/S) est un foncteur de la catégorie des bons S-groupes dans le

catégorie des bons O.~-modules munis d'une loi de composition bilinéaire .

S
(i1) ona [x,y) + [y,x:l = 0 : en effet le diagramme est symé~

trique par rapport 3 la premidre diagonsle .

Proposition 4.8, Soit ¥ un bon Qs-godule » Dahs 1tidentification

! N
Lie Aut=s_mod'(F)/S) o2y Body oo (F)

&

1

Ad(x).X est transfornéen xoXox " et [X,Y] en XoY=-YoX.

Considérons d'abord Aut, _ . (FI ). Un élément x de ce groupe est,

IS S

par définition du changement de base pour les foncteurs, la donnée pour tout

o

§'— I d'un g(S')-automorphisme de PF(S') , soit x Or , remarquons

s’
que se donner un S' —, IS est équivalent & sze donner un S'— S muni
gr + On voit alors aussitdt que xg, est déterminé

dlune section s : S'— 1 -

Le rédacteur reconnait, & la demande de Gabriel, que 1l'exercice n'est pas im-
médiat ; c'est d'ailleurs la raison pour laquelle il n'est pas dans le texte.
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par xy et que donc il suffit pour vérifier les formules exigées de les

1
vérifier sur les F(IS,) . Or F(IS,) = P(s').Lie(F/s)(5') = F(s').®(s')
puisque F est bon . Notons Q(IS,) = =_(Z_,*(S') [¢] . £2=0. Il est immé-

diat de voir que l'endomorphisme X de F correspond par 1'identification
donnée & l'automorphisme I + £ X de ¥ IS,) « I1 n'y a plus qu'd traduire

les définitions pour ramener les formules annoncées &

1 -1

xo(I+£X)ox = I+E£Ex0Xo0x et

(I+6€X)o(I +E Mo(T +Ex5o(T+ I3 "f)" =1+ & & '(XoY - YoX)
lorsque £2= £12 = o,

Corollaire 1 .Soient G un bon S-groupe et x,y,z € Lie(G/S)(S') . Ona :

[X, [y’z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [x,}’]] = 0

En effet, si G est bon, alors Lie(G/S) est un bon Os-module et le

morphisme de S-groupes

Ad : G —> Autgs__m oa, (11e(6/8))
donne par fonctorialité
[adx,ady]=adxoady-adyoadx=ad[x,y] R

ce qui, appliqué & un élément gz, donne la relation de Jacobi .

Corollaire 2 . Soit G un bon S-groupe opérant linéairement sur un bon
Og-module F (i.e. soit F un G0 gmodule , G et F bons) . Alors
l'application lindaire p':Lie(G/S) -—) G-mod. (F) est une représentation,
c'est-d-dire que 1l'on a

p ([xy]) =0 (x) o p'(y) - p'(3) o p'(x) .
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Scholie 4.9. A tout bon S-groupe (par exemple représentable), on a associé
un bon Qs~module Lie(G/S) muni fonctoriellement d'une application bilinéaire

vérifiant

x,yl+ly,xl=0lx,0y,2z2l+0y,lz,x)]+0[z, x,yll=0.

Nous appellerons Lie(G/S) muni de cette structure 1'"algkbre de Lie" de G

sur S (les guillemets étant justifiés par le fait que Lie(G/S) n'est pas &

S—algébre de Lie). A toute représentation linéaire

de G dans un bon Qs-module P est associée une représentation de son

strictement parler une 0

Yalgtbre de Lie", BEn particulier, & la représentation adjointe de G est

associée la représentation adjointe de son "algkbre de Lie",

Définition 4.10. Un foncteur en groupes G au-dessus de S est dit trés bon

s'il est bon et si Lie(G/S) est une Oq-aladbre de Lie (c'est-b-dire si on a

identiquement [x , x] = 0).

Exemples de ir®s bons S-groupes . Le groupe Aut mod(F) pour tout bon
=5~

Os-module F ., Tout groupe représentable (voir ci-aprés). Tout bon S-groupe
admettant un monomorphisme dans un trés bon S-groupe, par exemple tout bon
sous-foncteur en groupes d'un groupe représentable, ou tout bon-S-groupe admet-
tant une représentation linéaire fiddle dans un bon gs-module , Dpar exemple

tout bon S-groupe tel que Ad soit un monomorphisme ,..

4.11. Supposons maintenant que G soit un préschéms en groupes sur S .
D'aprds 4.1.4 , Lie(G/S)(S) s'identifie au groupe des automorphismes infini-
tésimaux de G/S invariants 3 droite, c'est-a-dire par 3.14 au groupe des
dérivations de 0O, au-dessus de O

i i translation & droite,
& O invariantes par transiation a

De plus cette identification respecte la structure de module et méme d'algébre
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de Lie, le crochet dans Lie(G/S)(S) correspordant au crochet des dérivations,
comme on le voit en raisonnant comme dans la proposition 4.8 : il faut calculer

le commutateur des automorphismes u et v de & définis par

XIsﬂs
u=1I4+ &d V:I-}-&'d' 35.2:&’23:0 .

on trouve immédiatement uv u L v = I + E & (@ga* - a'q) .

On retrouve alors la définition classique : Lie(G/S) est le fomcteur gui 2

tout S' au-dessus de S, associe la 9(5')-&1@ bre de Lie deg dérivations

de Gy, par rapport 4 S' invariantes par translation & droite .

Il en résulte en particulier que tout groupe représentable est trés bon .

Rappelons dtautre part (3.3 ) e Lie(G/S) est représentable par
le fibré vectoriel Y(Wl /S) ol _0_0_(1:_/8
unité de G du faisceau {I_Gl /3 des différentielles relatives de G par rap-

est 1'image réciproque par la section

3 . , 1
port & S . Les propriétés qui précident montrent que le _anmodule (—‘)-G /s

s'identifie au faisceau des différentielles de G par rapport & S invariantes

a droite, c'est-i-dire au faiscean dont les sections sur un ouvert U de

S sont les sections de -_f}-__é/s sur 1'image réciproqué de U invariantes par

translation & droite.

Notons enfin qu'il résulte de la décomposition du fibré tangent en

. . as 1
oduit - - 14 .
produit semi-direct que le OG Module JLG /S est 1l'image réciproque par la

rojection G —» S - w!l 3 "
projection G-—» 35 du 'QS Module W, /s I1 en résulte par exemple que

1 . 1
'{L-{}/S est localement libre (resp. localement libre de type fini) si "-,ic_ /s

l'est, ce qui est en particulier le cas gsi S est le spectre d'un corps
(resp. si S est le spectre d'un corps et G localement de type fini sur S).

On a donc associé fonctorisllement & tout S-préschéma en groupes G
sur S un fibré vectoriel Lie(G/S) sur S muni d'une structure de

S~gschéma en algdbres de Lie sur le S-schéma d'anneaux O, . Rappelons

(3.4 ot 3.8) que cette construction commute aux produits finis et & 1'exten-

sion de la base.
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Soit Lie(G/S) 1le faisceaw des sections de ce fibré vectoriel
(BGA II 1.7.9). 11 est muni d'une structure de O -Agdbre de Lie . Comme
cette construction ne commute pas & 1'extension de la base (en général), la
gtructure d'Algdbre de Lie sur ce Module ne permet pas de reconstituer le
structure de schéma en slgdbres de Lie sur Lie{G/S) . Il en est cependant
ainsi lorsque glé/s est localement libre de type fini [ce qui se produit
en particulier si G est 1lissesur S ou si S est le spectre d'un

corps et G localement de type fini sur S], car on a alors
; 1 .
Lie(6/s) = v(u):/s) = W(Lie(a/s)) . ( I 4.6.5, Cor.)
Notons enfin que si G — H est un monomorphisme de foncteurs en

groupes, alors Lie(G/S) —> Lie(H/S) est également un monomorphisme. Si
< 1 1 , .

G et H sont représentables, alors EH/S —9>QG/S est un épimorphisme et

Lie (G/S) —> Lie(H/S) est une immersion fermée ; en effet un monomorphisme

vectoriel de fibrés vectoriels est une immersion fermée. On a en particulier

le résultat suivant : seit G ~—> H un monomorphisme de préschémas en groupes

sur S ; si Qé/s est localement libre de type fini, alors le morphisme corres-
pondant Lie(G/S) —> Lie(H/S) est un isomorphisme de Lie(G/S) sur un

sous-module de Lie(H/S) localement facteur direct.

5. Calcul de quelques algébres de Lie.

5.1. Exemples d'algébres de Lie : les groupes diagonslisables,
Soit G = DS(M) un groupe diagonalisable sur S ( I 4.,4),

La formation de Lie(G/S) commutant & l'extension de la base, il suffit

de faire la construction pour G = D(M) . On a alors :
* *
G(IS) =HomGr. (4, P(IS’QIS) ) = HomGr.(M, P(S’D_QS) ).
Or on a une suite exzcte scindée

1= P (5,09 = P (5,0, )= (5,09 — 1,
-s
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ce qui donne

Lie(G)(8) e HomGr.(M’ __0=(S))

muni de sa structure de Q(S)-module évidente . On obtient donc eprds changement

de base:

Proposition 5.1. On e des isomorphismeg

Lie(Dg(M)/8) X Hom, . (M,,0)) -

~F
Lie(DS(M)/S)e- Bom (M5, Q) )
[olt, dans le second isomorphisme, MS désigne le faisceau de groupes constant
sur S défini par M, et Hom le faisceau des homomorphismes de faisceaux

de groupes] .

Corollaire . Si M est libre de type fini (ou,comme nous dirons plus tard,

si DS(M) est un tore trivial) alors

Lle(D (M)/s) &~ o~ W(Lie(Dg (1)/s)) (voir I 4.6,5),
L:Le(D (M)/S) == Ms"z ,

v
Sa M désigne le dual du groupe abdlien M . En particulier

ad s [
Lie(gm,s/s) & o Ll_e(gm,s/s) & O .

5.2. HNormslisateurs et centralissteurs .

Démontrons d7sbord quelques lemmes sur les gs-modules .

Lemme 5.2.1, Une suite 0 - F' = F— F' w3 0 de gg-modules est exacte

gi et seulement si pour tout S' au~dessus de S la suite
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0 —> F1(S1) —> F(S!) — P(S')—— 0 gde 0(s')-modules est exacte .
Les suites 0 —s Ty, /S(M) —s Ty /S(M) —> T /S(M) —> 0 et

0 —> Lie(F'/s,M) —s Lie(F/S,M) — Lie(F"/S,M) —» O sont slors exactes .

Si deux des moduleg en cause sont bons, le troigitme l'egt aussi. Si les guites

0 —>F"~—F —>F-—30 et 0 -~—>H' —> H_— B" w3 0 gont exactes,

elorg la suite 0 —s P! Xg H — F Xy Ho—s® g H" weesy O 1'est aussi .

Les démonstrations (immédiates) sont laissées au lecteur (pour 1'avan-
derniére assertion, utiliser le lemme des cinq et le fait que TO /S(M)
est libre). =5

Lemme 5.2.2. Solent F et H deux G-—__Qs-modules + L'homomerphisme canonigue

FG Xq HG ~— (F Xgy H)G est un isomorphisme . Si F est bon, FG 1'est

ausgi .

Démontrons la seconde assertion, On a un diagramme commutatif

FG(IS(M)) —s F(1 M)

£ £ ST

FO(S) my(5) O(L5()) —> F(s) mory  O(15()

et 1'on doit démontrer que f est bijectif; or il est évidemment injectif;
montrons qu'il est surjectif, Soit donc u € F(S) ® Q(IS(M)) tel que fl(u)
soit invariant par G(IS(M)). Considérons S comme au-dessus de IS(M) par

]
1a section zéro, Si S§' est au-dessus de S, alors U € F(S)G(S )

® o(1,(M),
Q(IS(M)) étant libre sur Q(8), Faisant varier S', on en déduit que

u € %) ® O(IS(M)).

Théoréme 5.2.3, Soient G un S-groupe et K un sous-S~groupe de &,




Notons Norms(K) = N , Cent;(K) K (1 2.3.3).

1'intermédiaire de la représentation

Faisons opérer K sur Lie(G/S,M) par
adjointe de G .
(i) si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (*), alors

K
Lie(N/s,M)/Lie(K/S,M) = [Lie(G/S,M)/Lie(K/S,M)]

(si E et F sont deux S-groupes commutatifs, on note

E/F le S-groupe commutatif défini par (E/F)(S') = E(8'}/F(s')).

(ii) si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (¥), alors

Lie(Z/8,M) = Lie(G/S,M) K

(iii) si ¢ yérifie (E) (zesp. si G et K wérifient (E) ),
alors 2 vérifie (E) (pesp. N vérifie (E) ).

(iv) Si G est bon (resp. si G et K sont bons), alors

Z est bon (resp. N est bon). Side plus G est tres bon,
alors Z (resp. N) est trés bon .

Prouvons (i) et (ii). Soit H = N (zresp. Z). On a

Lie(H/S,M)(S) ={XGLie(G/S,M)(S)CG(IS(M)) xowX o lex(s') (resp.= 1)

pour tout uwe€K(s'),S'— IS(M)}.

Soit X € Lie(G/S,M)(S). Pour que X appartienne a Lie(H/S,M)(S), il
suffit de vérifier la condition précédente pour tous les S' de la

forme I (M), le morphisme structural provenant par extension de
1

(*) Condition automatiquement vérifide si G vérifie (E) (cf. 3.9)

par exemple si G est représentable,
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1la base d'un morphisme Sl-—) S . On aen effet un diagramme commutatif

_ Io,()
IS(M}/ ;h
Y
M//
5 = []

qui montre que se domrer un S' au-dessus de IS(M) est équivalent & se
donner un S' su-dessus de S muni d'une section h de IS*(M) au~dessus
de S'; Or si la propriété exigde est vraie pour tout u de
K(IS,(M)) , elle le sera aussi pour tout u € K(S') car K(h) : K(IS'(M))-'-)K(S')
gst surjectif .

Or tout u € K(Is,(m)) s'éerit de manidre unique Y.k oh k€K(S')
et Y € Lie(K/s,M) (") . L'expression X.u.l‘[ﬂl.uml devient alors
XYk X-l k-'l Y-l qui, si Lie(G/S,M) est commutatif,s'dcrit X Ad(k)X"]' .
Mais celui-ci est a priori dems Lie(G/S,M)(8') . La condition sur X s'éerit
done XAd ()X € Lie(k/S,M)(S') (zesp. = 1) pour tout k € K(S') . Cecd
prouve (ii) . Dans le cas o H =N, si on note X 1'imege de X damns F(S)
(ot on pose Lie(G/S,M)/Lie(K/S,M) = F) , la condition s'dcrit Ad(k)g‘l = gc_"l,
oi X est 1'image de X dans F(S') , ce qui démontre (i) .

(iii) se prouve alors immédiatement . (iv) résulte des lemmes
5.2,1 et 5.2.2.

Corollaire 1 ., Si la loi de groupe de Lie(G/S) est commutative, on a
Lie(Cent(G)/S) = Lie(c/s)C.

Corollaire 2, Si la loi de groupe de Lie(G/S) est commutative et si K

est un sous-groupe invariant de G, alors

[ Lie(e/s)/Lie(k/$)T® = Lie(e/s)/Lie(xk/s) .
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5+3. Représentations lindaires .«

Soit G un bon-S-groupe opérant lindairement sur un bon gs-module F

p: ¢ — Aut=s: __mod_(F) .

On a défini (4.8, cor. 2) une représentation lindaire corresgpondante

| B 2
P Lie(G/S) — Endy _od. F .
=5
Les sous-S—groupes Nomg(E) et Gent;(E) sont définis pour toute partie E
de F , par exemple pour tout sous-gs-module E de F . On posera de manidre
analogue

Nom, ; (/) B (57) = {x € Lie(6/5)(s") , p'(NEg, © Es,} .
Semty s (o/5) @51 = {x € 1a(e/8) (7, pr(0Eg, = 0 ]

(Notons que cette construction se fait pour toute représentation lindaire d'une

_QS-"algébre de Lie" et que les deux sous-objets construits sont des sous-

Og-modules stables par le crochet).

Théordme 5.3.1.Socient G un bon S-groupe opérant lindairement sur un bon

_E_)S-module P gt E wm sous-gs-module de F .

i

(1) Ona Lie(lom,(B)/S)
Lie(Cent, (E) /s)

Norm; ;. (a/s)(E)

[

CentLie (¢/s) & .

(ii) CentG(E) est bon ; si E est bon, alors NormG(E) est bon . Si de
plus G est trés bon, alors Centg(E) et NormG(E) sont trds bons .

La démonstration est facile et laissée au lecteur.
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5.3.2. Ceci s'epplique en particulier au cas ol on prend pour P la représen~
tation adjointe de G . A tout sous-module E de Lie(G/S) on associe donc
deux sous-groupes de G , son centralisateur et son normalisateur,dont les
algtbres de Lie sont respectivement le centralisateur et le normalisateur

de E dans Lie(G/S) calculés comme d'habitude 3 l'aide du crochet :

i

Nom, ; (/) (®) (") {XéLie(G/S)(S') , [xE,]C ES,} .

n

Centy s, (/s (B) (81 {XéLie(G/s)(S’), [x,ES,] - o} .

5.3.3. Soit alors K un sous-S-groupe de G . Alors Lie(K/S) est un sous-

gs—module de Lie{G/S) et on a évidemment
Norm:(K) C Norm:(L:i.e(K/S))
ant:;(K) cC Cent:(Lie(K/S)) ,
d'ou

Lie(Nom, (K)/5) € Norm . (/s (Lie(x/8))
Lie(Cent .(K)/S) € Cent; ;o (c/5) (Lie(®/s))

mais aucune de ces quatre inclusions n'est a priori une identité; nous en

verrons par la suite bien des exemples .

I1 résulte en particulier de ces inclusions que si K est un soug-

groupe invarient de G , alors Lie(K/S) est un idéal de Lie(G/S) .

6. Remarques diverses .

6.1. On peut définir le crochet de deux automorphismes infinitésimaux pour

un S-foncteur X qui ne soit pas nécessairement un groupe.Il suffit §‘sppliquer
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les résultats de cet exposé au groupe MS(X). Pour pouvoir aboutir
3 un formalisme agréable, on est conduit & supposer X bon , c'est-d-dire
3 supposer que le Oy-module TX/S est bon (si X est un S-groupe, cette

définition coincide évidemment avec la définition 4.6 ) .

6.2. Il existe des foncteurs possédant des endomorphismes infinitésimaux
qui ne soient pas des automorphismes , donc a fortiori ne vérifiant pas la
condition (E) . Prenons par exemple pour X(S) le monoide abélien libre

engendré par les éléments de Q(S) » Chaque morphisme S —-’IZ définit un

é1ément de carré mul de O(S) , soit w, donc un endomorphisme de X(S)
par xp3x + U (somme dans le monoide libre) . I1 est immédiat que 1l'on

a construit ainsi un endomorphisme de XIZ . Si S—-)IZ gse factorise

par la section zéro de IZ , alors cet endomorphlsme est l'n.dentlte . Clest

donc un endomorphisme infinitésimal de X qui n'est évidemment pas un asuto-

morphisme .

6.3. Il existe des modules qui ne sont pas bons, On peut par exemple mo~
difier légérement le contre-exemple précédent, mais on peut aussi en

donner un comme suit : soit S = S8pec(k), k corps de

caractéristique p , et soit E un espace vectoriel sur k de dimension

finie . Considérons le fibré vectoriel W(E) et munissons de la structure

de g(S)-module obtenue en faisant opérer les scalaires par l'intermédiaire de
la puissance p-iéme . Notons F 1le Q(S)-modu.le obtenu . Il est représentable,
donc vérifie (E) . Son algdore de Lie_est évidemment W(E) et le morphisme
cenonique Lie(F/S)=>F respecte bien la structure de groupe abélien (il
aurait du mal & faire autrement) mais pas la structure de module . Le

Qs-module F n'est donc pas bon, bien qu'il soit représentable .

6.4. Soit G un foncteur en groupes sur S . On a par définition les

implications suivantes
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(6/S vérifie (E) )¢= (G est bon)¢=— (G est trés bon) .

I1 serait intéressant de démontrer ou de contre-exempler les implications en

seng inverse .



EXPOSE 1III

L

EXTENSIONS INFINITESIMALES

par M. DEMAZURE

Dans cet exposé, on se place dans la situation générale suivante. On
a un préschéma S et un idéal cohérent nilpotent I sur S . On désigne par
Sn le sous-préschéma fermé de S défini par 1'idéal _I_nH

ticulier S, est défini par I . Comme 1 est nilpotent, Sn est égal & S

(n0) . En par-

pour n assez grand et les Si ont m8me espace topologique sous-jacent .

Un exemple typique de cette situation est le suivant : S est le spectre d'un
anneau artinien local A , I est 1'idéal défini par le radical de A , donc
So est le gpectre du corps régiduel de A .

Dans la situation préoédente, on se donne un certain nombre de données
au~-dessus de So et on cherche au-dessus de S des donndes qui les relévent ,
¢'ost-d~dire qui les redomnent par changement de base de S & So . Ceci se
fait de proche en proche, par 1'intermédiaire des Sn + & chaque pas , on se
propose de définir les obstructions rencontrées et de classifier, lorsqu'elles

existent, les solutions obtenues .

Le passage de S!1 a Sn+1 peut se généraliser ainsi : on a un
préschéma S, deuxidéaux I et J avee 12J, I.J=0 (dans le cas
précédent S, I et J sont respectivement S _ . /12 | Imt/Ind2 ) | on
note 5 (resp. SJ) le sous-préschéma fermé de S défini par I(resp. J) et

on se pose un problgme d'extension de SJ 8 5.
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Dans SGA 1 III ont été traités les problémes d’extension de morphismes
de préschémas et d'extension de préschémas . Nous nous poserons ici les problémes
d'extension de morphismes de groupes, 4'extension de structures de groupes et

d'extension de sous~-groupes .

Nous avons rassemblé dans un n® O les résultats de SGA 1 III qui nous
seront utiles , pour les mettre sous la forme la plus pratique pour notre propos,
et pour éviter au lecteur d'avoir & se reporter constamment & SGA 1 IIT .

Le n® 1 rassemble des calculs de cohomologie des groupes utiles par la suite

et qui n'ont rien & voir avec la théorie des schémas . Les numéros 2 et 3

traitent respectivement de 1'extension des morphismes de groupes et de
1'extension des structures de groupes . Dans le n® 4 , nous avons rappelé

rapidement la démonstration d'un résultat énoncé dans TDTE IV concernant
1'extension des sous-préschémas et appliqué ce résultat au probléme d'extension

des sous-groupes . Pour la suite du Séminaire, seul le résultat du n°2 ,

concernant 1'extension des morphismes de groupes, sgera indispensable .

L'idée de ramener les problimes d'extensions infinitésimales aux
calculs habituels de cohomologie dans les extensions de groupes a été suggérée
par J. GIRAUD lors de 1l'exposé oral (dont les calculs étaient nettement plus
compliqués et moins transparents) . Malheureusement, il semble que cette
méthode ne s'applique bien qu'aux deux premiers problimes étudiés, et nous
n'avons pu échapper & des calculs agsez pénibles dans le cas des extensions

de sous~-groupes .

Pour simplifier le langage, nous appellerons Y-foncteur, resp.
Y-préschéma,..., un foncteur, resp. préschéma.,. muni d'un morphisme dans
le foncteur Y, étendant ainsi les définitions de l'exposé I (qui ne concer~

naient que le cas d'un Y représentable),
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0. Reppels de SGA 1 TII.Remarques diverses .

Enongons d'abord une définition générale »

Définition Os1. Solent C une catégorie , X un objet de _@_ y G un _Q—ggoupe

opérant sur X . On dit que X est formellement principal homogtne sous G si

les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) pour chaque objet S de €, 1l'ensemble X(S) est vide ou

principal homogéne sous G(S) ;

(i1) le morphisme de foncteurs G x X —>» X x X défini ensembliste-

ment par (g,x) b—> (gx,x) est un isomorphisme .

Ceci fait , nous allons mettre les résultats de SGA 1 III sous la forme qui
nous sera la plus utile . Nous emploierons les notations générales suivantes
dans tout ce numéro . On a un préschéma S et sur S deux idéaux quasi-

cohérents I et J tels que

1 3_\!_ et la_‘_)::o’

On aura donc en particulier _{2 = 0 . On notera So (resp. SJ) le sous-
préschéma fermé de S défini par 1'idéal I (resp. J) . Pour tout

S-foncteur X , on désignera systématiquement par X et XJ les foncteurs

obtenus par changement de base de S & So et S. . M8mes notations pour

J

un morphisme .

Soit X un S-foncteur . Définissons un foncteur xt au-dessus de

S par la formule :

J')

—

o+
HomS(Y,X) = HomSJ(Yg-,

pour un S-préschéma variable Y . Dans les notations de Exp. II1 , 1, ona

x*cv.lli .
sJ/s =
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Le morphisme identique de XJ définit par construction un S-morphisme

pX:x-——+X+ .

Remarquons maintenant que si X est un S-foncteur en groupes ,

alors X, est un SJ-foncteur en groupes , et la formule de définition de X

le munit d'une structure de S-foncteur en groupes . On a alors

I

+
Homs_gr. (¥,X) = Hom

S "grn (YJ’XJ)

l -— -

pour tout S-foncteur en groupes Y . Le morphisme Px est donc un morphisme
de S-foncteur en groupes .

Revenons maintenant au cas général, meis supposons que X soit un
S-préschéma «+ Un S-morphisme d'un S-préschéma variable Y dans X' étant

par définition un SJ-morphlsme gJ de YJ dans XJ on définit un

X -foncteur en groupes abéliens LX s €N posant pour ~tout X -préschema Y

%, 1
Homp (Y,Ly) = Homy, (g, 2y o/so) y L9 )
(o]

oz ﬁl x (/S désigne le Module des différentielles relatives de Xo par
0

rapport & 5, (SGA 1 I 1),et ou on regarde J QY comme un QY -nodule grice
o
au fait qu'il est anmulé par I .

Le X'-fonctewr L, est un X ~groupe abélien . De plus il dépend

X
fonctoriellement de X : soit

f¢:X —m>Y
un S-morphisme ; on endduit par fonctorislité un S-morphisme

tf e Xt — v+
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oompatible avee f , c'est-b-dire tel que le disgremme suivant soit commutatif :

Définissons un S~morphisme Lf : Lx—-—-ar LI compatible avec £t » donc

tel que 1'on ait un diagramme commutatif :

Fe

by ——>

Ly
b
¥ —~f—-—)Y+

on a un morphisme de QX -Modules (SGA 1 II, 4)
o

* o 1
fo ("‘}"l /s ) "&"X s
o O [6]
qui pour tout X'-préschéma 2 définit un morphisme de grcupes abéliens ,
fonctoriel en 2
Homx-;- (Z,Lx) -—)-Hcmfk(Z,LY) ’

qul nous donne le morphisme cherché .

81 X et X' sont deux S-préschémas, on a un diagramme commutatif

~d
by % by LXxSK'
+ Y ot
X'xg X7 a2 (Xxg XY) .
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Nous pouvons meintenant énoncer :

Proposition 0.2. Pour tout S-préschéma X , on peut définir une opérastion

du X+-_groupe abélien Ly sur le X'-objet X (i gauche) , telle que :

(1) cette opération fasse de X un objet formellement principal

homogéne sous LX au~deasus de e morp hisme

L.x X—>X=x X
X x+

est un isomorphisme ;

(i1) cette opération goitfonctorielle en le S-préschéma X : pour

touf S-morphisme f : X ~——> Y , le diagramme suivant est

commutatif :

(iii) cette opération "commute au produit f£ibré" : pour tous.

S-préschémas X et X', le diagramme suivant est commutatif

1]
(LX, xx"‘ X') x4 (Ly " X) ——> X'zg X
( ‘ X1 \ .
Cgoxg b x xR Ly yxy, g (& xgD)
(x xq X)) S s

Dans SGA III 5.1 , il est démontré la chose suivanie : pour tout

S-préschéme Y et tout SJ—morphisme gyt ¥ e 3 X5 s
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1'ensemble des S-morphismes g : Y ————————> X se réduisant suivant

&5 est vide ou principal homogéne sous le groupe commutatif

HongJ (n (__.X/S )2 29),

e

€1
oi h est le morphisme composé YJ —Y, XJ —3X .
Traduit dans notre langage, cela veut exactement dire que pour tout

X+-préschéma Y , l'ensemble Hom + (¥,X) est vide ou principal homogéne
X
sous le groupe ci-dessus . Montrons d'abord que ce groupe n'est autre que

Hom +(Y,LX) = Hom

X -QY g("'"'X/S)""'Y .

11 suffit pour cela de z'emarquer que J. 0Y est annulé par 1 Q’I , donc que
1'on peut remplacer h ( X/ ) par le falsceau qu'il induit sur Y y gue 1l'on

voit sans peine 8tre isomorphe & g, ( X /S .

Ceci fait, il faudrait pour achever la démonstration vérifier gque la
construction de SGA 1 ITI, 5.1 est fonctorielle en le X+-préschéma Y , puis
que 1'opération aingi définie jouit bien des propriétés fonctorielles exigées
en (i1) et (iii) . Nous ne 1e ferons pas ; le lecteur sceptique consullera

b ce sujet EGA IV ob il trouvera peut-8tre quelques éléments de démonstration.
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Remarque 0.3. Supposons le X+-préschéma Y plat sur S (sGa IV) . On peut

écrire alors

* o
Hon (Y,L.) = Hm., (g (A ), I o ) .
AN ¢ 0, %o =X /8 “950 T

i
Remarque O.4. Supposons que £J{ C/a soit 1'image réciproque sur X d'un
0

1
Oy -Module noté _I_JJ_X /s
v} [ ]

xo sora un S -groupe , cof. II 4.11 ) . Si on définit un foncteur Ly

(le cas se présentera en particulier lorsque

au~dessus de S par la formule

1
Homs(Y,L)'() = Hom &xc/so ngs -O-Y ’ i-g-Y) ’
] [»}

‘QY o
on aurs
-
Homx+(Y,LX) = Homs(Y,Lx)

pour tout X+-préschéma Y, clest-t-dire

- It
LX"LXxSX .

Le morphisme de X+-foncteur en groupes Lx —> Aut + (X) se traduira
X
par un morphisme de S-foncteur en groupes Ly —_— Aut x) ,

les opérations de L;( sur X vrespectant le morphisme Py X —)X+ .
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Remergue O0.5. Sous les conditions précédentes, supposons de plus que Y
goit un S-préschéma plat sur S . On a alors

Homf(Y,LX) = HomS(Y,L)'{) = Homso(Yo,LoX) s

ou le So-foncteur en groupes abéliens L(3 est défini par 1'identité (par

X
rapport au S -préschéma variable T) suivente :

—S

1
Hom, (T,L .) = Hom, () ® 0, 5» I=® O, ) .
S, ' ok O xc/s0 _QSQ =T oo =T

Dans les notations de II1, 1 , on a donc montré que les foncteurs
' N . . Sch
LX et C/S LoX ont mdme restriction & la sous-catégorie pleins de (Sen) /s

dont les objets sont les S-préschémas Y platg sur S .

1
Remarque OJ6. Supposons maintenant que EX /s admette une présentation
o o

finie (EGA 0.5.2.5 ) , ce qui sera en particulier le cas si X est localement
de présentation finie sur So . On peut écrire

1
HcmSO(T,LOX) = F(T,Hom_T: tho/so 20, I20;))

(les produits tensoriels étant pris sur 9-5 ) . 8i T estplat sur So s
)

il résulte de EGA O, 6.7.6 que ceci peut sussi s'derire

1
r‘(T’Homs(QXv/s’-‘l)®9T)
o O o

Introduisant la notation W () de I, 4.6.1, on a donc prouvé que

pour tout So-préschéma T plat sur So s ON a

(T , W(Hom, (@_}l{ /g0 )
o’%0

Homg, (T,LOX) = Hom
o o) =8 o

S
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1
En régumé , si wXO/S admet une présentation finie , et si on se restreint
0
& la catégoriec des S-préschémas plats sur S, on a

Ly = W (Hom 3 » 1))
S 0/s
(le faisceau dont on prend le W étant guagi-cohérent par EGA I , 9.1.1) .

est en outre localement libre (de rang fini),

Remarquens enfin que si 2’__}{ S
o

par exemple si Xo est ligge sur So (auquel cas il est automatiquement

localement de présentation finie sur So)’ on s

1
(-—@-XJS ’ ..‘D = l‘lﬁ(xo/so) QO < ]
o "'So
o1 on note par abus de langage (Xo n'étant pas nécessairement un
- - 47 .
8, groupe ) Lie (xo/so) le dual du _(_)So Module =% /So

La proposition précédente a un corollaire important :

Corollaire 0.7. Soit X un S-préschéma . Tout S-endomorphisme de X induisant

1tidentité sur XJ est un automorphisme . On a une suite exacte de groupes

i
0 ——)Hom L x /s s 10O )..._, Au'hS(X) __..,AutSJ (xJ) .

O -

De plus, si on fait opérer Auts(X) sur le premier groupe par transport de

structure, on a la relation suivante

ilum) = u ilm) w

pour tous u€AutS(X) et m €H0mo LX/S ’ Q.Q. ) .

O
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D'apres (i) , Hom +(X,X) est un ensemble principal homogdne sous

X
Hom +(X’LX) s car il est certainement non vide ; il contient en effet un point
marqué : l'automorphisme identique de X . Grfce & ce point marqué, on définit

un isomorphisme d'ensembles

Homx+(X, LX) —_— HomX+(X,X) .

+
bppliquant maintenant (ii) & un endomorphisme de X au-dessus de X , clest-
d-dire un S-endomorphisme de X induisent 1'identité sur X.J , on voit aisément
que l'application précédente respecte les lois de composition des deux membres .

I1 en résulte d'abord que tout élément de Hom +(X,X) est inversible, ce qui
X

est la premidre assertion de 1'énoncé, puis que l'on a une suite exacte

i
0 ——> Hom (X,L,) =y Aut (X) ——p Aut, (X)) ,
X X ] SJ <
ce qui est la seconde .
Remarquons maintenant que le morphisme i défini ci-dessus est fonctoriel
en X pour les isomorphismes, car il est défini en termes structuraux 2 partir

de 1l'opération de LK sur X au-dessus de X+ elle-méme fonctorielle en

3

X d'aprés l'assertion (ii) de la proposition 0.2. Soit alors u un auto-

morphisme de X au-~dessus de S, Il définit une application

h Homx+(X,LX) —_—> Homx+(X,LX)

par transport de siructure et une application

f: Auts(X) —_— Auts(x}

également par transport de structure, c'est-a-dire par le diagramme commutatif
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En dorivant i(h(m)) = £(i(m)) , on trouve la formule cherchés .

Soit maintenant X un S-préschéma tel que XJ. soit un SJ—groupe .
Supposons qu'il existe un S-morphisme - -

tel que le morphisme obtenu par changement de base
Py X; xg Xi — xl

80it la loi de groupe de X, . (Un cas particulier important de la situation

e

précédente sera le cas ou X est un S—groupe et ol on premd pour P sa loi

de groupe) .

On en déduit un morphisme

qui, en fait, ne dépend pas de P , car il se calcule & l'aide de la loi de

groupe PJ de XJ comme nous &llons le voir meintenant. Le morphisme

Py ) —> Ry
[ +} oSooo

se traduit dams Ty o/s ( II 4.1 ) par la loi de groupe de ce dernier gque
o

l'on écrit immédiatement & 1'aide de la décomposition de ‘I‘X /s en produit
o o
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semi-direct de Lie(X o/so) par X . Utilisent (i1) et (iii) de 0.2,
il vient, tous calculs faits :

Proposition 0.8. Soit P : Xx, X —> X un Se-morphisme tel que P. munisse

5 J

X, d'une structure de S -groupe . Notons (m,x)l~=y mx le morphisme

1
LXxSX——-—)X

définissant 1'action de L (aéfini dans 0.4 ) sur X . Notonms

+

. 1
Ads X ——> Auts_gr. (LX)

1'opération de bl sur L}'{ déduite de l'opération adjointe de Xo sur

-9-;0/3 . Pour tout S'—»S et tous x,x'€ X(S') , mm' €LY(S') , ona:
(o]
P{(mx, n'x" = (mad px(x) m')P (x, x')

Corollaire 0.9. Soit X un S-groupe . Alors X" est muni naturellement

d'une structure de S-groupe, est un morphisme de S-groupes et le

Px
S-morphiame
i L)'{ —> X

défini ensemblistement par mp=edp m e (0_2 e est la section unité de G)

est un isomorphisme de S—groupes de L

! sur le noyau de Py ¢ X—>x,

X
Les deux premitres assertions ont déja été démontrées . Comme X
egt formellement principal homogdne au~dessus de X" sous LX = L)'( Xg X s
le morphisme énoncé est bien un isomorphisme (de S-foncteurs) de L! sur le

X
noyau de Py ¢ Le fait qu'il respecte les structures de groupes résulte de la

formule explicite de 0.8,
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Corollaire 0,10. Avec les notations précédentes, pour tout S§' —3 S et
tous x €X(S') et m €LS') , mne

ri) ' = 1( A px(x) m ).
Cela résulte de la formule donnée plus haut et de i(m) x = mx.

Lorsque X est un S-groupe, nous avons donc déterminé explicitement
le noyau de X=X et 1ltopération des sutomorphismes intérieurs de X sur
ce noyau. Nous allons maintenant voir que 1'on peut faire de méme pour cer-
tains S-foncteurs en groupes non nécessairement représentables. Un cas nous

sera utile, celui des foncteurs Aut ( I 1.7).

Enongons tout de suite :

Proposition 0.11. Soit E un S-préschéma . Notons X = AutS(E) . Le noyau

du morphisme de S-foncteurs en groupes

by s X —3 X'

s'identifie canoniquement au S-foncteur en groupes commutatifs Li défini par

1
Hom (Y,L!) = Hom (2 s, o , JO )
s\ Iy 0 < ¢ B/s, "o ¥, % x ¥

o) Sﬁ o 0

ob Y désigne un S-préschéme varisble .

En effet, si Y est un S-préschéma variable, on a

#

HomS(Y,X) AutY(E xg 1),

Homg(Y,X") = HomsJ(Yl,Xl) = AutYl\E x5 ) = AutYJ((E xg T)x, Y3 .
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En appliquant 0.7 au Y-préschéma E g Y , on obtient un isomorphisme de
S-groupes

Homg(Y,14) 2¢ Ker( Homg(Y,X) —p HomS(Y,X+) ),

igomorphisme que lfon vérifie aisément 8tre fonctoriel en le S-préschéma Y,

ce qui achdve la démonstration .

Remarque 0O.12. On a une opération naturelle f de X sur L)'( définie de la

manidre suivente : pour tout Y —>» S, ona

Homs(Y,X) = AutY(F)
1
ot Homg (Y,18) = HomgF (JLF Jt L9)
[o]

oi F est le Y-préschéma B g Y ; le premisr groupe opdre sur le second par
trangport de structure et cette opération est bien fonctorielle en Y .
On a alors la formule

x ilm) 1-1 = if(x)m) ,

pour tout YT =>S et tous x € Homs(S',X) s € HomS(S‘,L}'I) ; il suffit en
effet d'appliquer 0.7 au Y-préschéma F .

Rappel O.13. L'image directe d'un module quasi-cohérent par un morphisme
de préseritation finie est quasi-cohérente . Sous les mdmes conditions, la

formation de 1'image directe commute au changement de base plat : dans la
situation
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si on suppose f (et done f') de présentstion finie et g (et donc g') plat,

on a pour tout QT-module quasi-cohérent F

£, ®

!—os 9%, = f} @ngsgs,),

ou,de manidre plus esthétique
*
g (£, ®) = (@) .

Ces deux faits sont plus généralement valables pour un morphisme
quasi-compact et quasi-séparé (cf. EGA III. 1.4.15 dans le cas quasi-compact
séparé et EGA III 6,9.10 ) .

Remarque O.f4. Deng les notations de 0O.11 , supposons E de présentation

finis sur S et Y plat sur S . On a alors successivement

HcmS(Y,L}'[)

L]}o

MExg Y, my Wy 10) = o)
F(Y, e (Bom, (), 20) 5 0))

g*(‘mgg(——E/S ) ’gsx
(Y, (H ol o, 10N =e o)
r *L@%L—E/s w'’ %o ¥

V(e Em, (Mg, 20) )
-E

oh f et g sont les morphimmes structuraux

]

i

i

g:ExSY — Y

f:E ———3p 5 .,

On a donc montré que 1l'on a
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Ly = W, %E L{l_-;/s, 19 )

sur la catégorie des S-préschémas plats sur S . Notons de plus que le Module
dont on prend le W est guagi-cohérent .

Extrayons enfin de SGA 1 III les deux propositions suivantes.

Excposition 0.15. (SGA 1 III, 6.8) Pour tout S,-préschéma lisse sur S,

et affine, il existe un S-préschéma X 1lisse g_gr: § se rédquisant suivant

X., et un tel X est unique i isomorphisme (non unique} prés .
<

Proposition 0.16. (SGA 1 III, 5.5) Soit X un S-préschéma lisse sur S .

Pour tout S-préschéma Y affine , l'spplication canonique

Homg(Y,p,) ¢ Homg(Y,X) ———3 Homg(Y,X") = Homg (17,%)

est surjective .

Corolleire 0,17, Soit E un S-préschéma affine sur S et lisse gur S ;
notons X = Auts(E) . Pour tout S-préschéma Y affine , l'application
canonique

Homs(Y,px) : Homs(Y,X) ——~—-)Homs(Y,X+)

ast surjective .

En effet, Y Xg E est affing sur Y , lui-m8me affine, donc affine .
Appliquant 0,16 , om en déduit que tout SJ-moxphisme Y %g E, _—> EJ
— — J — —

se prolonge en un S-morphisme Y x¢ E ———e———3 E
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J
en un S-morphisme Y ——————> EndS(E) .

En d'autres termes , tout S_-morphisme ¥, o3 End, (E) se prolonge
= = J

Mais 0.7. montre qu'il en est de méme en remplagant EndS(E) par Auts;(E) ,

ce qui est la propriété annoncée.

1. DBxtensions et cohomologie .

1+1s Soit C une catégorie, Soient § wum objet de C, G un

S-groupe (représentable) et F un S-foncteur en groupes commutatifs sur lequel
G opdre . On a défini en I, 5.1 les groupes de cohomologie H (G,F) .

On rappelle que ce sont les groupes d thomologie d'un complexe noté C*(G,F) ou

oG, F) = Homs((G/S)n,F) .
Comme G est représentable, on a aussi
c™(e,F) = F((e/8)")
de ceci, et de la définition de 1l'opérateur bord, on voit que le complexe

C*(G,F) ne dépend que de la restriction de F & la sous-catégorie pleine de
g /S dont les objets sont les puisssnces cartésiennes de G sur S .
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En conséquence, on & le

Lemme 1.1e1s Soient C wune catégorie, 5 un objet de C, G un S-groupe

représentable . Notons C(G) la sous-catégorie pleine de C /s dont les

objets sont les puissances cartésiennes de G sur S, Soient F et e

deux S-foncteurs en groupes commutatifs sur lesquels G opére. Si F et F'

ont mdme restriction 3 C(G) , on a un isomorphisme canonique

E(G,F) Ny H(GF) ,

Enoncons un autre résultat de comparaison. Soit maintenant T8

un morphisme de € . Si F est un T-foncteur en groupes commutatifs, alors

F1=TTF (Bxps II, 1)
T/s

est un S-foncteur en groupescommutatifs et on a un morphisme de S-foncteurs en

groupes

u; T!/S‘ AutT_gr‘(F) ———— Aut gr.(F‘f) .

Soit maintenant G un S-foncteur en groupes et soit
Gp ———> Aut _gr.(F)

une opération de GT sur F . Par définition du foncteur TT, on en déduit

un morphisme de S-foncteurs en groupes

¢ : Au (F
— 1;! t-gr. )

d'ol, par composition avec u , une opérationde G sur F1 .
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Lemme 1.1.2. Sous les conditions précédentes, on a un isomorphisme canonique

E (e, T]F =< H*(GT,F) .
T/s

Bn effet, d'aprts la définition de la cohomologie, les complexes

standard sont canoniquement isomorphes .

1.2. Suivant les principes généraux, on pose la définition suivante :

Définition 1e2.1. Soit 1 —PM —2—3 E ——3 G une suite de morphismes

de :q_-ggoupes » On dit qu'elle est exacte si les conditions équivalentes sont

vérifides :

(1) pour tout S €0b C , la suite de groupes ordinaires

1 - M(s) __.“_(?)_> B(s) .._‘.’..(f.)._., a(s)

est exacte ;

(i) pour tout objet H de C, la suite de groupes ordinaires

! — Hom(H,M) —> Hom(H,E) «—p Hom(H,G)
est exacte .

Faisant en particulier H = G dens (ii), on voit que l'ensemble des
sections de v (ne respectant pas a priori les structures de groupes) est vide

ou principal homogdne sous Hom(H,M) . Supposons~le non vide ; soit donc

8 3 G ———

une section de v . Alors pour tout S €0b C et tout x €G(S) , 1'élément

s(x) de E(S) définit un automorphisme intérieur de E

S qui normalise MS



103

(plus correctement 1'image de Ms par ug } , donc un automorphisme de MS 3
si M est commutatif, on voit "ensemblistement" que cet automorphisme ne dépend
pas de la section choisie, meis seulement de x , et qu'il en dépend multiplica-

tivement . En résumé, & toute suite exacte

(8) 1 —> M —=3 B ~—— G

telle que M soit commutatif et que v posséde une section est associée un

morphisne de C—gI‘O@ES
G ‘—'—> Aut“ (M
== gr. )

que 1'on appelle l'opération de G sur M définie par l'extension (E) .

On a vu en I 2.3.7 que v posgtde une section qui est
un morphisme de fl—groupes si et seulement si 1l'extension (E) est isomorphe
("en tant qu'extension") au produit semi-direct de M par G relativement 2
l'opération précédente . Une telle section de v sera appelde section de
l'extension (E) . Si s est une sectionde (E) et si m g M (M)
Ker(D'E) - (@) ) (pour 1a définition de {™ , voir I 1.2), alors
le morphisme G ==3 E défini par

X p—> ulm) x u(m)~1

est également une section de (E) dite déduite de s par 1'asutomorphisme
intérieur défini par m (ou par ulm) ) .

Lemme 1.2.2, Soit (E) : 1 > ¥ —~3 E ——3 G une suite exacte de

A
C-groupes telle que M soit commutatif et que v posséde une section.

Faisons opérer G sur M de la manidre définie par (E) .

(i) L'extension (E) définit ceanoniquement ume classe c(E) € Hz(G,M)
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dent l'snnulation est neécessaire et suffisante & 1l'oxistence

dtuns ssction de (B) .

(id) Si o(E) = 0, 1'ensemble des sections de (E) est principal

homogéne sous le groupe Z'(G,M) s llensemble des sections de

(E) modulo l'action des automorphismes intérieurs définis par

les é1léments de 1" (M) est principal homogdne sous le groupe
2 (e,M) .

La démonstration se fait exactement comme dans le cas des groupes
ordinaires, le fait que 1'on parte d'une section de v assurant la fonctoria-
1ité des calculs ensemblistes . Indiquons bridvement les principales étapes de

la démonstration .
a) A toute section s de v on associe le morphisme
Ds: GxG =——>» M ,
défini ensemblistement par
-1 -t
u(Ds(x,y)) = slzy) s(y)” s(x)” .

On montre que Ds est un 2-cocycle en calculant

9 ps (x,v,2) = s(x)Dsly, z)-1s(x)-1Ds(x,yz)‘1DS(XV: z)Ds(x,y) ;

il suffit de reporter la définition de Ds dans cette formule pour trouver

(sans utiliser aucune commutavivité) Ds € Z2(G,M) .

b) 8i s et s' sont deux sections de v , on a vu qu'il existe
m: G > N

tel que s{x) = m(x) s'(x) . On a alors

Dst(x,y) = m (xy) Ds(nyy) s@nly)s(@) ™ mx)
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soit
Ds' = Ds. a M.
) Si s et s' sont deux sections de v déduites 1l'une de 1lautre

par un automorphisme intérieur de E défini par un élément m € [ () ,

alors s(x) = o) s'(x) m entratne

s@ = o' s mel@ sl ,

soit

8:3&1-8' .

d) Le raisonnement est maintenant habituel : pour trouver un s

qui soit un morphisme de groupes, il faut trouver un s tel que Ds =€ ... .

Soit toujours

() 1l ~—3> M ——3 E ——3 G
une suite exacte de (C-groupes avec M commutatif, Soit
f:H—>GC

un morphisme de C-groupes . Considérons E, = H Xy E; c'est un C-groupe

L.y
et la projection Ve Ef —3> H est un morphisme de C-groupes . De méme pour
op ¢ Ef —» E . Dlautre part , si on envoie M dans B par u et dans H
par le morphisme unité , on définit un morphisme de @_—-groupes U ¢ M > Ef .

On a donc construit un diagramme commutatif de ﬁ-groupes :

u v

(&) I ——p N y B > G
izi.T efI f
u v
(B) I —aH —s E, £ 5= .

On a immédiatement :
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lemme 1.2.3. i) La suite (Ef) est exacte .

ii) L'application st—> e, 0 8= f! réalise une correspon~

dance biunivogue entre les morphismes

8 : H-—-)Ef

tels que Ve O s = id. (c'est-a-dire les sections de vf) et les morphismes

ft ¢ H —>E

tels que v o f' = f (c'est-d-dire les morphismes f' "relevant" f) .

iii) Dans la correspondance précédente, sections de (Ef) gj;_

morphismes de groupes f' relevant f se correspondent .

Appliquant le lemme 1.2.2 & 1l'extension (Ef) et tenant compte de

1.2.3 , on obtient la proposition suivante (qui contient formellement 1.2.2 ) :

Proposition 1.2.4. Soit (E) : 1->M—~—>E -—v-9 G une suite exacte

de C~-groupes avec M commutatif, Soit

f:+ H ~—3>» G

un morphisme de Q—-groupes ; supposons qu'il se reléve en un morphisme (r_}gl.

nécessairement de groupes) f' : H ~»E . Faisons opérer H sur M par le

morphisme composé (multiplicatif et inddpendant du choix de f!') ,

! int
H —> B > A.ut_@_gr.(M) .

(i) Le morphisme f définit canoniquement une classe c(f) € HZ(H,M)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante & l'existence d'un morphisme de

C-groupes

£1

H—>E

relevant f .
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(i1) Si c(f) = 0, 1l'ensemble des morphismes de C-groupes £

relevant f , modulo l'action des automorphismes intérieurs définig par les
é1éments de M (M) (i.g. par les éléments m de M (E) tels que v(m) = e)
est principal homogdne sous H1(H,M) .

(1ii) 8i f£': H =>» E est un morphisme de groupes relevant f,

l'ensemble des transformés de f' par les automorphismes intérieurs définis
par les éléments de IM (M) est isomorphe & TIT (M)/ P(MH} = 7 (w)/B°(8,H) .

1.3. Extensions de lois de groupes .

Considérons la situation suivante : on a un morphisme de C

pi: X cwmemd Y
et un C-groupe commutatif M opérant sur X, tels que X soit formellement
principal homogdne au-dessus de Y sous MY .8 g: Y ~—»7Z est un morphisme
¢ y alors gop: X -=P» Z est invariant par M : pour chaque

quelconque de
SEMC, gop (S) est invariant sous 1'action de M(S) opérant sur X(8) .

Nous supposerons vérifide la condition suivante pour n = 1,2,3,4.

(+)n : Tout morphisme de X= dans M , invariant sous 1'action de
M opérant sur X » se factorise de manidre unique par pn : e YO

(o les puissances n désignent des puissances cartésiennes).

Lepme 1.3.1. Si h est un morphisme de Y dans M , l'automorphisme de X

défini ensemblistement par x P> h(p(x)) x commute 3 p et aux opérations

de M sur X . Cette construction réalise une correspondance bijective entre

morphismes de Y dans M et sutomorphismes de X commutant & p ef aux
opérations de M .

La premidre partie est claire . Réciproquement, un automorphisme u
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de X commutent & p s'derit ensemblistement x> g(x) x , o g est un
certain morphisme de X dans M . Si u commute aux opérations de M , ce

morphigme est invariant par ¥ et on conclut par la condition (+) 1

Nous supposons maintenant que sont données en plus une loi de
groupe sur Y et une opérationde Y sur M, c'est-i-dire un morphisme de
L3
C-groupes :

£f317 ew—y Aut::‘_gr.(M) .

Définition 1.3.2. Une loi de composition sur X

P:XxX oy X

est dite admissible si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) P reldve la loi de groupe de Y , i.e. le diagramme

P
¥z X —~————3 X

{o,p) l P L

Yx»Y ————3 Y
ezt commutatif .

(i) Pour tout S€Ob ¢ et tous x,y€ X(S) , m,n € M(S) , on a

la relation suivante

(+) P(mx,ny) = (m.£(p(x))n) P(x,y)

Propogition 1.3.3. Pour qu'une loi de groupe sur X soit admissible, il faut

et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(1) p: X —>» Y est un morphisme de groupes .
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(11) Le morphisme i : M —3 X @éfini par i(m) = mey
est un isomorphisme de groupes de M sur Ker(p) , c'est-

3-dire : on a ensemblistement m ey eMey=mn ey .

(144) Ona mx-= {m eX). x pour chague m € M(S) , x € X(8) .

(iv) Les automorphismes intérieurs de X opdrent sur Ker(p) suivant

la formule ensembliste :

xiln) ' = i(£GE)n) .

La démonstration est immédiate .

Lemme 1.3.4. Soit u un automorphisme de X du type déerit en 1.3.1,

Si P et P! sont deux lois de compositions sur X déduites 1'ume de

1'autre par 1'intermédiaire de u (par P(ux,uy) =u P'(x,y) ), P est ume

loi de composition admissible (resp. une loi de groupe admissible) si et

seulement si P' en est une .

Trivial .

Définition 1.3.5. Deux lois de composition admissibles déduites l'une de 1'au-
tre par le procédé de 1.3.4 gont dites équivalentes .

Proposition 1.3.6. Supposons qu'il existe une loi de composition admigsible

sur X ., Alors :

(i) 11 existe une classe ¢ € HE(Y,M) (déterminée canoniquement),

dont la nullité est nécessaire et suffisante & 1'existence d'une loi de compo-

sition associative admissible sur X .

(13) Si c =0, 1'ensemble des lois de composition admissibles et

associatives (resp. des classes d'équivalence de lois de compositions admissibles

et associstives) sur X est principal homogdne sous ZE(G,M) (resp. B°(a,M)) .
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La démonstration se fait en plusieurs étapes .

a) Soit P une loi de composition admissible sur X . Comme P reldve
la loi de composition de Y qui est associative , il existe un morphisme

unique a : X3 —3 M tel que

P(x,P(y,z)) = alx,y,2) P(B(x,y),2) -

En appliquant la condition (ii) , on voit sussit®t que a est invariant

3 3

gous l'laction de M~ sur X

résultat suivant :

, d'ol en appliquant 1'hypothése (+)3 le

(1) I1_existe un morphisme unique DP : 10— M tel que

P(x,P(y,2)) = P{p&),p(y),p(z)) P(P(x,y),2) , et P est associative

8i et _seulement si DP = o .

b) 8i on calcule de proche en proche P(P(P(x,¥),z),t) & 1l'aide de la

formule précédents, on trouve, en posant
px) =u , pl3) =v, plz) =w, p(t) =1

2P (u,v,w) .DP(u,w,h).f(u)DP(v,w,h).DP(u,v,wh)~1.DP(w,w,h)"1 = e
On 2 donc ® P(u,v,w,h) = ey * Comme d'autre part le premier membre de la
fomule précédente peut s'écrire i llside de P et de =2 comme l'expression

en (x,y,2,t) d'un certain morphisme *—x , il résulte de 1'hypothdse

dtunicité dans (+) , e DP et e qui factorisent le mBme morphisme sont
égaux, donc
(2) ™ est un cocycle t ona IP € 23(Y,M) .

¢) 81 P et P' gont deux lois de composition admissibles sur X,

il existe un morphisme unique

b:KZ-—-;M
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tel que P'(x,y) = b(x,y) P(x,y) . On voit comme d'hsbitude que b est invariant
par M2 , dlol ¢

(3) Pour tout couple de lois de compositions admissibles (P,P') , il existe
un wnique da(P,P') : ¥* —3 M avec P'(x,y) = a(®,2") (p(x),0 () Blxy),
et l'encemble des lois de compositions admissibles devient ainsi princinal
homogdne sous Hom(Y>,M) = C°(GM) .

d) Sous les conditions précédentes , on a la formule :
(4 DP'-DP = Oa(p,pP) ,

e) P et P' sont équivalentes si et seulement gi il existe un morphisme
u€c(T,M) = Hom(T,M) avec a(P,P') = @ u; cela résulte facilement de
le définition de 1l'équivalence .

f) Il n'y a plus qu'd conclure : on cherche un P tel que DP =¢ .
Or IP est un cocycle dont la classe dans HB(Y,M) ne dépend pas de la loi
de composition admissible P choisie (par (3) et (4)). Cette classe est
l'obstruction ¢ demandée . On pourra choisir un P' répondant aux conditions
sl et seulement si ¢ = 0 j en effet, choisissant un P quelconque , on aura
2 résoudre, par (1) 3

0 = ' = IP + 9 a(p,PY),

ce qui est possible par (3) et (4) si et seulement si ¢ =0 . L'ensemble
des P associatifs est principal homogine sous 22 (T,K) , toujours par (3)
et (4) . L'ensemble des P associatifs & équivelence prds est principal
homogdne sous EZ(Y,M) d'aprés e) .
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2. Extensions infinitégimales d'un morphisme de préschémas en groupes

Reprenons les notations du n® 0 . Soient Y et X deux S-foncteurs en groupes.
Soit ¥ le noyau du morphisme de groupes Py ¢ X = X" . On a donc une suite
exacte de OS-foncteurs en groupes

pX +
1 —>» M P ¥ ———>» X .

Per définition de X' y on a des isomorphismes

HomS(Y,X+) o~ HomSJ(YJ,XJ)

Al
Homs‘_gr.(Y,X) 2 Homsjgr.(Yi,Xl) ’

le morphisme

Homg (Y,p Homg (Y, X) —> Hon (1,x")

P
+

associant & un Se-morphisme f 3 ¥ -~ X, le S-morphisme fF iy —>X

correspondant par les isomorphismes précédents au ST-morphisme

f.: Y «—» X obtenu par changement de base & par?,ir de £ . Si M est

J
commtatif, on peut appliquer a cette situation la proposition 1.2.4.

En pratique, nous nous intéresserons su cas suivant : Y est plat
sur S, X est soit représentable (cas (a)) , soit de la forme _A}g_ts (B)
oi E est représentable (cas (b)) . Les S-foncteurs en groupes
M correspondant ont été calculdés en 0.9 (resp. 0.11) , les cpérations des
automorphismes intérieursde X sur M en 0.10 (resp., 0.12) . D'autre part,
T ¢&tant supposé plat , on peut par 1.1.1 se contenter de comnaitre les
veleurs de M sur les S-préschémas plats sur S et liopération de X sur
M lorsqulon regarde X et M comme des foncteurs sur la catégorie des
S-préschémas plats sur S . Enfin , dans le cas (a) , M est (sur cette

catégorie) de la forme S‘ /S{ N oi N est un certain So-fonctem' en
o
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groupes abéliens (0.5) ; on aura donc par 1.1.2 des isomorphismes
B*(Y,M) «—’?-)Hl(yo,n) .

Appliquant 1.2.4 , on cobtient le

Théordme 2.1. Soient S un préschéma, I et J deux idéaux quasi-cohérents
tels que IDJ et 1I.J=0, définigsant les sous-préschémas fermés
S, et S; .+ Pour tout S-foncteur %, soient zZ, et ZJ les foncteurs

obtenus p;r changement de base . Soit X un S-foncteur en groupes de l'une

des deux espéces suivantes

(a) X est un S-préschéma en groupes ,

(b) X = Auts(E) o E est un S-préschéma, de présentation
finie sur S .

Soient

(a) L, le S -foncteur en groupes commutatifsdéfini par

1
Hom. (T,L ) = Hom, (& B, Oy I ®my, Q)
84 | © o_T. xc/so QsoT %

sur lequel Xo opére via sa représentation adjointe dans g}{ /s °
e ¢

(b) L le foncteur en groupes abéliens sur la catégorie des
S-préschémas plats sur S défini par

o =T

(£ désigne le morphisme structural E —> S), oli X considéré comme

HomS(T,L) = [ (T, f*(Hom_E: (Q::/s : ggE)) ®, o)

foncteur sur la méme catégorie opere comme on l'a vu en 0.13.

Soient Y un S-préschéma en groupes plat sur S et fJ : YJ —>X



morphisme de SJ-groupes . Faisons opérer dans le casg (a) Yo sur Lo par
1'intermédiaire de £8 Y —>X -

Alors

(i) Pour que f; se reldve en un morphisme de S-groupes Y —> X,

il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(:11) f; so reldve en un morphisme d¢ S-fonctewrs ¥ —> X,

ce qui permet dany 1o cas (b) de faire opérer Y sur L par 1'intermédiaire

du reldvement Y ——>» X (opération gui, on 1l'a vu, est indépendante du

reldvement choisi) .

(iz) Une certaine obstruction c(fJ) ,» définie canoniquement par

1, est nulle , ok c(fJ) est une classe dans

(a) H2 (YO’LO) ’

(v) E2(Y,L) .

(ii) Si les conditions de (i) sont satisfaites , 1'ensemble des

morphismes de S-foncteurs en groupes Y ~—> X prolongeant £, modulo

l'action des automorphismes intérieurs de X définis par les sections de X

sur S induisant la section unité de J{J sur SJ , est principal homogine

sous

(&) E'(Y,L) ,

(b) g (x,n) .

(iii) 8i £f: Y —» X est un morphisme de S-foncteurs en groupes

prolongeant fJ s l'ensemble des morphismes Y =~~» X transformés de f par

les automorphi;nes intérieurs définis par les sections de X sur S indui-

sant la section unité de X, sur 8

' 70 est isomorphe &

(a) )/ 8@ L) ,
(v) @)/ (1) .
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Remarqus 2.2, Supposons de plus dans (&) que X soit localement de pré-
sentation finie sur S . Appliquant alors 0.6 , on obtient

() EY(T,L)

feu

i 1
(Y , Hom., (. y L)
° "“950 X /s,

Hi(Y,,f* Q_IQ_mO (é-l—;:/s ’ ;I..O.E ) ) ’
“E

les modules dont on prend la cohomologie étant guasiwcohérents .

() E(T,1)

Remarque 2.5. D'spr2s 0.16 et 0.17 , la condition (i1) est automa-
tiquement vérifide lorsque

(8) X est lisse sur S, Y est affine ;

(b) E est lisse sur S, affine sur S et Y est affine .

En outre , sous ces conditions, on peut écrire dans le cas (a)

i i .
H (YO,LO) = H (Yo,;_lg(xo/so) . i) .
=3
o
Enoncons maintenant un certain nombre de corollaires concernant le
cas o Y est un groupe diagonalisable ( I, 4.,4) ; on sait alors
(toc. cit. 5.3.3 ) que si S est affine , la cohomologic de Y & valeur dans

tout Qs-Module quasi-cohérent est mulle . D'abord un cas particulier :

Corollaire 2.4. Soient S un préschéma et S, un sous-préschéma fermé défini
par un idéal nilpotent . Soit Y un S-groupe diagonalisable et soit

(&) X un S-groupe localement de présentation finie sur S ,

(®) x =£‘§S(E) oi E est localement de présentation finie sur S.

Soit £f: Y —> X un morphisme de S-groupes tel gue le morphisme

f,+ ¥, —> X totenu par changement de base soit le morphisme unité .

Alors f est le morphisme unité.
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En effet , la question est locale sur S et (dans (b) ) sur E .
On peut donc supposer S affine et (dans (b) ) E de présentation finie sur
S . En introduisant maintenant les sous-préschémas fermés Sn de S définis
par les puissances de 1'idéal définissant So , on est ramend au cas oh So
est défini par un idéal de carré nul , et en ce cas llassertion énoncée résulte
du théordme, via 2.2.

Dans le cas ol on ne suppose pas nécessairement que fc soit le

morphigme unité , on a :

Corcllaire 2.5. Soient S et So comme dans 2.4. Supposons de plus

S affine « Soient Y un S-groupe diagonalissble , X un S-foncteur en
groupes et fo s YO e Xo un morphisme de So-foncteurs en groupes .

(i) Supposons que 1l'on ait 1'une des deux propriétés suivantes :

(a) X est un S-groupe localement de présentation finie sur 8 ;

(b)) x = MS(E) oi E est de présentation finie sur S.

Alors fo se prolonge en un morphisme de S-groupes Y «—> X si et seulement

sl il se prolonge en un morphisme de S-foncteurs Y —p X .

(ii) Supposons que 1l'on ait l'une des deux propriétés suivantes :

(a) X est un S-groupe lisse sur S ;

() X = Auts(E) oi E est lisse et affine sur S .

Alors f. se prolonge en un morphisme de S-groupes Y —» X, deux tels *

prolongements sont conjugués per un automorphisme intérieur de X défini par
une sectionde X sur S induisant la section unité de Xo sur S(J .

Introduisant les S ~come ci-dessus , (i) résulte de proche en
proche de la partie (ii) du théordme . Pour (ii) , on raisonne de méme,
en remarquant que les conditions de 2.1 (i) sont sutometiquement vérifides
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par 2.3 (noter qu'un préschéma lisse sur S est nécessairement localement
de présentation finie sur S , donc qu'un préschéma lisse et affine sur S

est nécessairement de présentation finie); en outre toute section de XS
n

sur S_ se reléve en une section de Xy sur S (d'aprés la définition
n el 1
de "lisse sur S" pour (a) , et d'aprds 0.16 pour (b)) ; si £ et f°'

sont deux relévements de fo » on peut supposer de proche en proche fn = f;z
en relevant l'automorphisme intérieur dont l'existence est affirmée par la

partie (ii) du théordme , ce qui achdve la démonstration .

Bn raisonnant de m@me , on obtient pour un Y quelconque :

Corollaire 2.6. Soient S un préschéma , I un idéal nilpotent définissant

le sous-préschéma fermé So s+ Y un_S-groupe plat sur S et affine , X

un  S-groupe lisse gur S .

(1) $i, pour tout n»0, ona IiZ(Yo,Lig(xo/so) =, 12 _ o,

S

tout morphisme de So—groupes fo : Yo — Xo se reldve en un morphisme de
S—groupes f: Y —X.

(i1) Si , pour tout n 30, ona H1(Yo,}_'23_(xo/so) 2o .I_nH/lmZ) =0,

deux tels relévements sont conjugués par un automorphisme intérieur de X défini

par une sectionde X sur 8 induisant la section unité de Xo sur So .

Or on a le lemme suivant :

Lemme 2.7. Soient § un schéma affine , G un S-groupe affine , F un

Q_s—module quagi-cohérent , L un _Qs—module localement libre . Supposons que

l'on ait une opérationde G sur F au sens de l'exposé I , ce qui définit

une opérationde G sur F =, L. Notons A l'lanmeaude S, L le
Yg
A-module définissant L (qui est donc un module projectif ) . On a un
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isomorphisme canoniqus

(G, Fe, L) & E@GD e, L .
0 A

En effet , dans la situation de 1'énoncé, les groupes de cohomologie
de G & valeurs dans F se calculent comme les groupes de sections des fais-
ceaux de cohomologie HP(G,F) ( I, 5.3 ) . Or il résulte immédiatement
de la définition de ces faisceaux de cohomologie que leur formation commute
au produit tensoriel par un feisceau localement libre . En prenant les sec-

tions (on est sur une base affine) , on trouve le résultat annoncé .

En utilisant le lemme , on transforme 2.6 en :

Corollairg 2.8. Soient S un schéma affine , I un idéal nilpotent sur §
In+ 1 /In+2

définissant le sous-préschéma fermé So + Supposons les localement

libres sur S5 . Soient Y un S-groupe plat sur S ef affine , X un
S-groupe lisse sur S, et fo : Yo —p XO un morphisme de S~groupes .

]

(1) si (Y ,Lie(x /s )
S-groupes Y —>X .

0, fo se reldve en un morphisme de

]

(ii) si H‘;(YO,_I_Q_.Q(XO/ So)) 0, deux tels reldvements sont
conjugués par un automorphisme intérieur de X défini par une section de X

sur S irduisant la section unité de Xo sur So .

En particulier , faisant ¥ = X :

Corollaire 2.9. Soient S et So comne ci-dessus « Soit X un S-groupe

lisse sur S et affine .

(1) si H1(X°,Lj._e_;_(x /S)) = 0 , tout ondonorphime de X au-dessus

de S induisant 1l'identité sur Xo est 1'automorphisme intérieur défini par une

sectionde X sur S induisant la section unité de X, sur S .
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(11) si Hz(xo,;_,;g(x o/so)) = 0, tout S -automorphigme de X_
se prolonge en un S-automorphisme de X .

Remargue 2.10. Les assertions concernant les H1 ont des réciproques d'aprés

le théordme « Signalons comme exemple la suivente : si S = IS est le schéma
)

des nombres dusux sur S ( 11, 2.1 ) et si X est un S-groupe plat

sur 8 tel que tout automorphisme de X swr S induisant 1'identité sur So

soit l'automorphisme intérieur défini par ume section de X sur S induisant

. 1 . _
la section unité de X sur S , alors E (Xo,ggﬁ(xc/so) ) = 0.

Corollairg 2.11. Soiemt S, 1 et J comme en 2.1, Soient Y un

S-préschéma en groupes plat sur S, X un S-préschéma en groupes ,
f:Y —>X unmorphisme de S-groupes . L'ensemble des morphismes de

Y dans X déduits de £ par conjugaison per des x € X(S) induisant

1'unité de x(sJ) est isomorphe au quotient

1 1 ad(Yo)
E = Homos (QX /s * J) /Homo (wy /s J) .
=5, o o ---SD oo

ol le second groupe est formé des O ~morphismes i;( /5 —> I, qui
o "o

0
par tout changement de bage S' —> So donnent des morphismes
1
[CIyA &, —> I =, O, imvarients sous 1'sctionde YO(S')
¢ o *'S(1 -So

sur le premier facteur .

Par 2.1 (iii) , on sait gue l'ensemble cherché est isomorphe &
0 1 o
Fa)/m,L) « o C@) = Bmy (W, /s, L) et E(Y,L)

-.S
o ad(Y ) Vo
n'est évidemment autre que I (Lo) %" au sens de 1'énoncé précédent .
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Corollaire 2.12. Sous les conditions de 2.11 , supposons de plus

_Oi;{o/s localement libre (de type fini) . Alors
o

B F(SLie(X/s) vy 1)/E(X, Lie(k/s) 5 1) -

&) [+

Coroligire 2.13. Supposons de plus Yo diagonalisable . Alors

ad(Y )
Ex (5 ,Lis(X/5) % 1)/ (s, Lisx/s) ° o i)

ol éi&(xo/ So) peut 8tre construit comme le facteur de la décomposition
de I, 4.7.3, correspondant au caractdre nul de Yo .

En effet , si Y =£ Dg (M) , on a par loc. cit. une décomposition

en somme dirscte : °

Lie(X/s) = Lie(x/s) @ 41 Lie(x/s) -
m€M
m ;é 0
En tensorisant par J , on trouve une décomposition analogue pour

Lie(x o/So) B, I, d'oh la relation
ﬁ
o

B Lie(x/s) s ) [ (s, Le(X/s) =z, I)-

—S

0
Coroliaire 2.14. Supposons de plus So effine « Alors
ad(Yo)

E a0 (5,Lie(X /S )/Lie(X /8 ) % i) .
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3. Extensiong infinitégimales d'un préschéma en groupes .

Toujours dans les notations dun® 0 (8, I, J , etc...) , donnons-
nous un S-préschéma X et supposons XJ muni d'une structure de groupe .
Nous nous proposons de trouver les struc?ures de S-groupe sur X induisant

sur XJ la structure donnde .

A partir de maintenant, nous suppogsons X plat sur S . Soit C
la catégorie des S~-préschémas platg sur S . Onadonc XEOBC .
Nous noterons Y , resp. M, le foncteur sur ( défini par x s TESPo L}’{ .

Le morphisme canonique Py ¢ X —>x%" aéfinit un morphisme de £
p: X —>»7%

X S définit une opération de M sur

X dans _&_ o On vérifie aussitdt que X devient bien ainsi formellement
principal homogine sous M, au-dessus de Y . (cf. 0.2 (i) et 0.4 ) .

P
et l'opération de L! sur X dans (Sch)/

L'opération de X' sur Ly définie en 0.8 (notée Ad en loc. cit.)
définit une opération notée f de Y sur M . On seit , d'autre part (0.8 ) ,

que

Homé(Z,M) o Homso(ZO,Lo) ., 2&0g ,

ou Lo est le foncteur défini en 0.5.

Lemme 3.1. (i) La condition (+)1r1 de 1.3 est vérifide pour tout
entier positif n.

(ii) Si on fait opérer le So-_ggogge Xo sur le So-foncteur

Lo par l'intermédiaire de sa représentation adjointe, on a un isomorphisme

canoni.que

H*(XO,LO) o H (LN
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(1a_premidre cohomologie est calculée dans (Sch) /s ? 1a geconde dans C ) .
o

les deux parties du lemme résultent de la relation :

o+
Homy, (T,M) o2 Hom (X xg 8, LO) 2~ Hong (XO,LO) ~ Huma(x,M)
= (Sch) /S o 32
[o]

qui provient aussitdt de la définition de M comme un ‘ l .
s c/s
Cette relation étant plus généralement vérifide en remplagant X , Y par
o ’ Y° y on en déduit que tout morphisme X wp M se factorise de manidre

unique par Y  , ce qui entraine (+)n . On en déduit aussi la relation
c*(x,m) = C*(XO,LO) ce qui entraine (ii) .

Nous pouvons donc appliquer les constructions de 1.3 . En particulier

Lomme 3.2. Soit P : Xxsx ~——3 X un morphisme . Pour que P reldve

la loi de groupe de XJ s i1 faut et il suffit que P sgoit une loi de compo-

gition admissible sur X .

En effet, pour que P xeldve la loi de groupe de XJ. s il faut
et il suffit que P reldve la loi de groupe de x s O encore celle de Y .
Il n'y a donc qu'a montrer que tout morphisme P relevant la loi de groupe de
X, vérifie 1'identité (++) de 1.3.2, ce qui est exactement ce qu'on a vu en
0.8.

Propogition 3.3. BSoient S un préschéma et S, uwn sous-préschéma formé

défini par un idéal nilpotent . Soit X un S-préschéma plat , et quasi-

compact ou localement de présentation finie sur S « Soit P : X Xq X —>3 X

une loi de composition sur X . Pour que P soit une loi de groupe , il faut et

il suffit que les deux conditions suivantes soient satigfaites :

(i) P est associatif .
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{.. 2 s - .
{ii) P induit sur X, =Xxy S  une loide grouwe .

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Mentrons qu'elles sont
suffisantes . Supposons d'shord que X possdde une section sur S . Comme
X(S') est alors non vide pour chaque S' —»S,il suffit (Bourbaki, Alg. oh. I,
exercice 2 , b) ) de montrer que toute translation par un élément de X(S') est
un isomorphisme . On peut évidemment supposer S' =S ; cette translation induit
sur X o UTe transliation qui est donc un aubtomorphisme de Xo « On conclut par
platitude (SGA 1 IIT 4.2).
Ne supposant plus maintenant que X possdde une section sur S , supposons
qu'il existe un S'—> S tel que Xy, possdde une section sur S' . Alors
XS' est un B'-groupe d'aprés ce qu'on vient de voir; considérons sa section
unité e' . L'image inverse de e' par pr, S! Xg St —>»s' (i=1,2)
est la section unité de XS" pour la loi de groupe image inverse de PS'

par pr Mais comme P est "défini sur S", ces deux lois de groupes

co'incid:nt, donc aussi leur section unité . On a donc pr";(e') = pr;(e’) .
Si 8' —» 8 est un morphisme de descente, il existera une section de X
donnant e' par extension de la base, et on aura terminé . Comme 75{
possdde une section sur X (la section diagonale) , on voit qu'il suffit
maintenant de prouver que X —3 S est un morphisme de descente . Or il
est plat et surjectif , et quasi-~compact ou localement de présentation finie

donc couvrant pour (fpqc) , donc un morphisme de descente (exposé IV, n® 6) .,

Remargue : En fait 1'hypothdse X =— § quasi-compact ou locslement de pré-
sentation finie est superflue, en vertu du résultat suivant que le lecteur

démontrera comme exercice sur 1'exposé IV :

Sous les conditions du texte sur S et So y 81 X =>» S est un
morphisme plat et X —» S, un morphisme couvrant pour (fpge) , alors
X => 5 est un morphisme de descente .
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Lemme 3.4. Pour que deux lois de compositions admissibles sur X goient
équivalentes, il faut et il suffit qu'elles gojent déduites l'une de 1'autre

par un automorphigme de X au-dessus de S induisant 1l'identité sur XJ .

En effet , les morphismes construits en 1.3.1 sont exactement ceux
de 1'énoncé précédent (par 0.7 ) .

Compte tenu de tous les résultats précédents, la proposition 1.3.6

donne :

Théortme 3.5, Soient S un préschéma , 1 et J deux idéaux sur S tels que

153,1.4=0, 85 et s

nissent . Soit X un_ S—présc-ﬂéma plat (et localement de présentation finie ou

les sous~préschémas fermés de S qu'ils défi-

quasi-compact sur 8) sur S, Xo et XJ les préschémas obtenus par changement

de base. Supposons XJ muni 4d'une s’cruc?ure de SJ.-gioupe et notons Lo le

So-foncteur en groupe-s-, abéliens définis par la formule

1
Hom_, (T,L ) = Hom @ ®. 0., J 0.
s (k) = oy (s 0 o5, 5 oy

sur lequel Xo optre par l'intermédiaire de sa représentation adjointe .

(i) Pour qu'il existe une structure de S-groupe sur X induisent la

structure dommée sur XJ s il faut et il suffit que les conditions suivantes

soient satisfaites :

(1 1) 11 existe un morphisme de S-préschémes X xq X —> X

induisant l& loi de groupe da XJ .

"

(12) Une nertaine d'obstruction apparcenant a H3(X0,Lo)

(définie canoniguement par la donnds de X et de la loi de

groupe de KJ} st nuille .

——

(i1) Si les conditions de (i) sont satisfaites 1'ensemble des

lois de groupe sur X induisant la loi donnée de XJ , module les
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S-gutomorphismes de X induisant 1'identité sur XJ y €8t un ensemble princi-
pal homogdne sous HZ(XO,LO) .

Remarqus 3.6. Soit XJ un SJ-préschéma lisse sur SJ et affine . Par 0.15

il existe & iscmorphism; prés un unique S~préschéma X , lisse sur B , et se
réduisant suivant XJ ., Si XJ est muni d'une structure de SJ-groupe s 11
résulte de 0.16 que la cendition (i 1) est automatiquement vérifide .

De plus , d'sprés 0.6 la définitien de Lo se gimplifie et on obtient :

Corelleire 3.7. Soient S, 1 et J comme dans 3.1. Soit XL w

SQ_EGQEQ lisge sur SJ et affine .

(i) L'ensemble des S-groupes lisses sur S et se réduisant suivant

XJ 4 isomorphisme (induisant 1'identité sur XJ) prés , est vide ou principal

h-o-mogéne sous le groupe

2 .
H (xo,gl_e(xo/so) 2, i) .
_SO

(i1) Il existe un S-groupe lisse sur S se réduisant suivent

XJ si et seulement si une certaine cbstruction dans

3 .
(0 Le(/5) =, 1)
-—SO

eat nulls .

On en déduit comme d'habitude les corollaires suivants :

Corollaire 3.8. Scient S un préschéma et S0 un_sous-préschéma fermé défini

162 ; . i - i .
par un idéal nilpotent I . Soit Xo un So groupe lisse sur S et affine

(1) si Hz(xa,;_g(xo/so) 5, /™% ) - 0 pour tout a0,
-6
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deux S-groupes lisses sur S se réduisant suivant X = sont isomorphes

(par un isomorphisme induisant 1'identité sur Xo) .

1 2
(11) 81 B(X ,Lie(X /s ) 5 ™
(o]

il existe un S-groupe lisse sur S, se réduisant suivant Xo .

= 0 pour tout n 0,

Corollaire 3.9. Soient S un préschéma affine et S, un sous-préschéma fermé

défini par un idéal nilpotent I . Supposens les £n+1/£n+2

localement libres

sur So « Soit Xo un So-fggougg lisse et affine sur So

(1) Si Hz(Xo,Lg_g(Xo/So)) =0, deux S-groupes lisses sur S se

réduisant suivant Xo sont isomorphes .

(11) si 33(x0,gig(xo/s°)) = 0, il existe un S-groupe lisse sur S

se réduisant suivant Xo .

Corollaire 3.10. Soient So un préschéma et S = IS le schéma des nombres
)

duaux sur S, « Seit XO un So-ggoupe lisse sur S, . Pour que tout

S-groupe Y , lisse sur S, tel que Y soit So—isomorphe Y XO , soit

S-isomorphe & X = X xg S, il feut et il suffit que Hz(xo,gggﬁxo/so)) =0.
(o]

En effet , en vertu de 3.5 1'ensemble des classes, & un isomorphisme
de S-groupes prés "induisant 1'identité sur Xo"’ de tels groupes Y , est en
correspondance biunivogque avec HZ(XO, Iﬁ._e(XO/SO)) , donc 1'ensemble des classes,
& un isomorphisme de S-groupes quelconque prés, est en correspondance biuni-

voque avec

(X, Lie(X /S))/ Y,

Mo = Autso_gr(xo) '

(qui opere de fagon évidente sur le H2). La conclusion résulte aussitét de 1i .
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4. DExtensions infinitésimales de soug-groupes fermés .

Enongons d 'abord un résultat valable dans une catégorie abélienne

quelconque .

Lemme 4.1, Soient 0 —» A!' —=) 4 —> A" wd 0 une suite exacte ,

A" =3 Q un morphisme et A" -~ P un épimorphisme de noyau C . Soit

E 1'ensemble (& isomorphisme prds) des quadruplets (B,f,g,h) tels que la

suite

0 —»q —>38 E3r —3 0

soit exacte et le diagramme ci-dessous commutatif :

0 =3 A' —=—P 4 =P A" —3 0

S

(1) Pour Qe E soit non vide, il faut et il suffit que 1'image dans
Ext'(C,Q) de 1'élément A de Ext (A",A') soit mulle .

(ii) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogdne sous le

groupe sbslien Hom(C,Q) .

A'
Introduisons la somme smalgamée B' = A 1L Q. On a alors un dia-

gramme commutatif ol les lignes sont exactes :

]
o
¥
]
v

A" ey O .



128

et il est clair que la catégorie des solutions du probléme posé est

canoniquement isomorphe & la catégorie des solutions du probléme corres-

pondant pour la suite 0 —> Q B! > A" > 0 et les morphismes
Q ——*Ji-c-l—-—> Q et A" —> P , On est donc ramené 2 démontrer le lemme

dans le cas ot A' —> Q est un isomorphisme. En ce cas, l'ensemble E
est évidemment en correspondance biunivoque avec l'ensemble des sous-objets
N de A tels que A —> A" induise un isomorphisme de N avec le noyau C
de A" ~———> P, cl'est-2-dire l'ensemble des morphismes C —> A relevant

le morphisme canonique C ——> A" ; ce qui donne le résultat cherché,

On déduit immédiatement de (ii) :

Proposition 4,2, Soient (x,gx) un_espace annelé, J un idéal de carré nul

de 0, , F un O_-module. Notons F = F/JF et soit G_ un module-quotient
—_— - — =X -0 - e -0

de E, . Donnons-nous un morphisme de Q_X/_.I-modules

Soit E le faisceau sur X défini comme suit : pour chaque ouvert U de X,

E(U) est 1'ensemble des modules-quotients G de F | U , tels que

¢/ Q l U) G= S, | U et qu'il existe un isomorphisme (évidemment

unique)

GQlweg = gfv
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rendant commutatif le diagramme

(gu)m(g_om.ﬂl&mu
\can. f?

Alors E est un faisceau formellement principal homogéne sous le faisceau

en groupes commutatifs

Azg.‘?ggx/i (_Iio,_O) ’

ol on a posé G =F /H
<6 =o'~

Proposition 4.3. (IDIZ IV 5.1 ). Soient S un préschéma, S un sous-

préschéma formé défini par 1'idéal J quasi-cohérent de carré nul , X un

S-préschéma , F un _C_)X-module quagi~cohérent , XO =X Xg So s E*o =F ‘gs st'

Soit _('_}_o = go/go un module quotient quasi-cohérent de _?_‘_o » plat sur So .

Pour tout ouvert U de X, soit _'z_‘._(U) 1'ensemble des modules-quotients

G du Oy-module Flu , platssur S et tels que ngs_(_}s '_"‘._QO{U,
o
(qui sont nécessairement gquasi-cohérents comme extension de deux modules quasi-

cohérents, cf. EGA III, 1.4.17 ) . Alors les E(U) forment un faisceau E

sur X, qui est formellement principal homogdne sous le faisceau en groupes

commutatifs

A= Hm (H ,G = i) .
'-*'Q_X'*o—o_qs

0 (o]
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Suivant le critdre fondamental de platitude (voir par exemple SGA 1 IV,
5.1 ), G est plat sur S s#i et seulement si Go egt plat sur So et

le morphisme canonigue J 2, go —3> J ¢ est un isomorphisme . Il n'y

—S
0
a donc qu'd appliquer la proposition précédente, en prenant pour f le mor-
phisme identique de I®, G = IO m G .
_So —xo

Prenant maintenant F = _(_)_X et raisonmnant comme d'habitude, on en

déduit:

Corollaire 4.4. Soient S, S , i, X, Xo comme ci-dessus . Soit Yo un_

gous-préschéma fermé de Xo y plat gur So + Soit E 1l'ensemble des sous-

préschémas fermés Y de X, plats gur S, tels que Y xg S, = Yo .

(i) L'ensemble E est vide ou principal homogdne sous

Hom, (I, ,0,® 1)
X o o =S
] [¢]

ou LY est 1'Idéal définissant Yo dang Xo .
0

(i1) Pour que B soit non vide, il faut et il suffit que les deux

corditions suivantes soient vérifides :

(a) 11 existe localement sur X une solution du probléme .

(b) Une certaine obstruction est nulle, qui se trouve dans

1
H (XO,Hom_

o, ® J)) .
X 9

YoS
(o) o

i, »
o

Bffectuons maintenant un certain nombre de transformations . Comme

J est de carré nul , on peut aussi écrire

2
_Xo o [} -—So —Xo o o o -—SO
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Comme LY /_;IZ_,f2 est annule par _ILY y on peut le considérer comme un faisceau
[a) s} e}
' X
sur Yo s que l'on note QYO /xo , faisceau conormal & Yo dans Xo s En posant

A' = Hom (N

o, ® J)

s o Y
Yo/xo Yo =S
o o

i i .
on aura H(Xo,é) = H(YO,A') s 130

Introduisant maintenant deux idéaux I et J , raisonnant comme dans

0.2 , et supprimant & la mani®re habituelle 1l'hypothése : Y fermé , on obtient

Proposition 4.5. Soient S un préschéma , So et SJ

fermés définis par les idéaux quasi-cohérents I et _{_, tels que

les sous-préschémas

I1°9J e I1.J = 0. Soient X un S-préschéma et YJ un_sous—

préschéma de X; » plat sur Sg- + Soit A le gyo—module défini par

A = Hom (N ® 0o, J8 0o )
- —OYO 3/%5 QYJ % = o

(1) Pour qu'il existe un soug-préschéme Y de X, se réduisant sui-

vant YJ » plat sur S, il faut et il suffit que les conditions suivantes

soient ;atisfaites :

(a) Un tel Y existe locelement sur X .

(b) Une certaine obstruction dans H‘(Yo,.A_o ) est nulle .

(i1) Sous ces conditions, 1'ensemble des Y répordant aux conditions

exigées est principal homogbne sous le groupe commutatif HO(YO,§° ).
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Remarque 4.6, Si X est plat sur S et si YJ. est localement intersection

compidte dans XJ. y alors la condition (a) est-toujours satisfaite et tout

Y Seplat releva;w.-t YJ est alors localement intersection compldte dans X .

Si de plus Y  est a.ffine, la condition (b) est également satisfaite.

Remarque 4.7. I1 résulte de (ii) 1la donnée pour tout couple (Y,Y') de sous-
préschémas fermés de X , plats sur 8§ et se réduisant suivant YJ d 'une

déviation

=S o]

o
1 o .
ar,y"Y e s (YQ,A ) = Hom0 (ﬂY/X B, OY s J 2, g! )
: --Yo J -‘YJ o o

Proposition 4.8. Soient 5,1, J et X comme dans 4.5 I étant nilpotent .

Soit Y un sous-préschéma de X .

(i) Soient T un S-préschéma et f : T~—> X un S-morphisme tel
que fJ : TJ - XJ. se factorise par Y;; « On peut alors définir une

obstru; tion-

¢(X,Y,f) € Hom (*@N, /.=, O )y .0, )
_QT° o(—’I/X Oy =Y, =7

dont la nullité est nécessaire et suffisante 3 l'existence d'une factorigation

de f par Y.

(i) Suppogons en particulier Y plat sur S et soit Y' un sous-

préschéma de X , plat sur S, tel que Y5_ = YJ. + Considérons le morphiame
gcanonigue -

N, /o ®
/X 0y

~~ ;
u s Homo (NY x. ®q QY , _.1_(_),1,) —> Hom Oy
7% 2

s 3.00) .
(o]

8i on note i' : Y' —> X 1l'immersion canonique, on a
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C(X,Y,i') = u(d(Y:Y’)) ’

oh d(Y,Y') est la déviation de 4.7.

(iii) Congidérons le morphiame canonique (SGA 1 II, formule 4.3)

D 1
Ny —2—> Ry "o, %

I1 induit pour tout fo H 'I'°-—> Xo ge factorigant par Yo , un morphisme :

1 *
v, : Hom (£* (Lo },3.0,) —> Hom (£* W,/ 8, O, ), .00 )
f 9 ‘o xo/sO =1 O o /X 0, =Y, =7

2] o

(Le premier membre n'est autre que Hom +(T,Lx) , of. 0.2) .

Soit a € Hom +(T,LX) s considérons le morphisme composé
X

g :T axf?t

>LXX+X-‘-——-~>X s
X

oi f: T-—»X st un morphisme de 1'espdce étudide en (i) .
Alors

e(X,Y,8) - c(X,Y,8) = Ve (a) .
o

Nous allons démontrer la partie (i) de la proposition, laissant au
lecteur le soin de (ne pas) vérifier les assertions (ii) et (iii) ; cette
vérification se fait par réduction au cas affine, puis par comparaison des
définitions explicites .

Démontrons done (i) . Comme T , TJ.

d'antre part , ont mdme espace topologique sous-jacent, les applications

et To d'une part, X, XJ et Xo

continues sous-jacentes & f , fJ et fo sont les mémes . Notons
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£(0,) = £.(05) 1'image directe (ensembliste) du faisceau d 'anneaux O

par l'application continue précédente . Le morphisme f : T —» X définit un

morphisme de faisceaux d'amneawx 0, ——> f(QT) .

X
Comme d'hebitude, on peut se restreindre au cas o Y est fermé , donc défini

par un faisceau d'idéaux -I-Y

Pour que f se factorise par Y , il faut et il suffit que 1'application

composée I, > 0, > £(0;) soit nulle. Comme £, se factorise
' . 2 .
par YJ. s l'application composée lYJ —_— QXJ e f(QTJ)

est nulle . Considérons le diagramme commutatif ot la premidre ligne est
exacte

0 —i(1.0;) — f(gT’J ——— f(gT )

. 1 r

) 8y ——p 9
h\\\ -'X li
LY
o t
Ly > L ;

J

il se compldte par un morphisme



135

h: ;[_Y —— f(g.g,r) .

Mais, comme f = 0 et I.J = 0 , onaune factorisation
I —DB 3 £(J.00) = £3.0)
=¥ el Zelp
. h'

=il \I /2 a o/
=Y=Y "0, =Y *
=Y "o

Par définition de 1'image directe , h' définit un morphisme

£ (N 0,) —>» J.Q
o8y/x "o, =1, £ =

qui est 1l'obstruction c(X,Y,f) cherchée .

Remarque 4.9. Cette obstruction se calcule localement sur T . Si on suppose
T affire, soit T = Spec C , et de méme X = Spec B, Y =Spec B/I, , S=

Spec A , S; = Spec AT, S, = Speo A/1 , elle se calcule par le diagramme
commutatif suivant :

2 2 e
IY/IY -——-—>IY/IY g, C,—> 0 .

L'obstruction ¢ est donc définie comme 1l'unique morphisme de Co—modules
2
IY'/IY 2, Co —> JC tel que, avec les notations évidentes, on ait

c(x ® 1) = £(x), pour tout x € I,.

Remarque 4.10. Si Yo est localement intersection compléte dans Xo (ce qui

3 ’ -
implique que Y 1l'est dans X) , on a EY /X ®QY gYo NYo /Xo .
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Plus précisément, on a de toutes fagons un morphisme surjectif de _Q_Y -Modules
]

N 2, O —dg
T/x & 1, Ycy/Ko

qui est également injectif si Y est localement intersection compléte dans X
(comme il résulte aussitdt du fait que Y et !;Y/X sont plats sur S ) .
Dans le cas "affine" de la remarque précédente, ceci se treduit par un
morphisme

Ity mp B, > /1y
donc un morphisme
Wiy s O L/l m G,

qui est bijectif si Y est localement intersection compldte dans X .

4.11. YNous nous proposons maintenant d'étudier la sifuation suivante :

on a comme en 4.8 S, SJ et So , on a deux S-préschémas X et X', un
gous-préschéma Y (vesp. ¥') de X (resp. X') , un S-préschéma T , des
morphismes £ : T = X' ot g: X' —p X.

I Y

On suppose que par réduction modulo J , ce diagramme se compldte en un diagramme
commutatif
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7 < <
#
L4 1
PATERY)
O T O
T > X_ > i *

On a donc par 4.8 des obstructions

N
e(X,Y,g0i) € Hong' (1o &, @’!/X ng QYO ) L O, )
o)

*
o(X,Y',f) €& Bom, (f @q-/x'% Oyi)s 10,0,
-To =X’ "o

* *
c(X,Y,g 0 f) € HomgT (t &, @y B'QY-O-Y » L9 )
o

dont on cherche & calculer les relations .

plat sur S' . On a alors un morphisme naturel

Lemme 4.12. (i) Supposons Y!

. '* * * %
bfo ' ngy, (1 g, @y /y @ gyo) » L9p) “"H°m9_,r (£, &, By/yxm -QYO)’ 19 -
(o] (o]

(ii) Supposons de plus Y! localement intersection compldte dans

.1{5 » On a alors un morphisme naturel

* * %
8g ¢ B"“‘o (fo Q{Y’/X' ® QYé)’ J'QT)-)HomQT (fo go(‘}lY/X HQYO), iQT )
o

, il suffit d'exhiber un -QT ~morphisme

Pour construire b
£ o

o

*
£ @oy) —> 19

on a de toutes faqoné un diagramme



Si Y' est plat sur S', la premidre fldche verticale ost un isomorphisme ,

et on compldte le carré immédiatement .

De la méme menidre, on construiras ag en exhibant un ‘QY,-morphisme
) o

*
8oy /x "o, %) —> By % Yo

or on a de toutes fagons un diagramme

*
8@y /y B O ) o= > Nyugy B &
o =Y/X 9y =¥, ¥1/X 9, 1!

} y

*
g My jx) —————> Ny sy
° YO/XO ‘L'O/):O

si Yé est localement intersection compldte dans Xé s 18 deuxidme fldche ver-

ticale est un isomorphisme et on compldte le diagramme .

Proposition 4.13. Supposons Y' plat sur S et Yé localement intersection
compléte dans Xg . On a alors la formule :

e(X,Y,g0f) = ag(c(X',Y’,f)) + b, {c(XY,e0i')) .
[o] o)

Comme la définition des différentes obstructions et des morphismes
a et bf est locale , on voit facilement qu'il suffit de vérifier la for—
muile donnéeolorsque les différents schémas en cause sont affines .

Notons done S = Spec A, SJ = Spec /\/J ’ So = Spec A/l s
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T =Spec C, X =Spec A, Y = Spec A/IY=SpecB,X'=SpecA',

= Spec A'/I;, = Spec B' .

On a donc un diagramme d'anncaux et d'idéaux

B! B
4 4
¢ € f AR A
g g
oy Ly .

Etudions les différents termes de la formule & démontrer . D'abord

= c(X,Y,g of) . Onavuque c'est 1'uniqus C g-morphisme

IY/I!nEC ~—3>J C tel que cxat) = f(g(x)) , pour tout er.Y.

Soit donc X € I, ; posons X' = g(x) € Iy +J A' . Ecrivons

x'=y'+2Xia]!_ s Y'EIY” XiEJ,a£€A'.Onadonc

cX,Y,g 0 £) x®1) = £(x') = £(y') +% )\i f(a;_) .

Considérons maintenant a_ {(c(X',Y',f)) . D'aprds les définitions posées,

il est défini par le diagrimme

IY' C > At £ C
y

Iy /

v

' %.Coﬁéfy./li. B, C
K o 1
A N e LN L

\/

ago(c(X',Y',f)) .
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On a done 5 (c(xn, ¥, )G a1) = £u), ob u est un &lément de Iy

o]
relevant go(xo) = (g(x))o y(‘) « On prend donc u=y' et on trouve

a (cX'L,Y,£)E®1) = f(y') .
go

Considérons enfin b, (e(X,Y,g0i'). Il est défini par le diagramme

IY/I§ z, B —E 7B
! ¥
-~/

2
IY/IY By C ———> JB'mBéCOQ-—Jm o %o

Y
bfm\s Jjc .

[e)

On a donc aussit®t b_ (c(X,Y, g o 1" ®1) = £(g(x)) =X A £Ca))
o

La comparaison des trois résultats explicites donne la formule cherchée .

Corollaire 4.14. Soit Y et Y' deux sous-préschémas plats de X se

réduisant suivant YJ » Supposons Yo localement intersection compléte dans

se factorise par

X . 88 T —1 3 X estun S-morphisme tel que £
YJ C—)XJ , on a la formule

o(X,Y,8) - e(X,1,8) = £ (a(¥,Y))

*
oi f est le morphisme naturel

Hom, @Yo/xc r L Q) sy Homy (N JE 10) -

=, =3
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En effet, il suffit d'appliquer la formule précédente au diagramme

Yl

']_‘__.._..)X_l_g.'_)

Y
X
et d'utiliser la relation c(X,Y,i') = a(Y,¥') (cf. 4.8 (ii) )

Nota. En faisant dans la formule précédente f = i' , on retrouve la relation

donnée dans 4.8 (ii) .

4,15, Nous allons maintenant considérer le cas ol X est un S-groupe lisse
sur S . Notons d'abord que tout sous-S-groupe Y plat sur S est localement
intersection compldte dans X . Esquissons la démonstration de ce fait . En
vertu de résultats généraux (cf. en particulier SGA 1 IV 5.7),comme X et Y
sont plats , on est ramené & vérifier 1l'assertion sur les fibres géométriques
de S, donc lorsque S est le spectre d'un corps algébriquement clos . On re~
marque ensuite que l'on a affaire & des groupes , donc qu'il suffit de vérifier
l'assertion & l'origine . Enfin, pour vérifier que Y est & l'origine intersec-
tion compléte dans X , on peut se contenter de le faire pour les groupes for-
mels & et ¥ correspondants & X et Y. Comme X est lisse , 1'hyper-
algébre de X est une algdbre de polyromes et on conclut & 1'aide du théordme
de structure de DIEUDONNE qui montre que 1'hyperalgébre de % s'obtient en
"tronquant" celle de X , donc est intersection compléte dans celle-ci (cf.
Exp, VII) . Bien entendu , lorsque Y est également lisse sur S , il suffit
dt'invoquer simplement SGA 1 II 4.15.

Donnons-nous maintenant un sous-SJ-groupe YJ de XJ , plat et

localement de présentation finie sur S. . ﬁSﬁs savons d'abord Eﬁe YJ est

J
localement intersection compléte dans X , donc (4.6 ) que tout S-préschéma
Y relevant YJ est localement intersection compldte dans X et qu'un tel Y

existe si en ﬁiﬁs Yo egt affine .
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4,16, De plus , ona X . 0 = XN B 0, = .
Mk foy T Ry o 1, % /x,

Comme Yo et Xo sont des So-groupes , on voit aisément que si 1l'on note
's . . . '
y /y 1l'image réciproque de NY x bpar la gection unité de Yo (ctest un

QS -M8dule quasi-cohérent) , on a audsi
o

.Il = =n O .
L VL T S
Les déviations et obstructions de 4.7 et 4.8 sont donc des éléments

respectivement des groupes

et

Hom, (n ® o, ,J0) .
Q’I‘o nYo/xo QSO To T

Considérons le foncteur en groupes commutatifs au-dessus de so défini par

Hom, (2Z,N) = Hom. ( g, O, ,Im, O, ), z¢€ ob(Sch)/ .
5, 9 Hy%, G BTG 2

0
On seit que l'ensemble des sous-S-préschémas de X , plats sur 8 , relevant
YJ , est vide ou principal homogdne sous l‘lomS (YO,N) = 01(Y0;N) .
0

Lemme 4.17. Sous les hypothdses précédentes, considérons pour chaque Y

relevant Y, 1lobstruction DY 6 Hom (Y_xg Y, ¥) = Cz(YO,N) définie
[o] [o]

par D Y = c(X,Y, Tol(i , 1i)).

Y};SY Y

(1,1) l §

XxSX ___Tr_)}(
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(i) Pour que Y soit un sous-S-groupe de X , il faut et il suffit

(i1) Si on fait opérer Yo pur N par fonctorialité & partir des
autonorphismes intérieurs de Y , alars DY € ZZ(YO,N) .

(1i1) Si Y et Y' sont deux sous-préschémas de X, plats sur 8,

relevant YJ('de sorte qu'est définie la dériation a(Y,Y') € C1(YO,N)) , ona

DY - DY = 3 d(y,Y")

Démontrons successivement ces diverses assertions .

4.18. Démonstration de 4.17 (i) . Si DY = 0, alors il existe un diagramme
commutatif

Tx ¥ —> 7

| v

Xxg X ——> X ,

Bone Y est stable par 1la loi de groupe de X , Pour que ce soit un sous-
groupe de X , il faut et il suffit que ce soit un groupe pour la loi induite;
or celle-ci est associative, se réduit modulo J suivant la loi induite sur

YJ qui est une loi de groupe . Conme Y est plat , on conclut par 3.3 .

4.19. Démonstration de 4.17 (ii) . Celle~ci se fait en comparant les deux

valeurs de u = ::(X,Y,,.'n'3 o(i,1,1)) calculdes dans les deux diagrammes suivants
D, = 1,2 ¢
J ? j 4

YxSYnSY Yx, Y

3 )4
(@) (i,i,i)L (i,i)f (i)f

XxsXxSX -—? XxSX -—_n,—-)-X
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=(1,m), f2=(w,1) ,'WofJ.:T\'.),:XxXxX——-)X ]

On applique chaque fois 4.13. On a donc

a ,0 b, (DY) .
;. (DY) Z,Tfo((DY ) + fzo )

]

u= a?;TTo((O’DY))+ b,

La premidre chose que l'on remarque , c'est que bf n'est autre que

J
o
Homs (fj ,N) , c'est-a-dire le morphisme déduit de fj par fonctorialité .

o] o] o]

L'identité ci-dessus devient donc, en notant a, To = 24
Jyh o J

a.- a.Hom (f (N ), J & 0,2) ~> Hom (TT*(E ), = 03)
o 3 Yo X T xxx =1 ng 3 /X 17

- &,((0,01)) + Hom(( T, 1),¥) (DY) - Hom((1,7),N) (DY) + a,((pY,0)) =0 .

On reconnalt les deux termes du milieu : ce sont les parties "DY(xy,z)" et
"DY(x,yz)" de la formule du 2-cobord . Il ne reste plus donc qu'a identifier

les deux autres termes .

I1 nous faut d'abord calculer 1l'application aj . 0Or elle provient, par image

réciproque par fj s du morphisme de Y2--modules
o]

Pamy gy 20 —> gy @ny ) =0

induit par le produit dans Y . Or ce morphisme se déerit de la manidre sui-
vante : considérons le fibré vectorlel V(g,f /X = V3 P donne par

dualité un morphisme

Z(P):sz Vx Yox Yo~—-—~)vX Yox T

s
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qui s'exprime ensemblistement par
vP) (u,v,a,b) = (u+ad(a) v,a,bd).

Ceci se démontre exactement ccmme le fait correspondant sur les Algébres de Lie,

c'est-a~dire sur le Module _&’_; O/ On remarque d’abord que V est muni par

S »
0
fonctorialité en Yo d'une structure de groupe dans la catégorie des fibrés

vectoriels sur So 5 en vertu du lemme déji utilisé pour les Algdbres de Lie
(exposé 11, 3.10 ) , cette structure coincide avec la structure de groupe sous-
Jacente & sa structure de _(_23-module . On voit ensuite que

Z(gr /x %o %) =17 NY(/X) est lui aussi muni d'une structure de
a o -So ) 0

So-groupe qui n'est autre que le produit gemi-direct de celle de V par celle
de Yo » 11 ne reste plus qu'd identifier les opérations de Yo sur V pour

établir la formule cherchée .

Calculons maintenant les deux termes restants. Considérons 4 'abord a1((0,DY))

On le calcule par le diagramme

L = -O-Y2 ————p ( o+ 11.) L .Q.Y2
o o
. *
lf1 £
Q o]
n 803 (n+p =03
o 0
2, ( (O,D\Y’)\ L(O,DY)
i=m Qy3 y
o]

Considérant maintenant les fibrés vectoriels définis par ces différents modules
comme autant de schémas sur So et prenant les points & valeurs dans n'importe

quoi, on a, en notant (u,x,y,2z) un point de V(J) x Yi ;
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( 0 + my, z(u) ,’x,yz)

(ad(x) Y (w),x,y2) « 1
I ( 0 + DYy’ z(u) 21Xy Y z)
(ad(x) DYy’ z(u) +X3¥2) . S ] (uyx,¥,2) .

On a donc obtemu ai((O,DY)) (zyy,2) = Ad(x) DY (y,2) , ce qui est bien
le premier temme du cobord . On aurait de mlme 32((DY,0))(x,y,z) = DY(x,y),

d'ol

0= - ad(x) DY(y,z) + D¥(xy,2) - D¥(x,y2) + D¥(x,y) = d D¥(x,y,2) .

4.20, Démonstration de 4.17 (iii) . On considdre le diagramme

Yt x Y Yx¥Y Y I

{ A S |

XxX —» XxX -3 X —3p X

qui permet de calculer DY' & l'aide de DY et de a(Y,Y') .
Le calcul se fait exactement comme précédemment; nous en laissonas les détails
au lecteur. On trouve

DY (x,y) = (¥, 1) (xy) + D¥(x,y) + a(¥,Y")(y) +ad (x) a(¥,Y")(¥)
clest-a~dire
DY'(x,y) - D¥(x,y) = «ad(x) a(¥',¥)(y) + a(¥",¥) (xy) - a(¥',¥)(x)
=94(r,Y) (v .
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Théordme 4.21. Soient S un préschéma, I et J deux idéaux nilpotents ,

sur S telsque I 3 J, I.J = 0, Soient X un S-groupe lisse sur

g et YJ un_sous-S ~groupe de X, ( = sous-préschéma en groupes) , plat et

localement de presentatlon finie sur S + Considérons le So-foncteur en

groupes commutatifs No défini par

HomS (z, N Hom (EY /X 2, -Z ’ g,mo Qz), ZGOb(Sch)/Sol

o -S =S
o]

sur lequel Yo opére par l'intermédiaire des automorphismes intérieurs de Xo .

(1) Pour qu'il existe un sous-S-groupe de X , plat sgur S, qui

se réduise suivant Y. , il faut et i1 suffit que les deux conditions suivantes

J

soient vérifides

(i1) I1 existe un sous-préschéma Y de X, plat sur S, relevant

. (condition automatiquement vérifide si Y st affine (4.6 M)

2
(i2) Une certaine obstruction canonique, élément de H (YO,NO) ,

est mulle .

(ii) Si les conditions de (i) sont satisfaites, 1'ensemble des

sous-S-groures de X , plats sur S et se réduisant suivant T; est un enacmble

principal homogéne sous le groupe Zl(Yo,No) .

En effet, la condition (i1) est nécessaire . Supposons-la
vérifide et soit Y plat sur S relevant YJ « I1 nous faut chercher un Y!
relevant sussi Y, tel que A0Y' = 0 (417 (i)) . Mais cela revient &

chercher un d4(Y, Y') €& C (Y ,N) tel que DY = 3 d(Y,Y') (4.17 (iii)).

Soit ¢ EEH2(Y°,N°) la classe image de DY qui est un cocycle par 4.17 (ii) .
Elle ne dépend pas du choix de Y d'aprds 4.17 (iii) , et sa nullité est
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nécessaire et suffisante 2 1'existence d'un d(Y,Y') vérifiant 1'équation
précédente. Ceci démontre (i) . Si on a maintenant choisi Y tel que
DY = 0, l'équation & résoudre s'écrit b a(Y,¥') = 0, ce qui démontre

(i1)

Remarque 4.22. Notons que Iy /X est de présentation finie sur So .
oo

Dono le foncteur No g'écrit sur la catégorie des préschémas S-plats

No = W(Hom (P_Y /X
—So oo

, 1)

Il en résulte des isomorphismes :

2 ~ 2
B (TN ) 2 B (Y, Homy (ay ;5 5 L))
=5 o ©0
0
1 ~ ol
Z (YO9N°) & 2 (YO’ EQQO (Lly/x ’ i)) .
-So o o

4.23. Toujours sous les hypothéses de 4.21 , nous allons maintenant étudier
comment l'ensemble des Y relevant YJ , se comporte vis-a-vis de la conjugaison
par des sectionsde X . Si x est une sectionde X sur S induisant la
section unité de X;, 1'automorphisme intérieur Int(x) défini par x
transforme sous-groupes plats de X relevant YJ en sous-groupes plats de

X relevant YJ « Or, sous les conditions de 4-.-21 (i1), 1'ensemble de ces
BOUS=~ZTOUpe S e;’c principal homogéne sous Z1(Y°,No) s nous allons voir qu'il
existe alors un sous-groupe de Z1(Y0,No) tels que deux sous-groupes de X,
plats sur S, et relevant Y; soient conjugués (par des x € X(8) induisant
1'unité de X(SJ)) si et seulement si leur "différence” dans Z1(Y0’No) est
un élément de ce sous-groupe . Dans les meilleurs cas , nous montrerons que

ce dernier n'est autre que B1(YO,NO) , donc que l'ensemble des sous-groupes Y
de X plats, relevant YJ , modulo conjugaison par les x € X(S) induisant
1'unité de X(SJ) , est vide ou principal homogine sous g’ (YO,NO)

(proposition 4.36 ).
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4,24, Soit Y un sous-groupe plat de X, se réduisant suivant TJ. Rappelons

que nous avons introduit en 0,5 le foncteur L0X (resp. LoY) défini par

1'identité par rapport au § -préschéma variable T :

Hom, (T,Lox) = Hom x c/s s J ®9 Or )
) 5,

(resp. de méme en remplagant X par Y) .

Or ona:

Lemme 4.25. 11 existe une suite exacte canonique de Yo-modules

d D 1 1
+) % /x —> -‘f-)-xo/sc --———>--—“‘--’--§r0/s0 — 0

possédant les propriétés suivantes :

(1) Par image réciproque sur Y , d donne le morphisme D de
4,8 , (iii) .

(i1) 81 X, et Y sont lisses sur S , alors d est injectif .

Comme les deux ' sont alors localement libres de type fini , il en est

de mlme de I, /X et la suite est localement scindée .
0

D'aprés SGA 1 II, formule (4.3 ) , il existe une suite exacte

canonigue de Q_Y—modules
o]

1

/x———> /s 2 g1r----3"--‘-"-1ro/s —> 0
—Xo o o

Comme cette suite est invariante par les translations de Yo s elle provient

d'une suite (+) sur S, per image réciproque par la projection de ¥

sur So » Faisant maintenant agir les automorphismes intérieurs de Yo y ON

voit que (+) est une suite exacte de Yo-modules . Comme (+) devient exacte
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par tensorisation avec QY » elle est déja exacte (Yo est fidélement plat
sur So) . Pour la méme raison d est injectif si et seulement si D 1'est .

Le reste résulte de SGA 1 II 4.10.

4.26. Pour tout So—présohéma T, (+) donne par fonctorialité une suite

exacte de groupes abéliens

d
T
0 > HomSO(T,LoY) —_ HomSO(T’LoX) - Homso(T,No) .

En particulier, prenant pour T 1les puissances cartégiennes de Yo ’

on en déduit une suite exacte de complexes de groupes abéliens :
0o —» ¢ (¥,L,) —> c(¥,L ) ——->d* ¢*(x ,v)
o’ oY o’ ToX oo !
et en particulier, un diagramme commutatif
dO

o] (o} (o]
0 — (Y L) —» C(¥, L) — CO,N)

? P $

1 1 a! 1
0 w2 C (YO,LOY) — C (YO,LOX) ——p C (YO,NO) .

o 0 ,
Remarquons que C (Yo’LoY) (resp. € (YO,LOX)) n'est autre que
HomS (so’LoY) (resp. ...) clest-i-dire le groupe des sections de Y

o
(resp. X) sur S induisant la section unité de XJ . Notons aussi que al
n'est autre que le morphisme A de 4.8
Y
o

(iii) , ou ]Y : Yo —_— Xo est 1'immersion canonique .
0

Lemme 4.27. BSous les conditions de 4.2t pouwr S, 1, J et X, soit ¥

) 0
un_sous-groupe de X , plat sur S5 et relevant Y, . Soit x EC (Yo’LoX)

une sectionde X sur S induisant la section wnité de XJ . Alors
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(1, nt(x)Y) € c‘(Yo,No) est donné par la formule

a(Intx)Y,Y ) = B x = d’)x .

En effet, posons Y' = Int{x) Y , Par la formule

xyr = xyx iy ly = (x-8() ) y
=-(a x)(Y)‘y )

on voit que ¥' peut se décrire comme l'image de Y par le morphisme composé

(cf. 4.8 (iii) ) :

(“"a X, ly)

Y ————> L)'CXSX —> X

5i iY désigne 1'immersion canonique de Y dens X, on a par 4.8 (iii) ,
et le résultat précédent :

(XY, It () 0 4,) = o(XY,i) = - a9 x .

Mais Int(x) o iY se factorise par Y!

par définition et le premier terme
est nul ;

; par 4.8 (ii), on a C(X,Y’,iY) = d(Y',Y). Cela entraine
ar'y) = a'a x.

Coroll

aire 4.28. Pour que deux sous-groupes Y et Y' de G, plats sur S

et relevant YJ. , soient conjugués par une section de X sur S induisant la

section unité de X; » 1l faut et 11 suffit que d(Y,Y') € 3 d° (¥ _,L ;)
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Corollaire 4.29. Si d° est surjectif sy ¥ et Y' comme ci-degsus sont

conjugués par une section de X sur S induisant la section unité de XJ

—

si et seulement si d(Y,Y') € Bl(YO, No)

Corcllaire 4.30. Soit Y comme dans 4.27 ; l'ensemble des conjugués de ¥

par des sections de X sur S induisant la section unité de X est iso-

morphe CO(YO/L )/Ker a'd =a'd °x Ioy) o

Remarquons meintenant que C°(Y o/LoX> / Ker 613 se calcule uni-
quement & 1'aide du carré de gauche du diagramme commutatif de 4.26. Il en
résulte en particulier que 1'on peut aussi le calculer dans tout diagramme du
méme type ayant le méme carré de gauche . Considérons en particulier le
f t s .

oncteur Lox/LoY au-dessus de So défini par

Hom, (T,LoX/LoY) = Homg (T,Lox)/Homs (T,Loy) .

S
o
On a un diagramme commutatif

0 O o]
0 —>» ¢ (LOY) —> (LOX) —_3 C (Lox/LoY) —3 0

y v 0

1 1 1
0
—> C (LOY) - C (LOX) — C (LOX/LOY) —3 0 |,
d'oli par la remarque précédente :

Corollaire 4.31. Soit Y comme en 4.27 ; 1'ensemble des conjugués de Y

per des sections de X sur S induisant la section unité de X; est iso~

morphe & -

-9 CO(LOX/ LoY) = CO(LOX/ LoY)/ HO(YO’LOX/ LoY)
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Corollaire 4.32. Supposcns de plus So affine et Lie(Y c/so) localement libre.

Si on note F_ = L1e(X°/So)/Lie(Yo/So) ®Q J » ON a

S
o]

- Q
E=T (so,go)/H (Y,E ) .
En effet , on a pour tout T au-dessus de So une suite exacte

0 —> HomSO(T,LOY) —_— Homso (ML, —wE) @ .

Par le raisonmement qui nous a servi & prouver 4.31 , nous pouvons calculer
E comme 1'image de CO(YO,LOX) dans C?(YO,W@)} . Mais conme 3 est
affine , CO(YO,LOX) —> CO(YO,W®) est surjectif et on trouve bien le
résultat annoncé .

Corollaire 4.33. Soient S, I , J et X comme en 4.21. Supposons
S effine . Soit Y un sous~-groupe diagonalisable de X . L'ensemble des
soug-groupes de X , conjugués de Y par une section de X sur S induisant

la section unité de XJ, est isomorphe 3

ad(Y )
E =T (5, , Le(X/s )/Lie(x /s)  °) *r(s_,0, ) N, -

En effet, on écrit par I 4.7.3, (cf, 2.13)
ad(Yo)
Lie(X/8) = Lie(x/s) © R .
ad (Y )

, . . )
Comme Y est commutatif ona _I_;_:_L_e_(YC/So) Cc _L_l_e_(Xo/So) , donc

ad(Y )
F, = Qe(x/s)  ° /ue(r/s))e i ® R =1,
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ad(Yo)

F
4 =

ad(Y )
= (Lie(x/s ) °/_1£g(ro/so)) 2 J .

Par 4.32 , on adonc E [ (:-3o + R ® J) . Retournant & la définition de

R, on a temminé .

Corollaire 4.34. Soient S, 1, J et X comme en 4.2%. Supposons §

affine . Soit Y un sous-groupe diagonalisable d¢ X . Si x € X(S) induit

la section unité de XJ et normalise Y , alors il centralise Y .

Cela résulte immédiatement de la comparaison du corollaire précédent
et de 2.14. En effet, 4.33 montre que les éléments de CO(YO,L
respectent globalement Y gont les éléments de HO(YO,LO

oX) qui

X) , et on a vu en
2.14 que ce sont ceux-li mdme qui agissent trivialement sur 1'immersion

canonique ¥ —> X .,

4.35. Revenons 4 la situation générale de 4.21 et supposons YJ lisse

sur SJ + Alors (SGA 1 II 4.10), tout sous-préschéma Y de X relevant

YJ et-_p__l_g’g_ sera lisse sur S . De plus , par 4.25 (ii) , on a un isomor-

p-h-isme de Yo-modu.les :
v . .
oy O/XO = Lie(X C/so)/zae(xo/se) .

Proposition 4.36. Sous les hypothdses de 4.21 , supposons de plus YJ lisse

sur SJ _e_t_ So affine . L'ensemble des sous-S—-groupes Y g_g_ X gla?t-s (ﬂ

lisses-)— gur S , se réduisant suivant YJ , modulo conjugaison par des sections

¢_i_e_ X sur S induisant la section unitg de XJ , est soit vide , soit un

ensemble principal homogine sous le groupe

H’(yo,;,_ig(xo/so)/;_i_e_(Y /5. 0, i) .

I1 nous suffit de vérifier que le corollaire 4.29 s'applique ,



155

¢tegt-d-dire que

(o]

d” : Hom (_02.1 y &) ——> Hom (n y )
% A% o 1%

est surjectif . Or cela résuite de ce que la suite (+) de 4.25, (ii) ,
est scindée, So étant affine .

Enongons enfin un corollaire commun & 4.21 et 4.36 , qui sera ,
en fait, la seule forme sous laquelle nous utiliserons par la suite les

résultats généraux de ce numéro .

Corpilaire 4.37. Scient S un préschéma et So le sous-préschéma fermé
4éfini par un iddel nilpotent I . Soient X un S-groupe lisse gur S,

et YO un scsus—So-groupe de XO y plat sur So .

(i) si S, est affine , Y lisse ur S , et si

B (Y ,Lie(X /S )/Lie(Y /5 ) 2 ™y <o

o

pour tout n ) 0, deur sous-S-groupes de X , plats (ou lisses) sur S, se

réduisant suivent Yo » sont conjugués par une section de X gsur S induisant
la section unité de Xo .

(i1) si Y  est affine et de présentation finie et si

Ha(Yo,ggu_;Qs (QYO/XO,;"“/;.““Z ) = 0

pour tout n » 0, il existe un sous-S-groupe de X , plat sur S, se rédui-
sant suivant Yo .
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4.38. Il nous reste & relier les trois constructions que nous avons faites
dana cet exposé . Pour éviter des complications innessentielles , nous nous
placerons dans la situation suivante : So est le spectre d'un corps k ,

S est le spectre des nombres duaux D(k) , X est un S-groupe lisse sur S,

Y un sous-S-groupe , affine et lisse sur S . On a une suite exacte de

k~egpaces vectoriels :
0 . i . 4 v
ey Lie ¥ ceip Lie X ——-)_I_)Y —>0,
© - ° o/xo

donnant naissance & une suite exacte de cohomologie (oh on dcrit Hl( )
i
pour E (Y, )):

.0 o]
0 ——» B°(Lie Y) ——3> B°(Lie x) 3 5 HLie X /Lie Y )
L—)H’@'_Y)—-}i&a’@ﬁx) a4 ) LA B (Lie Y )
ie o ie X —_— (EYO/XO — e I J

Or ces divers groupes ont tous une signification géométrique .

a) Ho(_L_:i.Q_YO)
b) E°(Lie X)

e) H(Lie X/Lie Y ) = Lie Norm (Y) /LieY —, (id.).

_ggcm:(y)o par {Exp. II 5.2.3) .

]

Lie Centx('i')o , (id.) .

100 s ) .
d) H'(Lie Y) = Lie Aut gr.(Y)o/ Inlie Y
ou Imlie Y désigne 1'image de Lie Y par Lie (Int) = déduit de

Int ¢ ¥ ————3 put _gr'(z) :

cela résulte aussitdt de 2.1 et II 4.2,
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e) H1(L_i_§_ xo) groupe des déviations entre homomorphismes Y —-» X
prolongeant 1'immersion canonigue i0 : Yo —)XO y

modulo les déviations obtenues par 1l'action des automorphismes
intérieurs de X définis par des éléments de X(S) donnant
1'unité de x(so) (c'est-i~dire des éléments de Lie X ).

(cfy 2.1 et 1.2.2) .

v
f) H1<£Y /X) = groupe des déviations entre sous-groupes Y' de X,
° 0 plats sur S , prolongeant Yo , modulo les déviations
obtenues par 1'action des automorphismes intérieurs de X

construits comme précédemment. (cf. démonstration de 4.21 ).

g) HZ(LE. Yo) = groupe des déviations entre structures de groupe sur Y
prolongeant celle de Yo , modulo les S—automorphismes
de Y induisant 1'identité sur YO (cfe 3.5) &

Nous proposons maintenant de montrer comment on peut expliciter les
6 morphismes de la suite exacte précédente dans 1'interprétation géométrique que

nous venons de donner .

1) i° et a° ne sont autres que les morphismes obtenus par passage &
TAlgdbre de Lie (puis par passage au quotient pour a°), & partir des mono-

morphismes canoniques :
Cent(¥Y) —> CentX(Y)  — NormX(Y) .

C'est en effet ce qu'il résulte immédiatement de la définition des iden-

tifications a), b), et c) .

2) On construit 8 ® ainsi . Soit x € Lie NomX(Y) 0/_L_i£ Y . Relevons-le
en un x € Lie Normx(‘l)o c NomX(Y) . Alors Tnt(x) définitun automorphisme

3 . ‘o . rd ré s .
de Y induisant l'identité sur Yo , donc un élément de Lie _Aﬁs_ gr.(Y)o
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' , . .
Notons Int(x) 1'image de cet Slément dans Lie Auts gr.(Y)o / Im(Lie Yo) .

Alors on a :

30(1) =--I_H'R-JE) = Inth 1)

' re I3 >
Bn effet , calculons 1'élément de Lie Auts ar (Y)o défini par

Int(x) . Il correspondra par définition & un élément a de z’(Yo,L;g Y ) tel
que Xy x-1=a(yo) y » y€Y¥(S') , 8" —/>8 ., Mais ceci s'écrit

aussi a(yo) =xy x_ly_l =x - ad(y) x = - 9 (x)(yo).

3) Soit u un élément de Hl(Lie Yo), image canonique d'un

u € Lie Auts_gr(Y)o < Autg (V)

-Alors, si i : Y —>X est 1l'immersion canonique, on a :
1,-
i €u)=d(i,uvuo0i) .

En effet, d (1, uo i) est défini comme 1'image d'un &élément
d € Zl(Yo,Lig Xo) tel que i u(y) = d(yo)i(y) . Or u est défini
comme 1'image d'un élément v € Zl(Yo,Lig Yo) , tel que u(y) = v(yo) y .
On peut donc choisir d(yo) = 1i v(yo) , ce qui démontre la relation

annoncée,
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by 1 K )
4) Soit a{i,i') 1'image de la déviastion d(i,i') dans E (Lie xo) , ou
i' : ¥ —>» X est un homomorphisme de groupes relevent io + Soit
a(Y,i'(Y)) 1'image de la déviation d(Y,i'(Y)) dans H’(_l_q_Y /x) .
¢ 0

Alors

a'@4,i)) = @) .

Cela résulte sans difficultds de 4.8 (ii) et (iii) , en

raisonnant comme dans la démonstration de 4.27 .

5) Soit enfin Y' un sous-groupe de X , plat sur S et relevant Yo .
On a supposé que Yo est affine . Alors on sait que Y et Y' sont
isomorphes comme préschémas étendant Y (3.6 ), donc qu'il existe un

isomorphisme de S-préschémas
f:Y > 1!

induisant 1'identité sur Yo . Transportons par f 1la structure de groupe

de I' et soit Y1 le groupe obtenu (qui a donc Y comme préschéma sous-
jacent) . Alors

3T,y - E(Y,Y1) .

En effet, d(Y,Y1) est défini comme 1'image d'un b € ZZ(YO,E._Q Yo)

tel que f'l(f(y) £(y") = blyy' dyy .
Dfun autre cdté, d(Y,Y') est défini comme 1'image dans H1(YO,L_ie_ xo/;.le_ YO)

d'un a E_Z1(Y°,L_:§._§ Xo) tel que f£(y) = a(yo) y . Calculant b, on

trouve aussitdt :

- ~1
bly,vl) = alyy') 1 aly )y ay' )y’ ry)” =23 a (y,y')



EXPOSE v

TOPOLOGIES et FAISCEAUX

par M, DEMAZURE (*)

Cet exposé est destiné & faire comnaitre au lecteur l'essentiel du
langage des topologies et des faisceaux (sans cohomologie), particulidrement

commode dans les questions de passage au quotient (entre autres).

Les trois premiers paragraphes développent le langage du passage au
quotient. Le quatridme, qui est la partie centrale, est 1t'exposé de la théorie
des faisceaux, orienté principalement vers 1'application eux questions de quo=-
tients; le cinquidme est une application au passage au quotient dans les grou~
pes et aux fibrés principaux homogénes. Le dernier paregraphe concerne plus
gpécialement la catégorie des préschémas, et définit diverses topologies utiles

sur cette catégorie.

Le Jecteur se référera utilement & [AS] y [MA] ’ [D] y et SGA 4 ;
[D] en ce qui concerne spécialement les applications des topologies & la
la théorie de la descente, et SGA 4 pour les questions d'univers {(parti-

culiérement maltraitées dans cet exposé),

(*) Ce texte développe la substance de deux exposds oraux de A. GROTHENDIECK, en
complétant ces derniers sur plusieurs points importants, qui avaient été passés

sous silence ou i peine effleurés.
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1. Epimorphismes effectifs universels

Dans la suite de cet exposé, on suppose fixée ume catégorie C .

Définition 1.1. Un morphisme uw:T-»S est appelé un épimorphisme si,pour tout
objet X, l'spplication correspondante

x(8) = Hom(S,X) = X(T) = Hom(T,X)

est injective » On dit que u est un épimorphisme universel si pour tout morphisme

S!'-%3 , le produit fibré T'sTxSS' existe , et u': Tt—>S! egt un épimor-
phigme .

Définition 1.2. Un diagramme
u 1
L—3»B 3¢
V2

d'applications d!ensembles est dit exact si u est injectif et si son image

egt formée des é1éments b de B tels que vl(b)-_-vz(b) « Un diagramme de méme

type dans C est dit exact si pour tout objet X de € , le diagramme d'ensembles
correspondant

A(X) = B(X) =3.c(X)

est exact ; on dit aussi alors que u fait de A un noyau du couple de fldches

(vl,va) . Dualement, un diagramme

V.
¢ =381
\

dans € est dit exact, s'il est exact en tant que diagramme dans la catégorie

2

opposée Q_o » i.e. si pour tout objet X de C , le diagramme d'ensembles cor-

respondant

x(a) —> x(8) =3 x(¢)
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est exact + On dit ausei que u fait de A un conoyau du couple de flidches

(Vl ’v2) .

Définition 1.3. Un morphisme w:T-»S est appelé un épimorphisme effectif si

le carré fibré TxST oxiste, et si le diagramme

pT, a
Tx T —=3 T —55
pT,

est exact, i.e. si u fait de S un conoyau de (prl,prz) . Ondit que u est

un épimorphisme effectif universel si pour tout morphisme S'-»S , le produit

fibré T':—.TxSS' exigte, et le morphisme u':T'—3»S' est un épimorphisme effectif,

On a évidemment les implications :

épimorphisme effectif universel = épimorphisme effectif

\ U

épimorphisme universel ==>  épimorphisme ,

mais en général aucune autre implication n'est valable .

Lemme 1.4. Considérons des morphismes UJ-) T -B-) S . Alors

8) u,v épimorphismes =¥uv épimorphismes =% u épimorphiame ,

b) uw,v épim. univ.=> uv épim. univ. et u gquarrable = u épim. univ. .

On reppelle qu'un morphisme wu:T->S est dit guarrable si pour tout mor-
phisme S'-35 , le produit fibrd TxSS' existe . Le lemme 1.4 est trivial sur
les définitions » On en conclub :

Corollaire 1.5, Soient w:X-)Y et u':X'-»pY' des épimorphismes universels,

tels que YxY' existe , alors XxX' existe et wxu':XxX'-»YxY' est un épimor-

phisme universel.
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Notons aussi

Lemme 1.6, Soit u: X-»Y un morphisme dans _Q_/s ; pour que ce soit un épimor-

phisme (resp. épimorphisme universel, resp. épimorphisme effectif, resp. épimor-

phisme effectif universel), il suffit que le morphisme correspondant dans C le

soit, et c'est aussi nécessaire si on suppose que S est un objet quarrable de

G, i.e. que son produit par tout objet de C existe .

Démonstration immédiate laissée au lecteur. On utilise 1'hypothése
'S quarrable" pour interpréter les C-morphismes d'un objet Y dans un objet

Z , comme étant les C /S-morphismes de Y dans ZxS .,

Lemme 1.7. Avec les notations de 1.4:

u,v épim. effectifs et v épim. univ. =D uv épim. effectif .

Pour le voir, on considdre le diagramme

On note que par hypothése, la ligne 1 et la colonne 1 sont exactes, et qu'en ver-
tu de 1.5 et 1.6, VXLV est un épimorphisme (v étant un épimorphisme uni-
versel) .« La conclusion en résulte par un disgram-chaging évident : si un é1é-
ment de X(U) a nfmes images dans X(UxSU), il a a fortiori mémes images dans
X(UxTU), donc provient d'un élément de X(T) puisque la colonne 1 est exacte .
Comme la ligne 1 est exacte , il suffit de vérifier que 1'élément envisagé a mbmes
images dans X(sz‘l‘), et comme VXV est un épimorphisme, il suffit de vérifier

que les images dans X(stU) sont les mBmes, ce qui est bien le cas .
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Proposition 1.8. Considérons des morphismes U—‘-’-; T -»B—,S . Alors

w,v épim. effectifs univ. =puv épim. eff. un. et u quarrable Hu épim. eff.univ

La premidre implication résulte aussitdt de 1.7. Pour la deuxiéme , on

regarde le diagramme (de type "bisimplicial") :

S &—T &= sz’l‘

N

TU‘F—-» Ux S’I‘ £ Ux STx ST
U &

st (-UxSUxST @”UxSstTxST
Les colonnes 1,2,3 sont exactes en vertu de l'hypothése "vu épimorphisme
effectif universel", la ligne 2 est exacte, car UxST ~»U est un épimorphisme
effectif (car il a une section sur U), et il en est de méme de la ligne 3
(m&me raison). Un diagram-chasing évident montre alors que la ligne 1 est exacte,
i.e. u est un épimorphisme effectif. Comme les hypothtses faites sont invariantes
par un changement de base quelconque S'-=»S , il s'ensuit que u est méme un

épimorphisme effectif universel .

Corollaire 1.9. Soient wX-»Y et u':X'-»¥' des épimorphismes effectifs

universels, tels que YxY'! existe; alors XxX' existe et wm't XxX'— YxY! est

un épimorphisme effectif universel .

Démonstration comme pour 1.5 par le diagramme

Y €— !

7 f
X E— Ky §— XxX!
|

~

J ,
¥ é——’fx‘f"ﬁ{u
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Corollaire 1.10. Considérons un morphisme quarrable uw:T—>S , ¢t un morphisme

de changement de base S'=»5 , qui soit un épimorphisme effectif universel.

Pour que u soit un dpimorphisme effectif universel, il faut et suffit que
u':T’:TxSS'--)S' le soit .

v ' Seul le "il suffit" demande une démonstration .
T e T
u J, ,Lu' Or si u' est un épim. eff. univ., il en est de méme
3 (_v___,S' ,
de vu' gréce 4 1.8, et comme vu' = uv'y on conclut

par 1.8 gue u est un épim. eff. univ.

Remarque 1.11. Le m@me raisonnement montre que dans 1.10 on peul remplacer
épimorphisme effectif universel" par "épimorphisme universel" ou "épimorphisme
universel et effectif", ou simplement par "épimorphisme" (et dans ce dernier cas,

1'hypothdse "u quarrable" est évidemment inutile) .

Dang la démonstration de 1.8 nous avons utilisé le résultat suivant,

qui mérite d'8tre explicité :

Proposition 1.12. Soit w:T—9S un morphisme qui admeite une section. Alors u

est un épimorphisme, et si Tx_ T existe, c'est un épimorphisme effectif, et un

S
épimorphiasme effectif universel si de plus u est quarrable .

La premidre assertion est contenue dans 1.4 a), et la troisidme va
résulter aussitdt de la seconde, qu'il suffira donc d'établir. En fait on a une
conclusion plus forte : pour tout foncteur F: _C_o —> (Ens) (non nécessaire-

ment représentable), le diagramme d'ensembles
FS)—=r(n3 F(TxST)
est exact . Coci peut &tre considéré comme un cas particulier du formalisme de
la cohomologie de Cech (en dimension O !) que nous nous contentons de rappeler ici.

Supposons gimplement que TxST existe, on pose alors

8°(1/8,F) = Ker (F(T) =3 F(TxgT))
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On peut regarder H°(T/S,F) de fagon évidente comme un foncteur contravariant en
l'argument T wvariable dans C /s ! tout S-morphisme T'w—3pT définissant une
application

(+) B°(1/8,F) — BO(T!/8,F) .

Fixons T et T' dans E/S’ Un calcul bien connu montre que s'il existe

un S-morphisme de T' dans T , l'application correspondante (+) est en fait
indépendante du choix de ce morphisme, de sorte que HO(T/S,F) peut &tre regardé
comme un foncteur sur la catégorie associée & l'ensemble Ob G /s préordonné par
la relation de "domination" (7' domine T s'il existe un S-morphisme de T
dans T) . En particulier, si T et T' sont isomorphes dans cette dernidre
catégorie, i.e. si chacun domine 1'autre, alors (+) est un isomorphisme d'en-
sembles . Ceci s'aspplique en particulier au cas o T!' est l'objet final de

g /S s i.e. essentiellement S lui-méme; de toutes fagons T domine T'=S , et
1'inverse est vrai précisément si T/S a une section. Cela établit 1.12 sous la

forme renforcée annoncée .

Remarque 1.13. Pour diverses applications, les notions introduites dans le pré-
sent exposé, et les résultats énoncés, doivent se développer plus généralement

relativement & une famille de morphismes ui:Ti--)S de mbme but {au lieu d'un

seul morphisme w:T-»S) . Ainsi, une telle femille sera dite épimorphique si

pour tout objet X de C , l'application correspondante

x(s) — T 1 x(7 )
i

est injective, et on introduit de méme 1a notion de famille épimorphique effective ,
et les variantes "universelles” de ces notions . Nous admettrons au besoin, par la
suite, que les résultats du présent exposé s'Stendent i cette situation plus
générale .

Remarque 1.14. Tout morphisme qui est & la fois un monomorphisme et un épi-

morphisme effectif est un isomorphisme. En effet, dans les notations de 1.3, le
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fait que T -85 soit un monomorphisme entraine que les deux morphismes
. —
prl, pr, * szT pu— g
sont égaux (et sont des isomorphismes). Or un disgramme
v u
c—3 B—>4

n'est exact que si u est un isomorphisme, comme il résulte immédiatement de la

définition .

2. Morphismes de descente .

Rappelons les définitions suivantes :

Définition 2.1. Soient f: S'wpS un morphisme tel que S“=S'xSS' existe ,
et soit u':X'-»S' un objet sur S' . On gppelle donnée de recollement sur

X'/s' , relativement & f » un isomorphisme

c qu,}fz'

oh X'i (i=1,2) dégigne l'imi_ge inverse (suppoeée exister) di X'/S' par la
projection pT, S"~%S' . On dit que la donnde de recollement c est une

donnée de descente si elle satisfait 1la "condition des cocycles"

pr3’l(c) = pr3,2(c) Pr2,1(°)

ou PTy (1€J (i §3) sont les projections canoniques de S"' = S'x8'x.S"

dans S" (N.B. on suppose maintenant que 8"' existe é_galement) y O

pry j(c) est l'image inverse de ¢ , congidéré comme un S"'-morphisme de
14
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X;]'_' dang X'._i' » et ol pour tout entier k entre 1 et 3, X]';' désigne 1l'image

inverse (supposée exister) de X'/S' par la projection d'indice k sS" 3,
de, bl %

Dans la deuxidme partie de la définition, on a donc utilisé des identi-
fications et abus d'éeriture d'usage courant, que l'expérience prouve &tre inof-
fensifs, mais qu'il convient évidemment d'éviter dans un exposé rigoureux de la
théorie de la descente, (qui doit précisément justifier dans une certaine mesure
ces abus de langage courants). Un tel exposé en forme ([D] ) a été rédigé par
GIRAUD, {en vue de justifier et de préciser SGA VII, qui n'a jamais été rédigé) .
Pour un exposé détaillé des résultats de descente fidelement plate dont il
sera fait un usage constant dans le présent Séminaire on pourra consulter
SGA 1 VIII ,

Soit toujours f:S'—S un morphisme tel que S":S'xSS' existe, et
soit X un objet sur S tel que X' = XxSS' et X" = XxSS" existent ; alors
les imsges inverses de X' par pr, (i=1,2) existent et sont canoniquement
isomorphes , et par suite X!/S' est munie d'une donnée de recollement canonique
relativement &4 f . Lorsque S"' et X"! = XxSS"' existent , c'est méme une
donnée de descente + Si Y est un autre objet sur S , satisfaisant sux mémes
conditions que X/S , alors pour tout S-morphisme X-»Y , le S'-morphisme
corregpondant X'-»Y! est "compatible avec les domnées de recollement' ceanoni-

ques sur X',Y' . Si en particulier S'=»S est un morphisme guarrable , alors
XHX’:XxSS'

est un foncteur de la catégorie Q_/s dang la "catégorie des objets sur S!
munig d'une donnée de descente relativement & f" = catégorie dont la définition
est laissée au lecteur, et qui est une sous-catégorie pleine de la "catégorie des

objets sur S' munis d'une donnde de recollement relativement & f" ,

Ceci posé :



169

Définition 2.2. On dit qu'un morphisme f£:S'-»S esgt un morphisme de descente

(resp. un morphisme de descente effective) si f est quarrable (é.g. pour tout

X983, le produit fibré XXSS' existe) , et si le foncteur précédent

X&—%X':XXSS' de la catégorie Q/S des objets sur S5 , dans la catégorie des

objets sur 3' munis d'une domnée de descente relativement & f , est pleinement

fiddle (resp. une équivalence de catégories) .

On notera que la premidre de ces deux notions peut s'exprimer & 1l'aide
de la seule notion de donnée de recollement (donc sans faire intervenir le produit
fibré triple S"'), f &tant un morphisme de descente si f est quarrable et
Xp3X!' est un foncteur pleinement fidéle de la catégorie g,s dans la gatégorie

des objets sur S' munis d'une donnée de recollement relativement & f . Quand

on explicite cette définition, on constate que cela signifie que pour deux objets

XY sur 8, le diagramme d'ensembles suivant

P
(x) Homg (X, Y) ——Homg, (X*,¥1) 3% Hong, (X",Y")
P
2

est exact, ou pi(u') désigne l'image inverse de u'€ Homs,(X',Y') par la
projection pT,: S"w3 S' , pour i=1,2 ; en effet, le noyau du couple (pl,pz)
n'est autre par définition que 1'ensemble des S'-morphismes X'ma Y'! compati-

bles avec les données de recollement canoniques.

Notons que,par définition des images inverses Y',Y" , on a des bi-

jections canoniques
Homs,(x',Y') o~ HomS(X',Y) , Homs,,(m',Y")zHoms(x",r) ,
de sorte que l'exactitude du diagramme (x) équivaut & celle de

(xx) Homs(x,y) ——QHomS(X',Y) p— HomS(X",Y) ,

obtenu en appliquant Homs(-,Y) au diagramme dans Q/S :
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(xxx) ™ —32 X —s X

qul est déduit de

g" —P gt ——y §

par le changement de base X-—9S5 . Cela prouve, compte tenu de 1.6 , la pre-

midre partie de @

Proposition 2.3. Scit f£:S'-» S un morphisme . Si c'est un épimorphisme effectif

universel, c'est un morphisme de descente, et la réciproque est vraie si S est un

objet quarrable de C (i..e. son produit par tout objet de C existe) .

Reste A prouver que si f est un morphisme de descente, c'est un
épimorphisme effectif universel, c'est-a-dire que pour tout morphisme X —35, le
1

diagramme {(xxx) est exact , i.e. pour tout objet Z de C , le transformé de ce
diagremme par Hom(-,2) est un diagramme exact d'ensembles. Or par hypothése

ZxS existe; soit Y 1l'objet de g/s qu'il définit ; alors le diagramme trans-
formé de (xxx) par Hom(-,Z) est isomorphe au diagramme transformé par

Homs(-,Y), or ce dernier est exact par 1'hypothdse sur f .

On peut donc appliquer aux dpimorphismes effectifs universels les ré-

sultats sur les morphismes de descente, tels les suivants :

Proposition 2.4, Soit f£:S'—>S5 un morphisme de descente (par exemple un épi-

morphisme effectif universel). Alors :

a) Pour tout S-morphisme u:X-3Y , u est un isomorphisme (resp.

un monom,) 81 et seulement si u':X —> Y' llest.

b) Soient X,Y deux sous-objets de S, X' et Y' les sous-objets

de S' images inverses des précédents . Pour que X soit majoré par Y (resp.

soit égal & Y) , il faut et suffit qu'il en soit de m8me pour X',Y' .

Pour a) , il résulte de la définition que si u' est un isomorphisme
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dans la catégorie des objets a donnée recollement, alors u est un isomorphisme ;

or on constate aussitdt que tout isomorphisme dlobjets sur S' , compatible avec
des donndes de recollement, est un isomorphisme d'objets & donnée de recollement,
i.e. son inverse est également compatible avec les dormées de recollement. Pour

b) , on est ramené & prouver que si X' est majoré par Y', i.e. s'il existe un
S'-morphisme X'e»Y' , alors il en est de m@me pour X,Y sur S . Or comme

Y' = 8', donc aussi Y" — S", est un monomorphisme, on voit que X' — Y' est
automatiquement compatible avec les données de recollement, donc provient d'um
S-morphisme X-=»Y . Notons que la démonstration vaut plus généralement quand on
8 deux objets X,Y sur S, avec Y-»S un monomorphisme, et qu'on se demande

si le morphisme X—9S5 se factorise par Y : il suffit que X'-—»8' se facto-

rise par Y!' .

Corollaire 2.5. Soient f£:5'wy S un épimorphisme effectif universel et g£:S—T

un morphisme tel que SxTS existe . Supposons que S" = S'xSS' soit aussi un

produit fibré de S!' par lui-méme sur T , i.e. s'xss'.‘!’.> S'xpS' . Alors

g ST est un momomorphisme (et réciproquement bien sur).

En effet, considérons le diagramme cartésien

$'xgS! ——) S'xS!

b )

8 — SxTS ’

ol la deuxidme fldche horizontale est le morphisme diagonal. En vertu de 1.9

la deuxidme fléche verticale est un épimorphisme effectif universel, par hypo-
these la premidre fldche horizontale est un isomorphisme, donc en vertu de 2.4
a) ou b) au choix , il en est de méme de la premiére S-» SxTS s ce qui si~

gnifie précisément que g:5S 5T est un monomorphisme .

Remarque 2.6. Les notions introduites dans 2.1 , en termes de morphismes entre

certaines limites projectives, s'explicitent de fagon évidente en termes des
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foncteurs oontrevariants définis par les objets S,5',X! envisagés : sous réserve
d'existence deg produits fibrés envisagés dans 2.1 , il y a correspondance biuni-
voque entre les données de recollement, resp. de descente sur X'/S' relativement
4 S'=»S , et les dormées de recollement, resp. de descente pour les objets cor-
respondants dans §_ = _Ho_m@o, (Ens)) . Ceci permet, si on le désire, d'étendre ces
notions au cas ol on ne fait aucune hypothese d'existence de produits fibrés dans
g

Remarque 2.7. Les notions introduites dans ce numéro se généralisent au cas de
familles de morphimmes . Elles peuvent d'autre part se présenter de maniére plus
intrins®que & 1'aide de la notion de crible (4.1 ). Pour ces questions, le lec-

teur se reportera i [D] .

3. Relations d'équivalence effectives universelles .

3.1, Relations d'équivalence : définitions .

Définition 3.1.1. On appelle C-relation d'équivalence dans X € Ob C un sous-

foncteur représentable R du foncteur X x X, tel que pour tout S E0b C,

R(S) soit le graphe d'une relation d'équivalence dans X(S) .

Cette définition s'epplique en particulier & le catégorie :C}_ . Sion
congidére X comme un objet de _6_ , on voit alors qu'une @;—relation d'équivalence

dans X n'est autre qu'un sous-foncteur R de X x X tel que R(S) soit le

graphe d'une relation d'équivalence dans X(S) pour tout objet S de c.

Si R est une C-relation d'équivalence dans X , on désigne par 1
le morphisme de R dans X induit par la projection pr; ¢ XxX—»X. Ona

donc un diagramme

pl’PZ :
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Définition 3.1.2., Un morphisme u: X—>Z est dit compatible avec R gi
up, = up, » Un objet conoyau du couple (pl,pz) est aussi appelé objet-quotient
de X par R et noté X/R .

On a donc un diagramme exact

P, P P
1¥2 R
R 3 X > X/R

et X/R représente le foncteur covariant
HomC(X/R,Z) = {morphismes de X dans 2 compatibles avec R } .

Si les objets-quotients ont été choisis dams C , le quotient X/R est unique

(1orsqu i1 existe) .

Ces définitions se généralisent aussitdt au cas d'une C-relation d'équi=-
valence dans X , mais on remarquera que l'identification des objets de C & leurs

images dans C ne commute pas & la formation des guotients , c'est-i~dire que le

quotient X/R de X par R deans C n'est pas a priori un quotient de X par
R dans C . On se gardera donc d'identifier inconsidérément C & son image dans

£ dans les questions faisant intervenir des passages au quotient.

Dans la suite, nous dirons simplement relation d'équivalence pour
-
C-relation d'équivalence; nous préciserons, le cas échéant, s'il s'agit de

C-relations d'équivalences.

Définition 3.1.3. Si X est un objet de C au-dessus de S, on appelle rela-

tion d'équivalence dans X au-dessus de S une relation d'équivalence R dans

X tel que le morphisme structural X3S soit compatible avec R .

Le monomorphisme canonique R —> X x X se factorise alors par le

monomorphiane

XxSX —_—3 Xz X
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et définit une relation d'équivalence dans l'objet X -85S de C /s ¢ Lorsque le
guotient X/R existe, il est muni d'un morphisme canonique dans 8 et l'objet
ds C /s correspondant est un quotient de X & 0b C /s par la relation d'équiva-
lence précédente . Réciproquement, si S est un objet guarrsble de € et si
Y—-S est un quotient de X par cette relation d'équivalence (dans Q/S) , alors
Y est un quotient de X par R dans C . De toutes fagons, nous n'aurons jamais

3 considérer+des quotients dans Q/S qui ne soient pas déja quotients dans C .

Définition 3.1.4. Si X (resp. X') est un objet de C muni d'une relation d'é-

quivalence R (resp. R'), un morphisme

Ui X ey X!

est dit compatible avec R et R' sgi les conditions équivalentes suivantes sont

vérifides :

(i) pour tout S €0b C , deux points de X(S) congrus modulo R(S)
sont transformés par u en deux points de X'(S) congrus modulo
R'(S) ;

(ii) il existe un morphisme R -3 R' (nécessairement unique) rendant

commutatif le diagramme

R ———>» R!

ETTIR

XxX ——-8 Xt x X! .
D'aprés la propriété universelle de X/R , il existe alors (lorsque les

quotients X/R et X'/R' existent) un morphisme unique v rendant commutatif

le diegramme

X 2 X!/R .
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Définition 3.1.5. Un sous-objet ( = un sous-foncteur représentable) Y de X

est dit stable par la relation d'équivalence R si les conditions équivalentes

suivantes sont vérifides :

(i) pour tout S € Ob ¢, le sous-ensemble Y(S) de X(S) est stable
par R(S) ;

(41) Les deux soug~objets de R images inverses de Y par 1 et P,

sont identiques .

Un cas particulier important de sous-objet stable de X est le suivant ;

le quotient X/R existe et Y est 1l'image inverse sur X d.'un sous-objet de

XR .

Définition 3.1.6. Soient R une relation d'équivalence dans X et X' -—3X

un morphisme « La relation d'équivalence R' dans X' obtenue par le diagramme

cartésien

R — 3 R
{ |

X'x X' 3 XxX

est dite la relation d'équivalence dans X' image inverse de la relation d'équi-

valence R dans X . En particulier, si X' est un sous-objet de X , on dira

que c'egt la relation d'équivalence induite dans X' par R , on la notera Rx, ’

Le morphisme X'-—~—>X est compatible avec R' et R ; on a donec, lors-
que les quotients existent, un morphisme X'/R'—3 X/R (3.1.4) . Si X' est
un sous-objet de X , nous verrons plus tard que dams certains cas on peub prou-
ver que X'/R'——)X/R est un monomorphisme , donc identifie X'/R' & un sous-
objet de X/R . Lorsqu'il en sera ainsi, 1l'image inverse de ce sous-objet dems X
sera un sous-objet de X majorant X' et -stable par R i le saturé de X' pour

la relation d'édgquivalence R .
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Propogition 3.1.7. BSi le sous-objet Y de X est stable par R, on a dewx carrés

cartésiens :

|

e
[ %N
P
o]
P
b &m0

l

Démonstration immédiate .

3.2. Relation d'éguivalence définie par un groupe opérant librement .

Définition 3.2.1. Soient X un objet de C et H un C-groupe opérant sur X

A
(c'est—a-dire muni d'un morphisme de G~groupes
H ~—aut(x) ).

On dit que H opére librement sur X i les conditions équivalentes suivantes

sont vérifides :

(i) Pour tout S €0b C , le groupe H(S) opdre librement sur X(S) .

(ii) Le morphisme de foncteurs

EHx X -—— XxX

défini ensemblistement par (h,x)jmmp(hx,z) est un monomorphisme .

(Dans la définition précédente, on a supposé que le groupe H opérait "i gauche"
sur X . On a évidemment une notion enalogue dans le cas ol le groupe opére

"3 droite", c'est~&~dire lorsqu'on s'est donné un morphisme de groupes du groupe 5°
opposé & H dans Au_‘_h_(x) ) .

Si H opéere librement sur X , l'image de H x X par le morphisme de
(ii) est une relation d'équivalence dans X dite relation d'équivalence définie

par l'sctionde H sur X. Lorsque le quotient de X par cette relation
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d'équivalence existe, on le note H\X ( X/H lorsque H opdre & droite). Il re-

présente le foncteur covariant suivant : si Z est un objet de C , ona
Hom(E\X, 2 ) = {morphismes de X dans 2 inveriants par H}

ou le morphisme f : X —32 est dit invariant par H si pour tout S €O0b C ,
le morphisme X(S) ~—— Z(8) correspondent est invariant sous le groupe H(S) .

Lemme 3.2.2. Sous les conditions de 3.2.1, soit Y un sous-objet de X .

Les conditions sulvantes sont équivalentes :

(i) Y est stable par la relation d'équivalence définie par H (3.1.5 ),

(ii) Pour tout S @ Ob C , le sous-ensemble Y(S) de X(S) est stable

sous H(S) .

(iii) Il existe un morphisme f , nécessairement unique, rendant

commutatif le diagramme

£
Hx ¥ e———y Y

| |

Hx X ——>» X .

Sous ces conditions, f définit un morphisme de C-groupes

H —> sut(Y)

et la relation d'équivalence définie dans Y par cette opération de H n'est

autre que la relstion d'égquivalence induite dans Y par la relation d'équiva-

lence définie dans X par 1l'actionde H .

Démonstration immédiate . On a évidemment un énoncé analogue pour une
"opération & droite". L'opération de H sur Y définie ci-dessus sera appelée

opération induite dans Y par l'opération donnée de H sur X .

Considérons maintenant la situation suivante : H et G sont deux
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C-groupes et on s'est donné un morphisme de groupes

Mors H opdre sur G par translations (on pose ensemblistement h g = u(h) g)
et y opére librement si et seulement si u est un monomorphisme . Le quotient
de G par cette opération ds H est noté, lorsqu'il existe, H \ G . On définit
dé mlme une opération & droite de H sur G et un quotient G/ H . Ces quo~
tients sont fonctoriels par rapport aux groupes en cause ; de manidre précise, on

& le lemme suivant, énoncé pour les quotients & droite :

Lemme 3.2.3. Soient u: H —>G et u': H'~>G' deux monomorphismes de

C-groupes . Supposons donné un morphisme de C-groupes

f: G —> G .

Les conditions suivantes sont dquivalentes :

(1) f est compatible avec les relations d'équivalences définies dans

G et G' par H ot H'.
(i1) Pour tout S €Ob L, ona £ u (H(S)) Cu'(H'(S))

(iii) I1 existe un morphisme g : H—H' , nécessairement unique et

multiplicatif, tel que le diagramme suivant soit commutatif

g
H ——— H

v

G =——>» G .

Sous ces conditions, si les quotients G/H et G'/H' existent, il existe un

morphisme unique f rendant commutatif le diagramme
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i
G —— Gt

rl e

6/H _?___., GU/H' .

La premidre partie se démontre par réduction au cas ensembliste . La

seconde résulte immédiatement de (i) .

On pourrsit traduire dans la situation présente les notions introduites
ci-degsus pour des relations d'équivalences générales. Signalons simplement le
lemme suivant dont la’ démonstration est immédiate par réduction au cas ensem~

blisgte :

Lemme 3.2.4. Soient u : H—>»G un monomorphisme de C-groupes et G' un sous~

C~groupe de G . Pour que le sous-objet G' de G soit stable par la relation

d'équivalence définie par H , il faut et il suffit que u se factorise par le

monomorphisme canonique G'—9G et sous cette cordition 1'opération de H

sur G' induite par l'opération de H gur G définie par u n'est asutre que

1'opération déduite du monomorphisme H ~3G' fastorisant u .

3.3. Relstions d'équivalence effectives universelles .

Définition 3.3.1. Soit f : X —Y un morphisme . On appelle relation d'équiva-

lence définie psr f dans X et on note R(f) , la C-relation d'équivalence

dans X image du monomorphisme canonique

Xx_YX eI XX X

Définition 3.3.2. Soit R une relstion d'équivalence dans X . On dit que R

est effective si

(1) R est représentable (i__.g. est une C-relation d'équivalence) ,

(ii) le quotient Y = ¥/R existe ,
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(11i) le disgramme

D,sP
2 P
R ——2y x P v

fait de R le earré fibréd de X au~dessus de Y , c'egt-a~dire

R est la relation d'équivalence définie par p .

81 R est une relation d'équivelence effective dans X , alors p
est un épimorphisme effectif (1.3 ) . Si f : X—>Y est un épimorphisme effec~
tify, alers g(f) est une relation d'équivalence effective dans X dont un quo-
tient est Y, Il y a donc une correspondance "galoisienne" biunivoque entre
relations d'équivalences effectives dans X et quotients effectifs de X

(i.e. classes d'équivalences des épimorphismes effectifs de source X) .

Définition 3.3.3. On dit que la relation d'équivalence R dans X egt effec-
tive universelle si le quotient Y = X/R existe, et si,pour tout Y'w>» Y, les
produits fibrés X' = X Xy Y* et R'=R Xy Y!' existent et R! est un carré
fibré de X' au-dessus de Y' . Il revient au mfme de dire que R est effective

et que p: X—»X/R est un épimorphisme effectif universel.

I1 y a donc comme ei-dessus correspondance biunivogue entre relations

d'équivalence effectives universelles dans X et quotients effectifs universels
de X .

Proposition 3.3.4. Soit R une relation d'équivalence effective universelle dans

X. Goit £ ; X—»Z un morphisme compatible avec R donc se factorisant par

gt XR—>Z . Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) & est un monomorphisme ;

(ii) R est la relation d'équivalence définie par f .

En effet, (i) entratne (ii) trivialement, la réciproque n'est autre
que 2.5.
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Définition 3.3.5. Seit H un (C-groupe opérant librement sur X . On dit que H
epére de manidre effective, ou que 1l'opération de H sur X est effective (_regp.

effective universelle), si la relation d'équivalence définie dans X par l'action

de H est effective (resp. effective universelle) .

3.4. (M)-effectivité .

Dans la pratique, il est le plus souvent difficile de caractériser les
épimorphismes effectifs universels. On dispose souvent, néarmoins, d‘'un certain
nombre de morphismes de ce type, par exemple en théorie des schémas, des mor-

phismes fiddlement plats quasi-cempacts. Cela conduit aux développements ci-dessous.

3+4.1. Enongons d'abord un certain nombre de conditions portant sur une famille
(M) de morphismes de C :

T-—S élément

(a) (M) est stable par extension de la bage : tout u
de (M) est quarrable et pour tout S'-3 S, u': T x5 §'— 8!
est é1ément de (M) .

-

(b) Le composé de deux éléments de (M) est dans (M)
{¢) Tout isomorphiame est élément de ) .

(d) Tout élément de (M) est un épimorphisme effectif .

Notons que (a) et (b) entratnent :

(a’) Le produit cartésien de deux éléments de (M) est dans M)
Soient u: XY et u': X'-Y' deux S-morphismes éléments de
M . si Yxs Y' existe, alors XxS X' existe et u xg u! est
é1ément de (M) .

Cela réaulte du diagramme
Yo% g
0 f
X € XxSY' L —— XxSX'
t
u \L \L xg u

Y (———YXSY'
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De méme (a) et (d) entratnent

(') Tout élément de (M) est un dpimorphisme effectif universel .

34442, La famille (Mo) des épimorphismes effectifs universels vérifie les
conditions (&) & (d) de 3.4.1 En effet, (a), (c) et (d) sont vérifides
par définition, (b) résulte de 1.8. Dans la suite, nous supposerons donnde une
famille (M) de morphismes de C vérifiant ces conditions : nos résultats

s'appliqueront donc & la famille (Mo) en particulier .

Définition 3.4.3. On dit que la relatien d'équivalence R dans X est de type

(M) si elle est représentable et si p, € (M) (ce qui par (b) et (c) entratne
e P, €M) ). Ondit que R est (M)-effective si elle est effective ot si
le merphiame eanonique X —»%/R est élément de (M) . On dit que le quotient Y

de X est (M)~effectif si le morphisme canonique X —>Y est élément de (M) .

I1 résulte de cette définition les conséquences suivantes :

(1) Une relation a'équivalence (M)-effective est effective universelle et de

type (M) .
Cela 1ésulte respectivement de (d), et de (a) par le diagremme
cartésien
Py
R —=3 X
wl e

I ——> 3R .

(ii) Un quotient (M)—effectif esat effectif universel .

(1) Les applications Rp=IX/R et P> _I_i_(p) réalisent une correspondance
biunivoque entre relations d'équivalences (M)-effectivesdans X et quotients

(M)-effectifs de X .

(iv) (Mo)-effectif équivaut & effectif universel .
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3.4.4. Soit H un S-groupe dont le morphisme structural soit élément de (M) .

Mors si H opére librement sur le S-objet X, il y définit une relation d'équi-
valence de type (M) . En effet par (a) 1le produit fibré H Xg
pr, : Bxg X—X est élément de (M) . On dira que 1l'opération de H est

X existe et

(M)~offective si la relation d'équivalence définie dans X par cette opération
est (M)-effective .

Proposition 3.4.5. (M)-effectivité et changement de base . Soit R une relation
d'équivalence (M)-effective dans X au-dessus de S . Posons Y = X/R . Soit

S'—>» 3 un changement de base tel que Y' =Y Xq S' existe + Alors X' = X Xg S

existe , R' =R x  S' est une relation d'équivalence (M)=effective dans X!
au~dessus de S' et X'/R'2(X/R)' .

En effet, les morphismes canoniques X—>»Y et R —Y sont éléments
de (M), donc par (a') X' et R' sont représentables . Par associativité du
produit , R' est la relation d'équivalence définie dans X' par le morphisme

canoniqus X' —>Y' qui est élément de (M) , d'ok la conclusion .

Proposition 3.4.6. (M)-effectivité et produits cartésiens . Soit R (resp. R')
une relation d'équivalence (M)-effective dans X (resp. X') au-dessusde S .
si (%/R) xq (Xx'/R') existe, alors X xg X' existe , Rxg R' est une relation

d'dquivalence (M)-effective dans Xz, X' esu-dessusde S et

(x Xq i/(r xg R') 2 X/R xg /R .

Posone Y=XR, I'=ZX'/R'. Dlaprds (a!) , le produit fibré

X Xg X' existe et le morphisme canonique
q XxSX' —— YxSY'
est élément de (M) . Or la formule

(X x x¥) Xy x 1) Xxx') o= (J{xY N x (x Xy Xt)
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(tous les produits non indicés sont pris sur S) montre que R xg R' est la re-

lation d'équivalence définie par q dans X Xq Xt , ce qui achéve la démonstration.

3.5. Construction de guotients par descente .

Il arrive fréquemment que 1l'on ne sache pas construire directement un
quotient , mais qu'on sache le faire aprés un changement de base convenable . Le

présent numéro donne un critére utile dans cette situation .

On a vu au paragraphe 2 le définition d'une donnée de descente sur un

objet X' su~dessus de S' relativement & un morphisme S'-—3 S .

Définition 3.5.1. On dit qu'une donnde de descente sur X! relativement &

St -3 8 est effective , si X' muni de cette donnée de descente est isomorphe

4 l'image réciprogque sur S' d'un objet X au-dessus de S , munie de sa domnée

de descente canonique .

Si 8!'—»S est un morphisme de descente (2.2 ) , alors le X de la
définition est unique 2 iscmorphisme unique prés . Dire que S'—> S est un morphisme
de descente effective (2.2 ), c'est dire que c'est un morphisme de descente et
que toute donnde de descente relativement & ce morphisme est effective .

Congidérons maintenant une relation d'équivalence R dans un objet
X au-dessus de S . Soient X' (resp. X", resp. X"!) les images inverses de
X sur 8!, 8" =38! g S' et SM!' =8 g s’ g 8' et soit R' , R" , R™!
les relations d'équivalences déduites de R par image inverse . Supposons que
la relation d'équivalence R' dans X' soit (M)-effective , et considérons le
quotient Y! = X'/R' qui est un objet au-dessus de S' . Ses deux images inverses
sur S" sont isomorphes & X"/R" dleprés 3.4.5. Le S'-cbjet Y' est donc muni
d'une donnde de recollement canonique . Utilisant de méme 1tunicité de X"!/R"!' ,

on voit que ¢'est méme une donnée de descente . (Remarque ¢ on & implicitement

supposé dans cette démonstration que tous les produits fibrés écrits existaient,
ce qui est le cas en particulier si S'-—»S est quarrable , par exemple un

morphisme de descente) .
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Proposition 3.5.2. Soit R une relation d'équivelence dans l'objet X au-dessus

de 8. Soit S'-—55 un épimorphisme effectif universel . Supposons que tout

S-morphisme dont 1'image inverse sur S' est dans (M) soit lui-méme dens (M) .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) R est (M)-effective dans X ;

(ii) R est (M)-effective dans X' et la donnée de descente canonique

sur X'/R! est effective »

S'il en est ainsi, l'objet "descendu" de X'/R' est canoniquement isomorphe 2 X/R.

le fait que (i) entratne (ii) n'est autre que la traduction dans le
langage de la descente de 3.4.4. Si on montre la réciproque, la dernidre affir-
mation de la proposition sera conséquence du fait qu'un épimorphisme effectif uni-
versel est un morphisme de descente (2.3 ), donc que 1'"objet descendu" est unique

( = & isomorphisme unique prés ) .

Démontrons donc (ii)==3(i) . Soit Y' le quotient X'/R' et Y 1'objet des-
cendu . Comme le morphisme canonique p': X' —X!/R! = Y' esi compatible per
construction avec les données de descente (ses images inverses sur S" coincident
avec le morphisme canonique X" —> M/R") , il provient par image inverse sur
S!' d'un S-morphisme p: X—»Y . Comme p' est élément de (M) , il résulte
de 1'hypothdse faite sur le morphisme S'—3 S que p est également élément de
(M) . Comme p' est compatible avec la relation d'équivalence R' , p est
compatible avec R , toujours parce qu'un épimorphisme effectif universel est un

morphisme de descente . On & donc un morphisme
R ———y X Xy X .

Pour démontrer que R est (M)-effective ot que Y est isomorphe & X/R , il
suffit de prouver que ce morphisme est un isomorphisme . Or il le devient par
extension de la base de S & S', car R' est effective , c'est donc un iso-

morphieme pour la m8me raison que précédemment (2.4 ) .
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Remarquons que l'hypothdse du texte est vérifide si on prend pour (M)
la famille (Mo) des épimorphismes effectifs universels et si { posséde des
produits fibrds (1.10 ) . On en déduit le

Corollaire 3.5.3, Suppogons que C posséde des produits fibrés (au-dessus de S

suffirait) . Soient R uns relation d'dquivalence dans X au-dessus de S ot

St =35 un épimorphisme effectif universel . Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(3‘.) R egt effective universelle dans X,

(ii) R' est effective universelle dans X' et la donnée de descente

canonique sur X'/R' est effective .

§'il en est ainsi, l'objet "descendu" de X'/R' est canoniquement isomorphe & X/R.

4. Topologies et faisceaux .

La notion de crible, et la présentation de la notion de topologie (4.2.1)
adoptée ici, (plus intrinsdque et plus commode & bien des égards qus celle par
familles couvrantes de[MA)), sont dus & J. GIRAUD [as] .

4. 1 . Cribles .

Définition 4.1.1. On appelle crible de la catégorie C un sous-foncteur C du

foncteur final ¢ _Q_o'—) (Ens) .

A tout crible C de C on associe 1'ensamble E(C) des objets X de
C tels que C(X) ) s clest~i~dire tel que le morphisme structural X —»g

se factorise par C . On a2 donc les édquivalences
e ={F} .
X ﬁE(C) S oex) =8 .

X € E{C) & c(x)

i

(+)
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Ltensemble E(C) jouit de la propriété suivante :

(+) 81 XEEB(C) ot si Hom(Y,X) # £, alors Y €E(C) .
Réciproquement, si E est un sous-ensemble de Ob C jouissant de la propriété
(++) , slors E s'éorit de manidre unique sous la forme E(C) et C est défini
par les formules (+) « Il y a donc correspondance biuntvoque entre les cribles de
C ot les sous-ensembles de Ob { wvérifiant la condition (++) . Par abus de

langage, nous dirons parfois que l'ensemble E(C) est un crible de C .

Si on munit i'ensemble Ob C de sa structure de préordre naturelle,
(Y dominant X s'il existe une fldche de Y dans X) , les ensembles E(C)
sont donc les sous-ensembles de Ob € qui contiennent tout majorant d'un de
leurs é1léments . L'ensemble des cribles de C est muni d'une structure d'ordre :
on dira que C est plus fin que C' si C <C', ou, ce qui revient au méme
E(C) € E(C') . 0n a E(C) ME(C') = E(C x C') et l'ensemble des cribles de C

est filtrant .

~

Tout sous-ensemble E de Ob G , par exemple un sous-ensemble de Ob C
définit un crible C(E) : 1l'ensemble des X € Ob C , tels que F(X) £ f pour

au moins un F €E vérifie la condition (++) et définit le-crible cherché .

Ce crible peut aussi &tre défini comme 1'image de la famille de morphis-
mes {F —y e, FE E} au sens de la définition suivante :

»

Définition 4.1.2. Soit {Fi Y F} une femille de morphismes de C de méme

but F . On appelle image de cette famille le sous-foncteur de F défini par

5 A— L)ImFi(s) c F) .

Proposition 4.1.3. La formation de 1l'image commute 3 1'extension de la base :

dans les notations précédentes, désignons par I l'image de la famille
{F —> F},pour tout morphisme G —> F de C » l'image de la famille de

:_:th.smes {Fi Xp G —> G} est le sous-foncteur I Xp G de G .

Si C est uncriblede C et E un sous-engemble de Ob C tel que
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C(E) =€, ondit que E est une bage d¢ C . Tout crible C possdde une base ,
par exemple l'ensemble E(C) . Nous nous proposons de décrire l'ensemble
Hom(C,F) , o C est uncriblede C et F un objet de G, & 1'aide d'une

base de C

Soit {Si} une bage du crible C , pour chaque couple (i,3) , on a

un diagramme
Si x Sj e Si

Lo

Sj —e ,
dtol un diagramme

. Jy2d
i 1792
[*(F) = HBom(e,F) ——> Tfi Bom(S,,F) ——=3 i"g Hom(S; x 5, F)

tel que ;jl i= 32 i « On a donc un morphisme

Hon(e,F) — Ker(TTHon(s,,¥) ——3 T Hom(S;x 5,,F))
i 1,3

On vérifie immédiatement :

Proposition 4.1.4. On a un isomorphisme fonctoriel en F

Hom(C,F) 2%, Ker[q' Hom(Si,F) p— T7T Hom(Si x S5, F )] ,

i,J

tel que le diagramme

Hom{e,F) — Ker[T{Hom(Si,F)) ':., T-T Hom(Si x Sj' F)l

I g ™

Hom(g,F) >  Hom(C,F) ,

ol la dernidre ligne est induite par le morphisme canonique C —>e , soit

eommutatif .
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Corollaire 4.1.5. Supposons que les produits fibrés Si X Sj gsoient représenw

tables, par exemple que les Si soient quarrahles . On a alors pour tout

FEM :C_ y un_isomorphisme

Hom(C,F) £5 Ker{T;rF(Si) -3 E B(s, x sj)l .

Remarque 4.1.6. Soit R un crible de C ; désignons par R la sous-catégorie
pleine de ( dont l'ensemble des objets est E(R) et par

ip: R —>» C
le foncteur d‘'inclusion . On a un isomorphisme fonctoriel en F €& Ob @_
Bon(R,F) ———> [ (Foip)
tel que le diagramme

Hom{g,F) ————) Hom(R,F)

J 1

rE — (FoiR)

ou la seconde ligne est induite par le foncteur J.R , soit commutatif .

Définition 4.1.7. Soit € wune catégorie . On appelle crible de l'objet S de

£ un crible de la catégorie Q_/S .

Un crible de S est donc un sous—é-objet de S + I1 lui correspond cano-
niquement un sous-ensemble de Ob C /s contenant la source de toute fldche dont il
contient le but . Par sbus de langage, un tel ensemble sera aussi appelé crible
de S .

4.2, Topologies : définitions .

Définition 4.2.1. Soit C une catégorie . On appelle topologie sur C 1la dormée

pour chaque S de C d'un ensemble J () de cribles de S , appelés cribles
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couvrants ou raffinements de S , donnée vérifiant les axiomes suivants :

(T 1) Pour tout raffinement R de S et tout morphisme T —»S , le crible

R xq T de T est couvrant ("stabilité par changement de base") .

(T2) Si R, C sont deux criblesde S, si R est couvrent et si pour tout

T €0b C et tout morphisme T -»R , le crible C x, T do T est cou

vrant , alors C est un raffinement de S .

(T 3) Si COR sont deux cribles de S et si R est couvrant, alors C est

couvrant .

(P 4) Pourtout S, S est un raffinement de S .

On peut reformuler ces axiomes de la maniére suivante : pour tout objet
F de @ , notons J(F) 1'ensemble des sous-foncteurs R de F tels que pour
tout morphisme T —» F de :CE_ y ou T est représentable , Rx, T, qui est
un crible de T , soit couvrant . En vertu de (T 1) , cette notation est bien
compatible avec la précédente . On dira dgalement que R € J(F) est un raffine-
ment de F . On vérifie immédiatement que les axiomes précédents entrainent les

propriétés suivantes :
(Tt 0) Si FDG sont deux objets de C , et si pour tout S € Ob C et bout
morphisme S -3F, G xS € J(s) , alors G € J(F) .

(T*1) si GEJ(F), et si H—>F est un morphisme de _‘Q , alors
Gx, B € J(H) .

(P*2) si FOGDH sont trois cbjetsde §, si G €J(F) et
H €J3(G), alors H € J(F) .

(T'3) Si PG DH sont trois objets de ( et si H €J(F) , alors
G eI .

(r* 4) Pour tout FEOC, FEJI(F) .

Réciproquement, si on se donne pour tout F & Ob §_ un ensemble J(F)
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de sous~-objets de F vérifiant les propridtés (T' 0) & (T' 4) , 1'appli-
cation S pumJ (8) définit une topologie sur C et les deux constructions pré-

cédentes sont inverses 1'une de 1l'autre .

De (T*1) (T'2) et (T'3) résulte la propriété suivante :
(T'5) Si G et H sont deux sous-objets de F, si G, H e J(F) , alors
GNE €J(F) .

L'ensemble J(H), ordomnné par la relation = est donc filtrant ; cette remarque

nous servira plus tard .

4,2,2, On dira que la %opologie définie par J est plus fine que la topologie
définie par J' si pour tout S €0b ¢, J(S) D J'(S) (il revient au méme de
dire que pour tout F € 0b & , J(F) D I'(F)) .

Tout ensemble de topologies sur € possdde une borne inférieure : soit I un
ensemble d'indice,et pour chaque i€ I, soit § p—> Ji(S) une topologie
sur C . Posons J(S) = e J408) 5 il est inmmédiat que 1'on a défini
ainsi une topologie sur C , et que c'est bien la borne inférieure de 1'ensemble

donné.

En narticulier, donnons~nous pour chague S € Ob C , un ensemble E(s)
de cribles de S . On appelle topologie engendrée par ces ensembles la topologie
la moins fine pour laquelle les éléments de E(S) soient des raffinements de S

pour tout 8§ .

»
Définition 4.2.3. Soit {F, —> F} une femille de morphismes de C . Soit

G CF 1llimage (4.1.2 ) de cette famille . La famille est dite couvrante si
G € J(F) .

.

Un morphisme est dit couvrant si la famille réduite 3 ce morphiame est couvrante .

Cette définition s'applique en particulier & une inclusion : un crible
€ de 8 est couvrant si et seulement si le morphisme canonique C—» S est

couvrant .



192

Les axiomes (T' 0) & (T'5) entrainent pour les familles couvrantes

les propriétés suivantes :

(c 0)

(c 1)

(c 2)

(c 3)

(Y]

(c 5)

Soit { Fi > F} une famille de morphismes de Q . 5i pour tout
changement de base représentable S ~»F , la famille {Fi Xp 8 -98}

est couvrante, alors la femille initiale 1l'est aussi .

Pour toute famille couvrante { F, —> F} et tout morphisme G ~—»F ,
la famille {Fi X 6 —> 6 } est couvrante ("stabilité par changement

de base') .

si { Fi —> ,F} est une famille couvrante et si, pour chague

i, {Fij — F, } est une famille couvrante, alors la famille composée

F. . 7 " 21444 ition") .
{ i —y } est couvrante ("stabilité par comp_031t10n)

Si {Gj —3 F } est une famille couvrante, et si {Fi —> F }
est une famille de morphismes de but F telle que pour chaque Jj il

existe un 1 tel que G, —>G se factorise par F, —» F, alors
{Fi — F} est couvrante ("saturation") .

Toute famille réduite & un isomorphisme est couvrante .

Noter que (C 2) et (€ 3) entratnent aussi :

si { F, —>F } est une famille de morphismes de but F telle qu'il
existe une fmmille couvrante { Gj -.-..) F } telle que pour tout j 1la
famille {Fi X Gj —_— Gj } soit couvrante , alors la famille

Fi — F} est couvrante {“une femille localement couvrante est

couvrante") .

4.2.4. Soit réciproquement C wune catégorie possédant des produits fibrds et

donnons~nous pour chaque S € Ob C wun ensemble de familles de morphismes de C

de but S dites familles couvrantes, donnée vérifiant les axiomes (C 1) &

.

(¢ 4) (donc aussi (C 5) qui en est une conséquence) o Pour tout S €0b C ,
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soit J(S) 1'ensemble des cribles de S possédant une base couvrante (ou, ce qui
revient au méme par (c 3), dont toutes les bases sont couvrantes) . Alors
S p=3 J(S) définit une topologie sur C .+ Les deux constructions précédentes

sont inverses l'une de l'sutre .

En fait, dens les applications, il est peu pratique de considérer toutes
les familles couvrantes, car on posstde parfois des descriptions assez simples

d'un nombre "suffisant" de ces familles . Cela conduit 2 poger la

Définition 4.2.5. Soit C une catégorie . On appelle prétopologie sur C 1la

donnée pour chaque S @ Ob C d'un ensemble R(S) de familles de morphismes

{Si _— 3 } de but S dites couvrantes pour la prétopologie envisagée, véri-

fiant les axiomes suivants :

(P 1) Pour toute famille { S, —» S } ER(S) et tout morphisme T—55 , les
produits fibrés S, x T existent et {Si xg T —> T} € R(T) .

(p2) si {S. —_3 3 }GR(S) et si pour chaque i {T, L —> s,} R(S,), alors
— i ij i i"? ———

la famille composée {Tij ~—> 5} appartient 2 R(S) .

(P 3) Toute famille réduite & un isomorphisme est couvrante .

On appelle topologie gngendrée par R 1la topologie la moins fine pour laguelle

leg familles données soient couvranteg .

Proposition 4.2.6. Soit pour tout S , J(S) 1l'ensemble des cribles de S cou-

vrants pour la topologie engendrée par la prétopologie R . Soit JR(S) la
partie de J(8) formée des cribles définis par les familles de R(S) . Alors

JR(S) est cofinal dans J(8) : tout raffinement de S contient un crible défini

par une famille de R(S) .
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Soit pour tout S, J'(S) 1'ensemble des cribles de S contenant un
crible de JR(S) . On a évidemment J'(S) € J(S) . Pour montrer que
J(S) = J1(s), il suffit de montrer que les J'(S) font une topologie sur C ,
clest-d~dire vérifient les axiomes (T 1) 4 (T 4) . Or (T 1), (T 3), (T 4) sont
évidemment vérifids. Il reste & vérifier (T 2) . Soit donc R un élément de
J*(S8) et C un sous-crible de R ; on suppose que pour tout T —> R, C x, T
est dans J'(T) et il faut prouver que C € J'(S) . Par définition de J', R
contient un raffinement R' défini par une famille {Si —_— S} € R(S) . Comme
on a vérifié (T 3) , il suffit de prouver que R'NAC € J1(8) , on peut donc
supposer que R =1R' . Par hypothdse, pour tout i, Cxg S5, € J*(si) ; il existe
donc pour chaque i une famille couvrante {Tij —— Si}ER(Si) telle que
Tij _— S:.L se factorise par C Xg Si —y Si « Le morphisme Tij ~3» S se
factorise donc par C -—> S , ce qui montre que C contient le crible défini

par la famille composée { Ti,j —_— S} et on a terminé par (P 2) .

Les axiomes (P 1) & (P 3) sont ceux de [MA] . Etant donné 1'inté-
rét pratique des prétopologies, nous interpréterons chague résultat important a

& 1'aide d'une prétopologie définissant lz topologie domnée .

Remarque 4.2.7. On peut introduire une notion un peu plus générale : on donme
pour chaque S un ensemble de familles couvrantes vérifiant (P 1), (P 3) et la
proposition 4.2.6. Ceci se présente en particulier, lorsque les familles donndes
vérifient (P 1), (P 3) et (C 5) . Le lecteur pourra consulter tD] .

Définition 4.2.8. Soit S wun objet de € . Soit PB(S') une relation faisant

intervenir un argument S' € Ob g/s . On suppose que Hom(S",S') £ f# entraine
Q(S') => BP(s") . On dit que P est vrai localement sur S si les conditions

équivalentes suivantes sont vérifides :

(1) L'ensemble des S' —>S tels que P(S') soit vrai est un

raffinement de S

(ii) Il existe un raffinement de S tel que P(S') soit vrai pour

tout S' de ce raffinement .
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(11i) (Si_la topologie donnée est définie par une prétopologie). I1

existe une famille couvrante pour cette prétopologie telle gue _11(5') soit

vrai pour tout S' de cette famille .

Exemple 4.2.9. Soit £:X —Y un S-morphisme . On dira que f est localement
un isomorphisme s'il exiaste une famille couvrante is.l —_ S } telle que pour

tout i, fx Si soit un isomorphisme . Il revient au méme d'exiger qu'il

S
existe un raffinement R de S tel que pour tout T —»R , X(T) —> ¥(T) soit

un isomorphisme .

On verra dans la suite bien d'autres exemples de langage "local" .

4.3. Préfaiscesux, faisceaux, faisceau associé 3 un préfaisceau .

Définition 4.3.1. Soit C une catégorie. On appelle préfaisceau d'ensembles sur

C tout foncteur contravariant de C dans la catégorie des ensembles . La caté-

gorie C = Hom(C® ,(Ens) ) est eppelée catégorie des préfaisceaux sur C . Si

£ esbt munie d'une topologie, on dit que le préfaisceau P eat séparé (regg. est

un faiscesu) si pour tout S €O0b C et tout R €J(S) , l'application canonique

(+)  P(S) = Hom(S,P) ———> Hom(R,P)

egt injective (regg, bijective) . On appelle catégorie des faisceaux et on note
fad P
C 1la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les faisceaux .

Propogition 4.3.2. Soit P un préfaisceau séparé (resp. un faisceau) .

Pour tout foncteur H € Ob f_{ et tout R € J(H) ; 1'application canonique

(+) Hom(H,P) ————> Hom(R,P)

eat injective (resp. bijective) .

Soient en effet P un préfaisceau séparé , H un préfaisceau ,

REJH) , et wyv: H —> P telsque uj=vj (voir diagramme) .
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Pour tout £f:S—H, SE€0GC, R Xy S est un raffinement de S et
uf js =vf js . Comme P est séparé, onen tire uf=v f . Ceci étant

vrai pour tout S représentable , ona u=v.

R —dyw %2V 5 0p R

fo / /’f i
g

R x5 —_—3 5

Supposons maintenant que P soit un faisceau ., Soit g: R—>P ,
montrons qu'il se factorise par H . Pour tout f: S-—F, SE€OBC,
g fR : R Xp S —» P se factorise de manidre unique par S , done définit un
morphisme h: S~ P , qui est évidemment fonctoriel par rapport & f , par
unicité . On a donc défini pour tout S une application de F(S) dans P(S)
fonctorielle en S , donc un morphisme de F dang P qui répond bien aux

conditions exigdes .

Proposition 4.3.3. ([4S], 1.3 ) . Soit C une catégorie . Soit P un pré-

faisceau sur C ; pour tout S €0b C , notons J(S) 1'ensemble des cribles R

de S 1tels gue pour tout T —» S, 1l'application

{+) Hom(?,P) ————— Hm(R xg T, P)

soit injective (resp. bijective). Alors les J(S) définissent une topologie sur

G, i.e. vérifient les axiomes (T 1) & (T 4) .

Corollaire 4.3.4. Soit pour tout S € Ob C , K(S) une famille de cribles véri-

C
fiant (T 1). Soit P un préfaisceau sur C . Powr qu'il soit séparé (resp. un

faisceau) pour la topologie engendrée par les K(S) , il faut et il suffit que
pour tout S € Ob C et tout R €K(S) , 1'epplication canonique

(+) Hom(s,P) ——————> Hom(R,P)

soit injective (resp. bijective) .
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Corollaire 4.3.5. Soit pour chaque S €0b C , R(S) un ensemble de familles de

morphismes de C de but S, vérifiant (P 1) (par exemple définissant une pré-

topologie) . Soit P un préfaisceau sur C . Pour que P soit séparé (resp.

un faisceau) pour la topologie engendrée par R, il faut et il suffit que pour

tout SE€O0b C et toute famille { 5, — s} €Rr(S) , 1tapplication

P(8) ~—m— TTP(si)

soit injective , (resp. le diagramme

P(S) ——> JV12(s.) —= L1 2(, x.8,)
i i iy] i8S 73
soit exact) .

Définition 4.3.6., Soit C wune catégorie . On appelle topologie canonique sur

C 1la topologie la plus fine pour laquelle tous les foncteurs représentables soient

des faisceaux .

Corollaire 4.3.7. Four qu'un crible R de S Soit un raffinement pour la topo=-

logie canonigue, il faut et il suffit que pour tout morphisme T —> 5 de C

et tout X €0b C, 1l'application canonique

Hom(T, X)

—> Hom(R Xg T, X)

goit bijective .

Définition 4.3.8. Un crible couvrant pour la topologie canonique sera dit crible

épimorphiaue effectif universel .

Corollaire 4.3.9. Une famille épimorphique effective universelle définit un

crible épimorphique effectif universel . Réciproquement, toute famille quarrable

définissant un crible épimorphigue effectif universel est épimorphique effective

universelle .
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Pasgons meintenant & la construction du faisceau associé . Soient P

un préfaisceau et S unobjet de C . Si R D R!' sont deux raffinements de

S , on a un disgramme

Hom(S,P) ———> Hom(R,P)

\ Homgl',P)

*

L'ensemble ordonné J(S8) est filtrant comme on 1'a déja remarqué, Comme

S est un élément de J(S), on a un morphisme évident

Hm(S,P) —————3 1im, BHom(R,P) .
REI(S)

v, v
On poss E°(S,P) = lim, Hom(R,P) . On vérifie que H°(S,P) dépend fonctoriel-
REJ(S)

lement de S , donc définit un foncteur IP par

(++) Hom(S,LP) = §°(s,p) = lim, Hom(R,P)
R EJ(S)

On a par construction des morphismes

.QP:P—-——-)IE

zZp Hom(R,P) —> Hom(S,IP) .

Lemme 4.3.10. (i) Pour tout raffinement R de 8 ot tout u: R—F, le
diagramme

P
o P gl

ost commutatif .
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v
(ii) Pour tout morphisme § —>IP , il existe un raffinement

h de 5 et un morphisme u: R—P avec V=zn(u) .

(iii) Soit Q un foncteur et u,v : Q——3 P tels que

zP u =ZP v . Alors le noyau du couple (u,v) est un raffinement de Q .

(iv) Soient u: R —» P _e_t u' : R' —» P ; pour que

zR(u) = zR,(u') sy il faut et 11 suffit qu'il existe un raffinement R" € RAR'

de S tel que u et w' coincident sur R" .

Démonsgtration (i) : Il faut vérifier que zR(u) ]R = EP u . Pour cela, il

suffit de vérifier que les composés de ces deux morphismes avec tout morphisme
T _...5_., R, oi T est représentable, sont égaux . Or considérons f = lR g et

le produit fibré R' =R Xq T.

4r
P ooy P

N EEAC]

K

Rt _,_‘3.'_._:.; T
it
Par définition de fp ’ ZP ug= zR(u) f (c'est le cas particulier de ce gqu'on

cherche & démontrer dans lequel ip estun isomorphisme), or zR(u) f = zR(u) lR g

(ii) et (iv) ne font que traduire la définition de Hom(S,LP)

comme limite inductive .

(iii): si K désigne le noysu du couple (u,v), pour chaque
morphisme f : S—>Q ou S est représentable , K xQ S majore le noyau du
couple de flédches uf , vf: S —= P . On est donc ramené & démontrer
l'agsertion dans le cas o Q = S est représentable . Mais en ¢e cas, il résulte
de (ii) et (iv) que X contient un raffinement de S donc est un raffine-

ment de S .
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On vérifie enfin que P ey LP définit un foncteur
- »
L:¢ ——> ¢

et P ju> lP un morphisme de foncteurs

-f:Idé L .

Enongons maintenant le résultat essentiel :

Proposition 4.3.11. (i) Si P est un préfaisceau quelconque, LP est séparé

et €, : P —>1P ost cowrant (4.2.3) .

(ii) Si P est un faisceau , P—>IP est un isomorphisme .

(1ii) Pour tout préfaisceau P ot tout préfalsceau séparé

(resp. faisceau) F , 1'spplication

Hom(@,F) : Hom(LP,F) ~——3y Hon(P,F)

est injective (resp. bijective) .

(iv) S5iP est séparé , £_: P —»1P est un monomor-

P
phisme couvrant (donc P est un cridle de LIP) s ¢t LP est un faisceau .

Démonstration : (i) I1 est d'abord clair que P ——>LP est couvrant ; en
effet , pour tout 5 —>»LP , le morphisme obtenu par chengement de base
P Xp S8 —— S est majoré par le morphisme d'inclusion 4 'un crible de S

(per 4.3.10 (i) et (ii) ), donc est couvrant . Si d'autre part deux morphismes

v ,V
S 12, LP induisent le mBme morphisme d'un raffinement R de S, montrons

qu'ils sont égaux . Il existe des raffinements Ri y 1 =1,2, et des morphismes

1

supposer que Rl = R2 =R . Il résulte alors du disgramme commutatif de 4.3.10 (1)

u t R, —>P tels que zp_ (ui) =v, . Enprenant R assez petit, on peut
i
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— ‘ 53 > 1 2 £~ i3
que 'ZP y = lp u2 » Dlaprés loc. cit. (ii) , u1 et v, coincident donc sur

un raffinement d¢ R , donc un raffinement de S , ce qui entraine que

zR(ul) = zR(uz) , par loc, cit. (iv) .

(ii) est clair, car si P est un faisceau , Hom(S,P) —> Hom(R,P)

est déja un isomorphisme pour tout raffinement R de S .

(i1i) Soient u et v deux morphismes LP —> F tels que uep =V 'tP .
Pour montrer que u = v , il suffit de voir que uf =v £ pour tout f : 5 —>IP
ou S5 est représentable . Or il existe un raffinement R de 8 et un morphisme
g: R—P avec f = zR(g) . Alors uf et v f coincident sur R avec
u £P €=V ZP g , donc coincident sur R . Si F egt séparé , on a done
uf =vf. Supposons maintenant que F soit un faisceau ; on a alors le dia~

gramme commutatif

F

t G H
Q\
SR

|

qui montre que Hom( ep,F) est surjectif .

(iv) Montrons que si P est séparé y P~ 1P est un monomorphisme .
Pour cela , il suffit de voir que pour tout couple de morphismes u, v: 5 —3 P
(oi S est représentable) tels que ZP u = ep v ona u=v . Or loc. cit.
(iii) montre que u et v coincident sur un raffinement de S donc coincident
car P est séparé . Montrons enfin que 1P est un faisceau . Comme on sait
déja par (i) que c'est un préfaisceau séparé , il suffit de voir que pour tout
S €0b C , tout raffinement R de S et tout morphisme h: R —> LP , il
exigte un morphisme uw: S —> LP avec u iR =h.

%
P ————— 1P
h’T h T \
>R 1R 3

R! 3
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Or R' =P Xp R  est un raffinement de R, car P est un raffinement de LP ,
donc R' est un raffinement de S . Posons u = zR,(h') + Ona

Do ' C s s ' .
ulR'_Ph_hJ, d'ol u:.RJ_h,j. Comme R! est un raffinement de R
et comme LP est sépaxré , 4.3.2 montre que u lR =h, cqfd.

Corollaire 4.3.12. Soient F un faisceau et R un sous-@_—objet de F . Alors R

est un raffinement de F gl et seulement si on a un diagramme commutatif

R e F
N4

Remarque 4.3.13. Si J'(S) est un sous-ensemble cofinal de J(S) , on a

Hom(S,IP) = 1lim Hom(R,P) .
RET(S)

Bn perticulier , soit S pe—y R(S) une prétopologie engendrant la topologie

donnde . Le foncteur L peut se décrire & 1l'aide des familles couvrantes éléments

de R(S) « Bn explicitant la formule ci-dessus, on retrouve la construction de

(ma) .

>

~
Notons i le foncteur d'inclusion § —>» € . De la proposition 4.3.11

résulte le théordme suivant :

»
- £ tel que le dia-

[e ]

Théordme 4.3.14. Il existe un foncteur unique a:

gramme suivant soit commutatif

§¢ —— ¢
at L l
N
~ i Y "
g ————> ¢ s i.e« pour tout préfaisceau

P, L(L(P)) est un faisceau . Les foncteurs i et a sont adjoints 1'un de

l'autre : pour tout préfaiscean P et tout faisceau F on a un isomorphisme
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fonctoriel en P 9_1.;_ F
Hon & (P ,i(F)) o= Hom 37(alp), ) ,

clest-i~dire

Hom(P,F) o2 Hom(a(P),F) .

Définition 4.3.15. Le faisceau a(P) est dit associé au préfaiscesu P .

Remarque 4.3.16. Comme le foncteur L est construit 4 1l'aide de limites projec-
tives et de limites inductives filtrantes, il gcommute aux limites projectives
finies « De plus , si on identifie L(PxP) & LP x LP , le morphisme 'ep P
s'identifie & -lp X £P « I1 en résulte par exemple que si P est un préfaisceau
en groupes , LP est aussi muni canoniquement d'une structure de préfaisceau en
groupes et le morphisme canonique P —» L P est un morphisme de groupes . Il en
est de méme pour le foncteur a , ce qui montre que si P est un préfaisceau en

groupes et F un faisceau en groupes , on a un iscmorphisme
H i N .
ony_ o, (P,i(¥)) Homg_gr. (a(P),F)

Voir [D] pour plus de détails .

4.,3.17. Si Y est une catégorie quelconque, on appelle préfaisceau sur C &
valeurs dans ¥ un foncteur contravariant de C dans ¥ . Pour définir les
faisceaux & valeurs dans V , il nous faut d'abord rappeler la définition de la
limite projective d'un foncteur . Si R et ¥V sont deux catégories, et

F: R — ¥

un foncteur contravariant de R dens ¥V , on note lim F 1l'objet de ¥V défini

de la manidére suivente :
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mi(X,%i_mrF) = (131?():) = Hom(cX,F) ,

ot X est un objet variable de R, o oy dénote le forncteur contravarisnt de

R dans ¥ qui envoie chaque objet de R sur X et chaque fléche de R sur
idy ,
posside un objet final g » ona llm F= F(_R Si V est la catégorie des

et ol le dernier Hom est pris dans la catégorie Hom(B®, ¥) . Si R

ensembles, le foncteur 3.:_3:2 s 1dent1fle au foncteur [ .

51 5 est un objet de C et R un crible d¢ S , notons R la sous-
catégorie pleine de C /s dont 1'ensemble d'objets est E(R) et i+ R """‘C-/S
le foncteur canonique . Si P est un préfaisceau sur § & valeursdans V , il

définit un foncteur Py : (g/s)" —> ¥ . Le forcteur i induit un morphisme de

f<t>

P(s) PS(S) = ﬂPS_')%._lE Pyoip .

~

On nots 1im r ¥ ce dernier objet de ¥ . En vertude 4.1.6 , la définition

4.3.1 se généralise en la

Définition 4.3.18. Le préfaisceau P sur C & valeurs dans ¥V est dit séparé

(resp. un faisceau), si pour tout S€O0b ¢ et tout R & J(S) , le morphisme

-
canonique de YV

P(s) -—_;.%_i_miRP

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme) .

Dans le cas o Y est la catégorie (Gr.) des groupes {(oh toute
autre catégorie d'ensembles munis de structures algébriques définies par limites
projectives finies) , on peut voir (ef [D] ) qu'il y a équivalence entre les
notions suivantes : un faisceau sur ¢ & veleurs dans (Gr.) , un préfaisceau
sur C & valeurs dans (Gr.) dont le préfaisceau d'ensembles sous-jacent est un
faisceau, et un groupe dans la catégorie des faisceaux d'ensembles. Compte tenu

de ces identifications nous considdrerons toujours les faiscesux & valeurs dans
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une catégorie d'ensembles munis de structures slgdébriques définies par limites
L
projectives finies, comme des faisceaux d'ensemble, munis dang la catégorie C

de la structure algébrique correspondante .

4.4. Propriétés d'exmotitude de 1a catégorie des faisceaux .

Théordme 4.4.1. (i) Les limites projectives quelconques existent dans C
.

"elles se caloulent dansg :Q_ ", i.e. le foncteur d*inclusion i: C —— C

commute aux limites projectives : si (Xi) et un gystéme projectif de faisceaux,

le préfaisceau

(l_iin_ i(Xi): S p—> 1.2:_':'._::1_@)(]1(3)

est un faisceau et on a i (lim X,) = lim i(X.) .
&~ 1 {-—. 1

(i1) Les limites inductives guelconques existent dans € : si

(Xi) est un systdme inductif de faisceaux, on a
lim X, = a(lim i(X,) )
— i — i

ou lim i(X,) est le préfaisceau limite inductive des i(X,) :
—y 1 1

];j;m;i(Xi) P S p——— }_‘:gxi(s) .

(iii) Le foncteur a : 0 —C commute aux limites inductives

quelconques et aux limites projectives finieg .

Les assertions (i) et (ii) résultent formellement de la formule

d'adjonction (4.3.14 ) , et (iii) a aéjh été signalé dans 4.3.16.

Scholie 4.4.2. Ce théoréme permet d'utiliser la méthode suivante pour démontrer

e
dans C une assertion portant simultandément sur des limites inductives quelconques
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et des limites projectives finies (par exemple : "tout épimorphisme est effectif
universel", cf. plus loin). On commence par démontrer 1'assertion correspondante
dang la catégorie des ensembles ; puis on 1l'étend “argument par argument" & la
catégorie des préfaisceaux. Ensuite, on utilise le théordme précédent pour passer
de la catégorie des préfaisceaux & la catégorie des faisceaux. On verra dans la

suite bien des exemples de cette méthode (4.4.3 , 4.4.6 , 4.4.9, etc...) .

Remarquons enfin que les assertions relatives & la catégories des préfaisceaux
sont formellement des corollaires des assertions relatives & la catégorie des

faisceaux . I1 suffit en effet de prendre comme topologie la topologie la moins
fine ("chaotique") c'est-a-dire la topologie définie par J(S) = {S} pour tout

S €0b C, tout forcteur est en effet un faisceau pour cette topologie .

Proposition 4.4.3. Scit g ={Fi —_— F} une famille de morphismes de fais-

ceaux , Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) ﬂ" est une famille épimorphique .

(i1) Sr est une famille épimorphique effective universelle (1.13 ) .

(iii) Sf est couvrante (4.2.3)

(iv) Le faisceau image de .'F (c'est-d~dire le faisceau associé au

préfaisceau image de F (4.1.2)) est F.

L'équivalence de (iii) et (iv) résulte de 4.3.12. Les autres

équivalences résulteront des lemmes suivants .

Lemme 4.4.4. Soit f : X —>»Y un monomorphisme de faisceaux qui soit un épi-

morphisme . Alors f est un isomorphisme .

Le lemme est d'abord clair dans la catégorie des ensembles .
Démontrons le ensuite dans la catégorie des préfaiscesux . Considérons ile pré-

faisceau

X8
Vi S > ¥(s) Ll u(s) ;
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clest la somme amalgamde de Y et de Y au-dessous de X dans la catégorie des
préfaisceaux . Si X —Y est un épimorphisme de préfaisceaux, le premier mor-
phisme coordonnée Y —»V est un isomorphisme, done Y(S) — V(S) un isomor-
phisme pour chague S, done X(S) — Y(S) wun épimorphisme d'ensembles , ce

qui régle la question, car c¢'est d'autre part un monomorphisme .

Plagons-nous enfin dans la catégorie des faisceaux . La somme amalgamée Z des
faisceaux Y et Y au-dessous de X est le faisceau associé &4 V d'aprés

4.4.17. Or on a le triangle commutatif

Y ——ey %
A
\v _
Si on sait que le préfaisceau V est séparé , on saura que V —> Z est un
monomorphisme (4.3.11 (iv)) . Comme Y —> 2 est un isomorphisme par hypoth®se,
Y —>V 1le sera aussi . Le morphisme X ——> Y sera donc aussi un épimorphisme

de préfaisceaux , ce qui démontre le lemme , lorsqulon aura vérifié que V est

séparé . Ceci résulte de :

Lemme 4.4.5. (i) Le préfaisceau somme directe d'une famille de préfaisceaux

séparés est séparé .

(ii) Soit X :%:.-::} Y une relation d'équivalence dans la caté-

gorie des préfaisceaux. Soit w : Y —> Z 1le quotient. 81 uxv: X —> ¥Ix¥Y

est un monomorphisme, si X est un faisceau et si Y est séparé, slors Z est

sépareé.

U oY
(iii) st X “;\TZ Y"::'? % eost une somme amalgamée dans la

catégorie des préfaisceaux, si u et u' sont des monomorphismes , si X est

un faisceau , Y et Y' des préfaisceaux séparés, slors Z est séparé .

On démontre aussitdt (i) ;(iii) se prouve sans peine, en remarquant
— s T~
que pour tout S € Ob(C) , X(S) or(s) —r 72(S) est une somme amalgamée dans

la catégorie des ensembles. Pour prouver (ii), on doit prouver que deux morphismes d'un

S dans Z cofncidant sur un raffinement R de S sont égaux., Or tout morphisme d'un S
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représentable dans Z se remonte par construction de Z en un morphisme de S
dans Y . On voit alors aussitdt qu'il suffit de prouver que pour tout préfais-
ceau U et tout couple de morphismes f ; g: U —>Y telsque wf=wg,

il existe un morphisme unigue U —> X ave¢ uf=v g+ Or pour ce faire , il
suffit de prouver 1l'assertion correspondante pour les composés de ces morphismes
avec tout T —> U ob T est représentable ; on peut donoc supposer U =T re-
présentable . Mais le disgramme X(T) ——=3Y(T) — Z(1) est un conoyau dens la
catégorie des ensemblés; X(T) &tant une relation d'équivalence dans Y(T) , ce
qui achdéve la démonstration.

Lemme 4.4.6. Une famille couvrante est épimorphique effective universelle .

Comme la notion de famille couvrante est stable par extension de la
bage , il suffit de montrer que toute famille couvrante est épimorphique effec-
tive . Soit done { Fi — F} une famille couvrante . Considérons le pré-

faisceau G image de cette famille . On a un diagramme

Fi———> G —a F

N ¥

a(@)

La famille de morphismes de préfaisceaux {Fi —> G} est épimorphique effec~
tive , car c'est une vérification qui se fait argument par argument, et car dans
la catégorie des ensembles, femille épimorphique effective veut simplement dire
famille surjective . Comme G —> F est un monomorphisme, les produits fibrés
Fi x

o ij et Fi Xp Fj sont les mBmes . De plus , pour tout faisceau H, on a

Hom(G,H) 2 Hom(F,H) .

I1 en résulte que la famille donnde est bien une famille épimorphique effective

de morphismes de faisceaux .

lemme 4.4.7. Toute famille de morphisme de faisceaux {Fi-—-—-) I“} se factorise

en une famille couvrante {Fi —> G } et un monomorphisme G —> F
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Il suffit en effet de prendre pour G le faisceau image de la famille
donnée .

Démonstration du théoréme : on a vu en 4.4.6 que (1i1) = (ii) s On

a évidemment (ii) = (i) . Soit enfin {Fi — F} une famille épimorphique ;
d'aprés 4.4.7 , elle ge factorise en une famille couvrante suivi 4 'un monomor=
phisme . Mais ce dernier étant majoré par une famille épimorphique est un épi~

morphisme , donc un isomorphigme par 4.4.4.

CQFD.

Remarque 4.4.7. Comme le préfaisceau image de la famille F est séparé, la
construction du faisceau associé montre que les conditions du théor2me sont aussi

équivalentes aux suivantes :

(v) Pour tout S EO0b L, tout f € F(S) est localement dans 1'image
de f}-' y Cl'est-d~dire :

(vi) Pour tout S €0b C et tout f € F(S) , llensemble des S'—» S
tels que 1'image de f dans F(S') soit dans 1'image d'un des
Fi(S') est un raffinement de S .

(vii) (Si la topologie est définie par une prétopologis). Pour tout
S €0b C et tout f &F(S) , il existe une famille
{sj —> S} €R(S) telle que pour tout j 1'image f, de f
dans F(Sj) soit dans 1l'image de l'un des Fi(sj) .

Remargque 4.4.8. Si le faisceau F est représentable , les conditions précédentes

gont aussi dquivalentes &
(viii) L'ensemble des T —»F (T &O0b C ) , tels qu'il existe un i

et un diagramme commutatif

F, ——— > F
Tl /”
T

est un raffinement de F .
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En effet, si (viii) est satisfaite, le préfaisceau image des P
majore un raffinement de F , ce qui entraine que la famille est couvrante,

Réciproquement, on applique (vi) 2 idF € F(F) .

Cette condition s'exprime en langage imagé de la manidre suivante : localement
gur ¥, il existe un i tel que Fi —3F possdéde une section . En particulier
un morphisme G — P od G est un faisceau et F wun faisceau représentable sera

cowrant si et seulement si il possdde localement (sur F) une section .

Propogition 4.4.9. Toute relation d'équivalence dans E:_” est effective uhiver-

selle (3.3.3 ) : it R une C-relation d'équivalence dans le faisceau X ;

alors le faisceau associé au préfaigceau séparé

i(X)/i(R) + 8 ey X(S)/R(S)

est un gquotient effectif universel de X par R .

Soit X/R 1le faisceau quotient de X par R, qui existe par
4.4.1 (ii) :+ X/R = a(i(X)/i(R)) . Il nous faut montrer que X —> X/R est un
épimorphisme effectif universel , et que le morphisme f :R —* X xX/R X est un
isomorphisme . La premidre assertion a déja été démontrée (4.4.3 ) . Quant 3 f,
il provient par application du foncteur a du morphisme i(R) —> i(X) X4 (%/R) i(R),
ou , comme i(X)/i(R) est séparé (4.4.5 (ii)) donc i(X)/i(R) — i(X/R) est un
monomorphisme, du morphisme canonique i(R) —=> i(X) xi(X)/i(R)i(R) .

by

On est donc ramené & démontrer la mfme assertion dans la catégorie des préfaisceaux .
Mais i(X)/i(R) est le préfaisceau S pwmp X(S)/R(S) et on est ramené & démontrer

1'agsertion analogue dans la catégorie des ensembles, ot elle est immédiate .
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Proposition 4.4.10. Sous leg conditions de 4.4.9 , soit Y un sous-faisceaun de

X . Notons RY la relation d'équivalence induite dans Y par R . Alors le
morphiame canonique (3.1.6 )

Y/BY — ¥/R

egt un monomorphisme ; 1l identifie Y/EY A un sous-faisceau de X/R , gui est

le faisceau-~image du morphisme composé

Y > X > X/R .

Le morphisme de préfaisceaux
10/iky) = 1®/1R) ) —> i(D/i®)

est un monomorphisme . Comme le foncteur a est exact & gauche (4.3.16 ), il

transforme monomorphisme en monomorphisme et
Y/RY —  X/R
est un monomorphisme . La dernidre assertion résulte du diagramme commutatif

Y —— A

¥ b
/R, ~————— ¥R ,

ot du fait que ¥ —> Y/RY est couvrant .

En vertu de cette proposition , nous identifierons toujours Y/RY a un

sous-faisceau de X/R .

~
Propogition 4.4.11. Soit R une C-relation d'équivalence dans le faisceau X .

Pour tout sous-faisceau Y de X stable par R, notons Y' 1le quotient Y/RY
considéré come un sous-faisceau de X' = X/R . Alors Y =1Y'x,, X, et les

applications Y pm—p Y/RY et Y';—-—.) T'xX, X réalisent une correspondance
bijective entre l'ensemble des sous-faisceaux Y de X stables par R et

l'ensemble des sous-faisceaux Y' de X' .
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S8i Y' est un sous-faisceau de X' , alors leX' X est un sous~

faisceau d¢ X stable par R« 81 Y'! est obtenu par passage au quotient & par-
tir d'un sous~faisceau Y de X, alors Y' Xy X majore Y . Il suffit donc de

montrer que si 1'on a deux sous-faisceaux Y et Yl de X, stables par R, Yl

majorant Y , et si les quotients Y/RY et Yl/RY sont identiques, alors
1

Y=Y On est évidemment ramend & démontrer la m8me assertion dans le cas ou

l L]
Y, = X . Notent alors P (resp. Q) le préfaisceau i(X)/i(R) (resp. i(Y)/i(RY) ,

le diagramme

oYy b
o>

—
EaE—
est cartésien . Comme on a un diagramme commutatif

P € a(p)

Q ——— a(Q) ’
le monomorphisme Q <> P est couvrant , donc Q est un raffinement de P .
Par changement de base , Y est un raffinement de X . Comme X et Y sont

des faisceaux, cela entraine (4.3.12 ) Y =X.

4.4.12, En particulier, si Y est un sous~faisceau de X, et si Y!' = Y/RY ,
alors la correspondance précédente définit un sous~-faisceau T g X ; stable
par R, majorant Y et minimum pour ces propriétés , que 1l'on appelle le

saturé de Y pour la relation d'équivalence R .

4.5. Le cas d'une topologie moins fine gue la topologie canonique .

D'aprds 4.3.6 et 4.3.8, les conditions suivantes sont équivalentes

pour une topologie T sur C:
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(1) T est moins fine que la topologie canonique de G .
(i1) Tout préfaisceau représentable est un faisceau pour T .

(iii) Tout crible couvrant pour T est épimorphique effectif universel.
Si T est définie par une prétopologie & p——> R(S) , ces conditions équivalent

encore a

(iv) Toute famille € R(S) est épimorphique effective universelle .

~
Dans le cas ou ces conditions sont vérifides, le foncteur canonique C —> C

- Vad
se factorise par un foncteur jC =3: L '-'->§ (on notera aussi j(S) = 5).

cd
Proposition 4.5.1. Le foncteur j : C —C est pleinement fidéle . commute aux

limites projectives quelconques . Il est en particulier exact & gauche et conserve

donc les structures algébrigues définies par limites projectives finies .

Cela résulte immédiatement de la considération du disgramme commutatif

Nt

[ ,
et de 4.4.1 (i) .

Avant d'exhiber d'autres propriétés du foncteur j , il nous faut
définir la topologie induite sur une catégorie C /s ¢ Ne supposant plus néces-
sairement la topologie donnée moins fine que la topologie canonigue , cela se
fait de la manidre suivante : si C est un crible de T dans § et siona
un morphisme T — S, alors ¢ définit naturellement un crible de T dans
Q'/S [car la définition d'un crible de T ne dépend que de la catégorie
-Q'/T = (-Q-/S)/T] + Si, par exemple , C est défini par la famille {Ti —3> T} ,
alors son image dans C /s est défini par la mlme famille considérée comme
famille de morphismes de C /s Ceci dit , 1'spplication T b3 J (T) daéfinit

une topologie sur C dite topologie induite par la topologie donnée . Avec

/S
les définitions de [AS] 2.3 , c'est la moins fine des topologies sur Q-/S

pour laquelle le foncteur canonique
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ig: Gy —> &

est un gcomorphisme . On remarquera que les identifications
respectent par définition les topologies,

Propogition 4.5.2. Soient S un faisceau représentable sur C et F —> S

un morphisme de é . Pour que S'fp—y HomS(S' ,F) soit un préfaiscesu séparé

(resp. un faisceau) sur ¢ /g» 1L faut et il suffit gue F sgoit un préfaisceau

séparé (resp. un faisceau) sur C .
Pour tout foncteur P , on a ( I 1.4.1)

Hom(P,F) = Homf(P,F) .

41
f & Hom(P,S)
Pour tout S'& Ob C et tout crible couvrant C!' de S', on a un igomorphisme
Hom(C',S) << Hom(S',S) ,

car S est un faisceau . La proposition résulte immédiatement de ces deux

formules .

Corollaire 4.5.3. La topologie induite sur C /g Bar une topologie sur ¢

moins fine que la topologie canonique de C , est moins fine que la topologie

canonique de C /s ¢

Corollaire 4.5.4. Supposons la topologie donnde sur C moins fine que la topo-

logie canonique . Pour tout S €O0b ¢ , on a une équivalence de catégories
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Les diagrammes suivants sont commutatifs 3 isomorphisme prés [Toutes les

fléches non désignées sont des équivalences] :

(jC)/S w (ic)/-s/ . (ag)/g ~

Sy ——> Q/“s’—“——,»g/g—»g./
o, v l

s 5 G/s

(_/s) (_/s )

La commutativité des deux premiers carrés résulte de la définition de
1'équivalence C /f" e (78'5 Pour démontrer la commutativité du dernier,

i1 faut voir que le carré suivant est commutatif :

>

L'
&y — L

) Jr

L"

e
—_—
N
o L' est la restriction du foncteur L, a _C_J_/g et L" 1le foncteur LQS H
ceci se voit aisément en revenant & la définition des foncteurs L (epres 4.3.9 Ve
Quant au second diagramme , ce n'est autre que la restriction aux catégories de

faisceaux du diagramme correspondant sur les catégories de préfaisceaux

(Exposé I, n® 1) qui est commutatif .

Scholie 4.5.5. Les diverses assertions de ce numéro montrent que dans le cas ou

1a topologie donnée est moins fine que la topologie canonique, on peut identifier
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€ & une sous-catégorie pleine de E, elle-mé&me sous-catégorie pleine de L et
que dang cette identification, on peut se livrer aux abus de langage, habituels en
ce qui concerns § —? § , justifiés par les commutativités précédentes . Remar-
quons explicitement que le premier diagramme de 4.5.4 montre que 1l'on pourra se

servir sans précaution spéciasle du foncteur a .

Nous verrons dans le numéro suivant que l'identification de C & une sous-caté-
~ . "
gorie pleine de C (contrairement & ce qui se passait pour _C_), commute & la forma-

tion de certaines limites inductives et nous dirons alors comment utiliser ce fait.

4 partir de maintenant et sauf mention expresse du contraire , nous

supposerons la topologie donnée moins fine gue la topologie canonigue et nous

ferons systématiquement les identifications exposédes ci-dessus .

Iroposition 4.5.6. Soient F et G dewx faisceaux au-dessus de S et

f:F —36 un S-morphisme . Les conditions suivantes sur f gont équivalentes:

(i) f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un iso-

e
mqrphisne) dans C .

(ii) f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un iso-

N
morphisme) dans E/S = (Q/S) .

Pour monomorphisme et isomorphisme , c'est évident (c'est une question de
préfaisceaux) . Pour épimorphisme , cela résulte de la description des épimorphis-
mes comme morphismes couvrants et du fait que , par définition de la topologis

A ~ ~n
induite , ceux-ci sont les mémes dans C et C /s

Proposition 4.5.7. Soit f : F —» G un morphisme de faisceaux . Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un iso-

morphiszme) .

(1) Pour chaque S €O0b (¢, f, : F, —> G

g ¢ Fg S est localement un
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monomorphisme (resp. un épimorphisme y resp., un isomorphisme) , ¢'est-i~dire :

(iii) Pour chaque S €0b C , l'ensemble des T —» S tels que

Fp —>Gp soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme , resp. un_isomorphisme)

est un raffinement de S .

3i la topologie donnde est définie par une prétopologie, ces conditions

sont encore équivalentes & la suivante 1

(iv) Pour chaque S € 0b § , il existe une famille couvrante

{ Si - S} € R(S) telle que pour tout i , FS — GS~ soit un monomorphisme
i 1

(resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme) .

Si la catégorie C possdde un objet final e , on peut se contenter

de prendre S = e dans les conditions (ii), (iii) et (iv)

On a évidemment (ii) &> (iii) &P (iv) . Pour démontrer 1'équiva-
lence de (i) et (ii) ainsi que le supplément concernant 1'objet final , il
faut montrer que (i1) %(1) et que les notions envisagées sont stables par
extension de la base . Démontrons d'abord ce dernier point . Pour moncmorphisme
et isomorphisme , c'est évident (c'est une question de préfaisceaux) . Pour
épimorphisme , cels résulte du fait que tout épimorphisme de faisceaux est uni~
versel (4.4,3 ) . Montrons enfin que (ii) entratne (i) . Supposons que
fS:FS —_— GS soit localement un monomorphisme (resp. un isomorphisme) < 11
existe alors un crible couvrant C de S tel que pour tout T —»C , f‘l‘ soit
un monomorphisme , (resp. un isomorphisme) . Comme une limite projective de mono-
morphismes (resp. isomorphismes) en est un , Hom(C,f) sera un monomorphisme

(resp. un isomorphisme) (ef. 4.1.4) . Le diagramme commutatif

Hom({C,F) Hom(Cf)  won(c,c)
1 ™
F(s) £(s) > a(s)

montre alors que £(8) est injectif (resp. bijectif) « Supposons enfin que
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F 3G g0it localement un épimorphisme et soit H C G 1'image de f . Pour
chaque S —>» G, HxGS est 1'image de foS:FxGS ~—3>5 . Pour mon-
trer que f est un épimorphisme , il faut montrer que H est un reffinement de

G, clest-d~dire que H x, S est un raffinement de S pour chaque S . Mais

G
comme il en est ainsi aprés tout changement de bagse T -—- 8§ d'un raffinement de
S (si f xG S est localement couvrant) s Hx,S5 est bien un raffinement de §

G
(Axiome (T 2)) .

Corollaire 4.5.8. Soient F et G deux faisceaux au-dessus de S et f: F— G

un S-morphisme . Pour gque f goit un monomorphisme , resp. un épimorphisme, resp.

un isomorphisme , il faut et il suffit qu'il le soit localement sur S .

Remargue 4.5.9. La démonstration de la proposition montre que celle-ci reste
valable , pour la partie concernant les monomorphismes (resp. les isomorphismes)
lorsqu'on suppose seulement que F est un préfaisceau séparé (resp. un faisceau)

et G wun préfaisceau quelconque (resp. un préfaisceau séparé) .

Revenons provisoirement au cas d'une topologie gquelconque et posons une

définition .

Définition 4.5.10. Soit G —> F wun morphisme de £ o On dit que G est un

faisceau relatif au-dessus de F si pour chagque F-foncteur H et chaque raffi-

nement R de H , l'application canonique

(+) HomF(R,G) & HomF(H,G)

est bijective.
La proposition 4.5.2 se généralise aussitdt &

Propogition 4.5.11« Si F est un faiscecau , G est un faisceau relatif au-

degsus de F si et seulement si clest un faisceau .

A,
lemme 4.5.12, Dans la situation X —T -3 S (o_ﬁ_ X,T,S, sont trois objets de C)
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si X est un faisceau relatif au-dessus de T , alors U= i/é X est un fais-

reau relatif au~dessus de S .

En e¢ffet, on a pour tout S-foncteur Y
HomS(Y,U) = HomT(T x ¥, X .

S8i C est un criblede Y, alors T Xg C est un crible de T Xg Y; on

conclut aussitdt .

Corollaire 4.5.13. Les préfaisceaux gggT/S(X,Y) s IsomS(X,Y),..., sont des

faisceaux lorsque les arguments qui y interviennent en sont aussi .

En effet, tous ces préfaisceaux sont construits & 1l'aide de produits
fibrés et de préfaisceaux |\ ( I 1.7 et IT 1) . I1 suffit de
vérifier le résultat pour un préfaisceau ];z; X ; en ce cas, l'assertion résulte

de 4-5-11 Bt 405012.

4.6. Degeription du quotient d'un faisceau par une relation d'éguivalence .

Rappelons que nous supposons la topologie T dornée moins fine que la

topologie canonique .

P,sP ~
Proposition 4.6.1. Soit R ———=-3 X une C-rvelation d'équivalence dans le

faisceau X . Soit F €0b § défini comme suit : pour chaque S de C, F(s)

est 1'ensemble des sous-S-faisceaux Z de XS s stables par Rs , et dont le quo-

tient par R, est S (c'est-d-dire tels que le diagramme RZ:=::= Z —» 3 goit

»

exact) « Alors pour tout faisceau Y , Hom(Y,F) s'identifie & 1'ensemble des

sous-Y-faisceaux de X x Y stables par R x Y et dont le quotient est Y . En

particulier le sous-faisceau R de X x X correspond & un élément p de Hom(X,F)

et le diagramme

R —3 X > F

est exact , donc identifie F au faisceau-quotient X/R .
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Posons en effet Q = X/R . Pour tout faisceau Y et tout morphisme
f € Hom(Y,Q) correspondant & une section s : Y €y ¥ x @, considérons le diaw

gramme

RxY /3 AxY —p Qx ¥

*) 0 s 4

Z ——> I

ot le carré est cartdsien. Il est immédiat par 4.4.11 que Z est un sous-
Y-faisceau de X x ¥ , gtable par R x Y, dont le quotient est Y , et que,
réciproquement, tout Z de ce type provient d'une unique section de Q x ¥
sur Y . Premant d'abord Y représentable , on en tire un isomorphisme

Q & F . Prenant ensuite Y quelconque , on en tire la forme annoncée de
Hom(Y,F) . Considérant enfin le morphisme canonique X —» Q , on voit aussitdt

qu'il correspond au sous-X-faisceau R de X x X, ce qui achdve la démonstration.

Corollaire 4.6.2, Soit G un sous-foncteur guelconque de F tel que
Hom(X,G) € Hom(X,F) contienne R . Alors le morphisme canonique X —»F

se factorise par G . Comme X —> F est couvrant (4.4.9 et 4.4.3 ) il en

résulte que G est un raffinement de F . En particulier, tout sous-faisceau G

de F vérifiant la condition précédente est égal 4 F (4.3.12 )

4.6.3. Nous allons maintenant nous intéresser eu cas ou X et R sont repré-
gsentables . Introduisons d'abord une terminologie . Outre les conditions (a) )
(@) introduites en 3.4.1 s nous utiliserons d'autres conditions sur une
famille (M) de morphismes de C que nous énongons ci-aprés, en rappelant les

conditions (a) & (c) déjh donndes, pour &tre complet .

(a) (M) est stable par extension de la base .

(b) Le composé de deux éléments de (M) est dans (M) .
() Tout isomorphisme est élément de (M) .

(dT) Tout é1lément de (M) est couvrant .
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(eT) Soit f: X-—>Y un morphisme de £ , S'il existe un raffinement
R de Y +tel que pour tout Y'- R, XXYY’—AY'
soit élément de (M) , alors f est élément de (M) .
Rappelons que (a) et (b) entrainent

(a') Le produit cartésien de deux éléments de (M) est é1lément de (M) .

D'autre part (a) et (d'l‘) entrainent par 4.3.9.

(a') Tout élément de (M) est un épimorphisme effectif universel .

4.6.4. Les corditions précédentes sont vérifides par la famille des morphismes
C possdde des produits fibrés . En effet (a)

résulte de (1) (4.23), (b) de (C2), (c) de (C4), (4) dela

définition , (eT) de (C5) . Les résultats que nous allons établir pour une

couvrants , notée (MT) , lorsque

famille vérifiant ces conditions s'appligueront en particulier & la famille (MT) .
En particulier, on pourra prendre pour T 1la topologie canonique et pour (1)

la famille des épimorphismes effectifs universels .

Lerme 4.6.5. Soit (M) une famille de morphismes vérifiant les propriétés (a)

& (eT) précédentes . Soit R une C-relation d'équivalence dans X€0b G ,
~ le'd atd
de type (M) . Soient X 1le faisceau défini par X, R la C-relation d'équi-

- ”~
valence dans X définie par R et X/iil le faigceau-quotient . Pour que R soit

ra a7
(M)-effective, il faut et il suffit que X/R soit représentable . S'il en est

~
ainsi , X/R est représentable par le guotient X/R .

Supposons d 'abord que R soit (M)-effective et notons Y = R .
Le morphisme canonique p:X —»Y est élément de (M), donc couvrant par (d’l‘) .

Le morphisme correspondant

~

o~ ~N
Ps; X —>XR

~ ~
est donc un épimorphisme effectif universel de (4.4.3) , donc identifie X/R

~ ~ ~
au quotient de X par la relation d'équivalence R' définie dans X par p .
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Comme le foncteur canonique § —> jC: commute aux produits fibrés, R' n'est

AL
autre que R, car R est 1la relation d'équivalence définie par p .

Réciproquement, supposons ;{‘/E représentable par un objet Y de (.
Soit p : X —> Y le morphisme déduit du morphisme canonique 3‘(/ —-—>AX'/I‘{/; clest
un morphisme cowrant par 4.4,3 ., Il est clair comme tout & l'heure que R est
la relation d'équivalence définie par p » Il ne reste plus qu'a montrer que

p € (M) . Or le carré cartésien

R-"'.)XxYX—-—r.—-—-)X

P P2 | p |,

montre que p devient p, qui est un élément de (M) aprés changement de base
2

par le morphisme cowrant p . On conclut par (eT) .

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de

ce numéro .

Théordme 4.6.6. Soit (M) une famille de morphismes vérifiant les axiomes (a)

A (e‘l‘) de 4.6.3. Soit R une C-relation d'éguivalence de type (M) dans

l'objet X de C . Considérons le foncteur F € Ob { daéfini comme suit : F(S)

est l'ensemble des sous-S-faisceaux 2 de XS stables par RS et tels que la

relation d'équivalence induite ait pour quotient S . Soit FO le sous-foncteur
de F défini comme suit : FO(S) est formé des % € F(S) représentables, c'est-

d-dire des sous-C /S-objets de Ks stables par R, et tels que la relation d'équi-

S
valence induite soit (M)-effective et ait comme quotient S (c'est-3-dire

Rz =z Xg Z et Z-> 8 élément de (M)).

Alors :

(i) Le morphisme p € Hom(X,F) = F(X) défini par le sous-objet

R de Xx X identifie F au faisceau-quotient de X par R.
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(11) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F sgst représentabls .

b) F_ est représentable .

e) R est (M)-effective .

Sous ces conditions , F = Fo =XR .

(1ii) Soit (N) une famille de morphismes stable par changement de
base , telle gque pour toute famille couvrantse { Si — S} et toute famille

{Ti —_— Si} de morphismes de (N) , toute donnée de descente sur les Ti rela-

tive & {Si -—-78} soit effective . Supposons X quarrable et le morphisme
R —> Xx X élément de (N) . Alors F =F.

Démontration. (i) a déja été démontré (4.6.1) .
(ii) On a vu 1'équivalence de 2) et de c¢) ainsi que F=XR.

Il reste a prouver que b) ou c) implique Fo = F . Remarquons d'abord,
comme il est d'ailleurs affirmé dans 1'énoncé, que Fo est bien un sous-
foncteur de F ; en effet pour tout S € Ob C et tout Z € FO(S) s le
morphisme 2Z - § est quarrable, donc 2 xg §' élément de FO(S’) pour
tout S' —> S , Comme R € F(X) appartienta FQ(X) s 4.6.2 montre que
b)::bFO = F . Supposons maintenant c¢) vérifié . Le morphisme X - X/R
est élément de (M) et pour tout S € Ob C et tout Z € F(S) , le dia-
gramme (*) de 4,6.1 montre que Z = § Xy

donc élément de FO(S) .

/R x S X x S est représentable,

(iii) Soit f € Hom(B,F) correspordant 3 Z E F(S) . On doit
montrer que f se factorise par F0 , c'est-a~dire que Z est représen~

table . C'est d'abord clair si f se factorise par X en vertu de :

Lemme 4.6.7. Soit onX(S) . L'inage de x, dans F(S) correspond au sous~

faisceau 2 de X, défini par les deux carrés cartésiens
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id, ¥ x
O

o

%y L X

1 !
- Rs ——3 R .

Ce lemme résulte aussit®t de la description du morphisme X —3> F .

N*—%aj‘x

Revenons & la démonstration du théordme . 8i f se factorise par X , alors

Z esgt représentable et le morphisme 2 —% XS élément de (M) . En général ,
f ne se factorise pas nécessairement par X ; mais,conme X —>F est cou-
vrant (4.4.3 ) , il existe par 4.4.8 une famille couvrante {Si — 8 }

et pour chaque i wun morphisme Si ~—3 X rendant commutatif le diagramme

Pt

S, —= 35
i

D'aprés ce qui précdde, le morphisme fi H Si - P 4éfini par le diagramme pré-
3 Si de
Xy » Le morphisme 2 x_ S, "‘"XS est lément de (N) et la famille

i 571 i

Xsi " 2 XS couvrante « I1 n'y a donc pius qu'd établir :

cédent appartient & Hom(si’Fo) et correspond au sous-faisceau 2 x

Proposition 4.6.8, Soient {Si — 5 } une famille couvrante et F un fais-

ceau su-dessus de S ., Supposons gque pour chague 1, lg S,~foncteur F x, S

§ 8 i
s50it représentable par un objet Ti . Alors la famille des Ti est munie d'une

donnée de descente canonigue relative i Si —5 . Pour que F soit représen-
table , il faut et il suffit que cette donnde soit effective 3 s'il en est ainsi,

l'objet "descendu" représente F .

Remarquons d 'abord que d'aprés 4.4.3 , Si —>» S est une famille épi-
~
morphique effective universelle dans E , donc une famille de descente dans C .
5i F est représentable par lfobjet T , alors T x Si (considéré comme faisceau)

)
est isomorphe & F Xq Si y-donc la donnde de descente sur les Ti est effective
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et llobjet descendu (uniqua) est isomorphe 3 F . Réoiproquement, supposons que
la domnée de descente canonique sur les Ti s0it effective et soit T 1'tobjet
descendu . Comme la famille { Si — 5 } est une famille de descente dans E N
il existe un S-morphisme T —F qui par extension de la base & chaque Si

redonns le morphisme canonigque 'l‘i - F Xq Si .
isomorphisme ; comme T et F sont des faisceaux, il résulte de 4.5.8 que

Ce morphisme est localement un
olest un isomorphisme .

Corolleire 4.6.9. Soit R une relation d'équivalence (M)-effective dans X .

Pour tout faisceau F , 1'spplication
Hom(X/R,F) ——> Hom(X,F)

identifie le premier ensemble & la partis du second formée des morphismes compa=
tibles awc R .

Gorollaire 4.6.10. Soit T' ume topologie moing fine que T , pour laquelle les

morphismes de (M) soient couvrants. Sous les conditions de (iii), X/R est

aussi le faigceau~quotient de X par R dans toute topologie intermédiaire entre

T! et la topologie cenonigus .

Remarque 4.6.11. Si dans 1'énoncé de (iii), on suppose de plus que,dens les
hypothéses du texte, si on note T 1'objet descendu, le morphisme T -~ S
est élément de (N) , alors les morphismes d'inclusion 2 ¢» X sont ausel
é1éments de (N) , comme il résulte aussitdt de la construction de % par

descents .

Remargue 4.6.,12. Les implications

6) = b) => a) ’
e) =;>F0=F=X/R ’

ont été établies sans recourir & la partie "il suffit" du lemme 4.6.5 , qui est
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le seul endroit ol l'on utilise la condition (eT) » Elles restent donc valables

st (M) vérifie seulement les oconditions (a) & (dT) . Unexemple de telle
famille (M) est celle des morphismes guarrables couvrants (comparer avec 4.6.4.).
Dang le cas de la topologie canonique, cewx-ci ne sont autres que les épimorphismes

effectifs universels . On a doenc :

Corollaire 4.6,13. Seit R une relation d'équivalence effective universelle

dans X . Alors X/R est le faisceausquotient de X par R pour la topologie

canonique . Il représente le foncteur suivant : %/R (S) est 1l'ensemble des

gous~C /S-ob,jets 2 de XS stables par RS ot tels que la relation d'équivalence

induite soit effective universelle et ait comme quotient S,

De m&me , pour une topologie quelconque :

Corollaire 4.6.14. Seit (M) 1la famille des morphismes quarrables couvrants .

Si R est une relation d'équivalence (M)-effective dans X , alors X/R est

le faisceau-quotient de X par R et représente le foncteur F = de 4.6.6.

Scholie 4.6.15. Nous pouvons maintenant apporter les précisions suivantes &

4.5.5, Alors que dans les questions faisant intervenir exclusivement des limites

projectives ( produits fibrés, structures algébriques...), on peut, d'aprés les
résultats de 1'Exposé I et 4.5.5 , identifier indifféremment ( & une sous-
catégorie pleine de ﬁ ou de _6_ , il n'en est pas de méme dans celles qui
mélent limites projectives et inductives . Dans toutes les questions faisant

intervenir & la fois des limites projectives et des limites inductives, en par-

ticulier des passages au guotient (exemple : structure de groupe sur le quotient

d'un groupe par un sous-groupe invariant), nous considérerons la catégorie donnée

comme plongée dans la catégorie des faigscesux ; ainsi si R est une C-relation
d'équivalence dans 1'objet X de C , X/R désignera le faisceau-guotient de X
par R (désigné antéricurement par j(X)/j(R) ), donc dans le cas ou ce faisceau

sera représentable, l'objet qu'il représente . Les résultats précédents montrent

que dans les cas les plus importants, un quotient dans ( sera aussi un quotient
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dans la catégorie des faisceaux ; de toutes facons, nous nous interdisong 1'emploi
de 1a notation X/R pour un quotient dans £ qui ne colinciderait pas avec le

»
quotient dans C (par exemple qui ne serait pas universel), modifiant ainsi les

définitions du n® 3 .

Pour étudier un problime du type ci-dessus, on se place donc d'sbord
dang la catégorie des faisceaux, ol tous les résultats habituels sont valables
(n° 4.4 ), puis on particularise les résultats obtenus & la catégorie de départ,
en utilisant les résultats du présent numéro et, lorsqu'on en possdde, des cri-
téres d'effectivité de descente. Nous verrons des exemples de cette méthode dans

les numéros suivants .

4,7. Utilisation de critéres d'effectivité : théordme d'igomorphie .

Dans ce numéro, nous donnons un exemple d'utiligation de critéres d'ef-
fectivité . Les donndes de départ sont une topologie T sur C (toujours moins

fine que la topologie canonique) , une famille (M) de morphismes de € vérifiant

S

les axiomes {(a) % (e,l,) de 4.6.3 ot une famille (N) de morphismes de C

susceptible de vérifier les axiomes suivants :
(a) (N) est stable par extension de la base .

(fT) "les morphismes de (N) se descendent par la topologie donnée" ;
clest-b~dire : pour tout S &O0b C , toute famille couvrante {Si - S} et
toute famille {Ti — Si} de morphismes de (N) , toute donnée de descente
sur les Ti relativement i {Si — 8 } est effective ;, et si on note T

1'objet descendu , le morphisme T —3 S est élément de (W) .

Signalong tout de suite un exemple de cette situation, qui sera traité

plus tard : C est la catégorie des préschémas , T

la topologie fiddlement plate
quasi-compacte ; (M) la famille des morphismes fiddlement plats quasi-compacts,

(N) la famille des immersions fermées , ou celle des immersions quasi-compactes .

Rappelons le résultat principal de 4.6.6 (compte tenu de 4.6.11 ) :
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Propesition 4.7.1. Si X ast un objst quarrsble d2 £, R une relation 4'é~

guivalence de type (M) dans X, telle que £ —> R x B soit élément de ™ ,

(N) wvérifiant (=) et {fT) , &lora Lo faiscemu~quoticht X*/R est défini par

X/R (S) = ensemble des sous-S-objets 2 de XS , stables par

Ry, tels que 2 —>X soit élément de (w) ,

que Z —>S soit couvrant (ou élément de (M)) et que

RZ::'.ZXSA.

Soit X un objet de £, R une relation d'équivalence (M)-effective

dans X, notons X' = X/R . Pour tout soug~objet Y! de X' tel que le mor-
phisme canonique Y' —3X' soit élément de (N) , le sous~objet ¥ = Y! Xy, X
de X est stable par R, le morphisme canonique Y «» X est élément de (™ ,
(si (¥) vérifie (a)) , la relation d'équivalence induite dans Y est
(M)-effective (4.4.11 et 4.6.6 ) et son quotient est Y' . Réciproquement,
montrons que tout sous-objet Y de X , stable par R, tel que le morphisme
structural X—>Y soit é1ément de (N} , s'obtient de cette fagon ; en effet,

si Y est stable par R, ses deux images dans R = X x,, X sont identiques et

X!
Y ost muni d'une donnde de descente relative & X — X! . Pour avoir le résultat
cherché, il suffit donc que la famille (N) vérifie 1l'axiome suivant (entrainé

par (fT) et les conditions sur (M) ) ¢

(fy) Si Y—3X est élément de (¥) et X->X élément de ) ,
toute dormée de descente sur Y relative & X ~—)Xl est effec~
tive ; =i on note Yl 1'objet descendu, Yl ~—)K_L est élément
de (W) .

On a done :

Propositien 4.7.2. Soit R une relation d'équivalence (M)-effective dans X .

Soit (N) ume femille de morphismes vérifiant (a) et (fM) » Pour tout sous~

objet Y de X, stable par R et tel que le morphisme Y -—>X soit élément
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de (N) , la relation d'équivalence induite dans Y par R est (M)-effective

et le quotient Y/RY = Y! est un sous-objet de X' = X/R tel que Y' —> X'

soit élément de (N) . L'application Yw—> Y! rdalise une correspondance bi=-

Jective entre l'ensemble des sous-objets Y de X , stables par R, fels gue le

morphisme Y —> X soit lément de () , et 1'ensemble des sous-objets Y! de

X! tels que le morphisme Y' —> X' soit élément de (N) . L'application réci-

progue est Y!'p—» Yf Xyy X.

Corollaire 4.7.3. Suppogons de plus que R ~» X x X goit S1ément de () .

Alors , pour tout Y comme dans 1'énoncé , &f —3 ¥ x Y est augel é1lément de

(W) . si (W) wdrifie (a) et (fy) , on adonc

Y'(S) = ensemble des sous-S-objets Z de YS , stables par RS'

tels que Z — Y soit &lément de (N) (alors 2 —-éXs

est aussi élément de (W)) , que Z—>S soit couvrant

ALy
et que RZ-—stz.

5. Pagsage au guotient et structures algébriques .

5.1. Fibrés principaux homogdnes .

On rappelle ( IIT 0.1 ) qu'un objet X & groupe d'opérateurs @

droite) H est dit formellement principal homoeg®ne sous H si le morphisme

canonique (de foncteurs)

XxH —>» XxX

défini par (x,h) > (x , xh) est un isomorphigme . Il revient au méme de
dire (cf. loc. cit.) que pour tout S € Ob C , X(S) est formellement principal
homogéne scus H(S) , c'est-i-dire vide ou principal homogine sous H(S) . En

particulier , si on fait opérer H sur lui-mdme par translations (& droite) ,
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H devient formellement principal homogine sous lui-méme .

Définition 5.1.1. L'objet X & egroupe d'opérateurs H egt dit trivial s'il est

isomorphe (comme objet % groupe d'¢pérateurs H) 2 H sur lequel H opdre par

translations .

Proposition 5.1.2. 80it X formellement principal homogéne sous H + On a un

igomorphisame

rE =3 Tsom, 30 (4,X)

d'ensemble principaux homegdnes sous | (H) .

A toute section x de X on associe le morphisme de H dans X
défini ensemblistement par hg—y x h . L'assertion énoncée est immédiate , par
réduction au cas ensembliste .

.

Corollaire 5.1.3. On a un isomorphisme d'objets & opérateurs H

X ——> Lmm . &0 .

Corollaire 5.1.4. Pour qu'un objet & groupe 4'opérateurs soit triviel , il

faut et il suffit qu'il soit formellement principal homogdne et qu'il posséde

une section .

Définition 5.1.5. Soit C une catégorie munie d'une topologie . On dit que le

s,

S-objet X & S-groupe d'opérateurs H est fibré principal homogéne sous H

g'il est localement trivial , c'est-h-dire si les conditions équivalentes sui-

vantes sont vérifides :

(i) L'ensemble des T —> S tels que (le foncteur) X xq T soit

trivial sous H XS T est un raffinement d;_e_ 3.
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(11) I1 existe une famille couvrante (pour une prétopologie définissant
la topologie donnde) { Si —3 8 } telle que pour chaque i, le Si-foncteur
X g Si a Si-foncteur-groupe d'opérateurs H Xy Si soit trivial ( = posstde
une section sur S, )e

Proposition 5.1.6. Soit C une catégorie munie d'une topologie T . Soit (M)

une famille de morphismes de C vérifiant les axiomes (a) & (eT) de 4.6.3.

Soient H un S-groupe tel que le morphisme structural H-— 835 sgoit élément de

(M) et P un S-objet & S-groupe d'opérateurs H . Les conditions suivantes

gsont équivalentes :

(1) P est fibré principal homogdne sous H (définition 5.1.5 )

(ii) P egt formellement principal homogéne sous H et le morphisme

structural P — S est élément de (M) .

(iii) Il existe un morphisme S' —» S 4lément de (M) tel que par

extension de la base de 5 & S5', P devienne trivial , c'est-

ad-dire que P Xg S!' goit trivial sous H Xg St .

(iv) H opdre librement sur P , de manidre (M)~-effective et le

quotient H/P est isomorphe & S .

Remarquons d 'abord que (ii) et (iv) sont équivalents, compte tenu
du fait que , dans 1'un et 1l'autre cas , P —4 35 est é1lément de (M) , done
quarrable , ce qui assure la représentabilité des produits fibrés H Xg P et
P xg P, Il est clair que (ii) entreine (iii) , car on peut prendre comme
S' P 1lui-mfme , 1'hypoth®se que P est formellement principal homogine entral-
nant que P x P est trivial sous H xg P (5.1.4 ) , car il a une section (la
section diagonale) . Il est clair que (iii) entraine (i) , car { S S}
est une famille couvrante , par 1l'axiome (dT) . I1 reste donc & montrer que (i)
entraine (ii) . Le morphisme de faisceaux P xH P xg P est localement un
isomorphisme , donc un isomorphisme (4.5.8 ) 3 P est donc formellement principal

homogéne . Le morphisme structural P —> S est localement isomorphe au morphisme
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structural H— S qui est élément de (M) . Il est donc lui-méme élément de (M) ,
pa'r (eT) .

L'équivalence entre (i) et (iv) se généralise :

Proposition 5.1.7. Soug les mmes hypothéses sur C et (M) , soient H un

S-groupe et X un BS-objet sur lequel H opére (2 droite) » Supposons le mor-

phisme structural H~—3> S &ildment de (M) . Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) H opdre librement sur X et de manidre (M)-effective .

(ii) Il existe un S-morphisme p : X~> Y compatible avec la relation

d'équivalence définie dans X par llactionde H et tel que 1'opération de

H g Y sur X au-dessus de Y qu'on en déduit fasse de X un fibré principal

homogeéns sous HY av~deasus de Y . Sous ces conditions p identifie Y

quotient X/H .,

8i p: X-—3>Y est un morphisme compatible avec l'action de H , alors
l'opérationde H xSY sur X au-dessus de Y qu'on en déduit définit dans X

la m8me relation d'équivalence que l'action de H , en vertu de la formule

rald
Hy 2y X=—> Hx, X.

la proposition résilte de cette remarque et de 1'équivalence (iv)&=>(i)

précédente .

Nous pouvons maintenant préciser le théordme 4.6.6 dans le cas du

passage au quotient par un groupe 4'opérateurs :

Proposgition 5.1.8. Dans les hypothdses de 5.1.7 , notons Fo le foncteur au-

dessus de S défini comme suit : pour chaqus S'—98S, FO(S') est 1'ensemble

des sous-S'-foncteurs représentables 2 de X x, S', stables sous H Xq St et

]
fibrés principaux homogdnes sous ce S'-groupe pour 1'action induite (3.2.2 ) .
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(i) Les corditions suivantes sont équivalentes :

a) L'opération de H dans X est (M)-effective .

b) P oest représentable .

Sous ces conmditions , on a Fo = X/H .

(ii) Soit (N) wune famille de morphismes , stables par changement de

base , telle que pour toute famille couvrante {S;_ — S'} gt toute famille

{Ti—y Si} de morphismes de (N) , toute donnée de descente sur les Ti rela=

tivement & {SJ’_ — S'] goit effective . Supposgons le morphisme

X Xg H **-)Xxs X élément de (W) et X guarrable . Alors 1'élément p de

Hom(X,FO) correspondant au sous-objet X x

H de X xX identifie F_

S S

au faisceau-quotient X/H .

5.2, Structures de groupes et passage au guotient .

Nous nous intéressons dans ce numéro aux structures algébriques que
1'on peut mettre sur le quotient G/H d'un groupe par un sous-groupe . Nous nous
placerons d 'abord dans la catégorie des faisceaux sur C pour une topologie
quelconque « En prenant la topologie canonique et en utilisant 4.6.12 , nous

obtiendrons des résultats pour le passage au quotient effectif universel dans (C .

Propogsition 5.2.1. Soit u : H~—% G un monomorphisme de faisceaux en groupes .

11 existe sur le faisceau G/H une structure unique d'objet & groupe d'opéra-

teurs G telle gue le morphisme canonique

p: G —>3 G/H

soit un morphisme d'objets & groupe d'opérateurs G . Cette structure est fonc-

torielle par rapport au couple (G,H) : si on a un disgramme commutatif

H ———3% ¢
+ £ ¥

H ————3% &',
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le morphisme ¥ : G/H —> ¢'/H! (3+2.3 ) est compatible avee le morphisme £

gur les groupes d'opérateurs .

En effet , lo faisceau G/H est le faisceau associé au préfaisceau

1(G)/1i(H) : 8 p— G(S)/H(S) ;

comme le forncteur a est exact & gauche , il transforme objets & groupes d'opé-
rateurs en objets & groupe d'opérateurs . Le préfaisceau i(6)/i(H) é&tant muni
d'une structure d'objet & groupes d'opérateurs i(G) , G/H = a(i(G)/i(H)) est
muni d'une structure d'objet 2 opérateurs a(i(G)) = ¢ . Cette structure jouit

évidemment de toutes les propriétés énoncées -

Corollaire 5.2.2+ Soit u s H— G un monomorphisme de C-groupes . Supposons

que 1l'opération de H sur G goit effective universelle . Il existe sur le quo-

tient G/H une structure unique d'objet & groupe opérateurs G telle que le

morphisme p: G —> G/H soit un morphisme d'objets & opérateurs . Cette struc-

ture est fonctorielle en le couple (H,G)(H opérant de manidre effective uni-

verselle dans G) , au sens précédent .

Proposition 5.2:3, Soit u: H —G un monomorphisme de faisceaux en groupes

identifiant H 3 un sous-faisceau en groupes invariant de G . Il existe sur le

guotient G/I-I une sbtructure unique de faisceau en groupes telle que le morphisme

canonique p : G —>3 G/H soit un morphisme de groupes » Cette structure est
fonctorielle en le couple (H,G) (H invariant) .

La démonstration est semblable & celle de 5.2.1.

Corolliaire 5.2.4. Soit u : E —> ¢ un monomorphisme de C-groupes identifiant

H & un sous-groupe invarisnt de G . Supposons que l'action de H sur G soif

effective universelle . Il existe sur le gquotient G/H une structure de groupe

unique telle que le morphisme canonique G —-G/H soit un morphisme de groupes .

Cette structure est fonctorielle par rapport au couwple (H,G) (H invariant ,

H opérant de manidre effective universelle) .
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On peut caractériser la structure de groupe de G/H de manidre plus

parlante :

Proposition 5.2.5. Sous les conditions de 5.2.4 , soient K un C-groupe et

£f: 6 —>K un morphisme . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est un morphisme de groupes compatible avec la relation d'équi-

valence définie par H .

(i1) f est un morphisme de groupes induisant le morphisme trivial

H-—-—K .

(i1i) f se factorise en un morphisme de groupes G/H —K .

En particulier , on & un isomorphisme , fonctoriel en le groupe K
Homg_gr.(G/H,K) ~ {f 3 Homg_gr.(G,K) ,fou=e } .

L'équivalence de (i) et (ii) se démontre ensemblistement . On a
évidemment (iii) = (ii) . L'équivalence de (iii) et de (ii) résulte de
la formule

Hom(G/H,K) o= Hom(i(G)/i(H),K)
et de la définition de la structure de groupe de G/H .
Remarque 5.2.6. Dans la situation précédente , si le noyau de f est exacte-

ment H , le morphisme G/H —> K qui factorise f est un monomorphisme . Cela
résulte aussitdt de 3.3.4.

Dans le cas de faisceaux en groupss , on peut préciser 4.4.11 par la

Propogition 5.2.7. Soient G un faisceau en groupes , H un sous-faisceau en

groupes invariant . Pour tout sous-faisceau en groupes K de G contenent H,
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soit K' le groupe quotient K/H considéré oomme un sous-groupe de G' = G/H .
Ona K=K X ¢ . Les applications K +=—> K/H et X' t+—> K! Xy

lisent une correspordance bijective entre l'ensemble des sous~faisceaux en groupes

G réa-

de G contenant H et l'ensemble des sous~faisceaux en groupes de G! . Dans

cette correspordance , les sous-faisceaux en groupes invariants de G correspon-

dent aux sous-Taisceaux invariants de G' .

La premidre partie résulte facilement de 4.4.11 et de 3.2.4 .
Il reste & voir que K est invariant dens G siet seulement si K' est
invariant dans G' . S1i K est invariant dans G , alors le préfaisceau
i(K)/i(H) est invarient dans 1(G)/i(H) . Il en est de mfme des faisceaux
associés, en vertu de 1'argument habituel . Si réeiprgquement K' est invariant

dang G' , alors le produit fibré K x,, G est invarient dans G , comme on le

G
voit immédiatement .

S5i maintenant L est un sous-faisceau en groupes quelconque de G,
soit L 1le saturé de L pour la relation d'équivalence définie par H, on

notera aussi f =L . H .

Propogsition 5.2.8. BSous les econditions précédentes , L « H est un sous-

faisceau en groupes de & contenant H et l'imege de L dans G/H s'identifie

e

L.H/H 2 L/HaL .

En effet , notons L' 1le faisceau image de L dans G/H . Clest un
sous~faisceau en groupes de G/H correspondant & L « H dans la corregpordance
de la proposition précédente . Comme le morphisme L ~—» L' est couvrant , donc
un épimorphisme effectif universel de faisceaux , il résulte de 4.4.9 que
L' s'identifie au quotient de L par le noyau de L —3» L' qui n'est évi-

demment sutre que HANL .

Considérons enfin la situation suivante : on a un faisceau en groupes G ,

un sous~faisceau en groupes K et un sous-faisceau en groupes H de K,
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invariant dans K . Définissons d'abord une opération (2 droite) du faisceau en
groupes H\K ( = K/H) sur G/H . Le groupe K opdre par translations & droite
sur G . Comme H est invariant dans K , cette opération est compatible avec

la relation d'équivalence définie par llaction de H et définit donc une opération
de K sur G/H, clest~a-dire un morphisme du groupe K’ opposé & K dans
Aut(6/H) . Comme ce dernier est un faisceau (4.5.13 ) et que ce morphisme est
trivial sur H, il se factorise par K/H et définit 1'opération cherchée .

Comme les opérations de G sur lui-méme & droite et & gauche commutent, les

opérations de G et de K/H sur G/H commutent .

Propogition 5.2.9. Sous les conditions précédentes , K/H opére librement

(3 droite) dans G/H et on a un isomorphisme canonique de faisceaux & groupe

d'opérateurs G

(¢/m)/(%/H) =2 G&/K .

Lorsque K est invariant dans G , auquel cas K/H est invariant dans G/H

(5.2.7 ), cet isomorphisme respecte les structures de groupe des deux membres .

On a un isomorphisme de préfaisceaux
(1@)/i(m)/(i®/i®) <& i@)/i®

qui respecte les structures d'objets & groupe d'opérateurs i(G) . Le résultat

annoncé s'obtient en appliquant le foncteur a & cette relation .

Corollaire 5.2.10. Soient G un C-groupe , K un gous-C-groupe de G, H

un_sous-C-groupe invariant de K . Soit (M) une femille de morphismes de C

vérifiant les axiomes (a) 2 (eT) . Supposons l'opération de H sur G

(resp. X) 2 droite (M)-effective . Alors K/H opére de menidre naturelle

librement & droite sur G/H ; cette opération commute & celle de G . Les

corditions suivantes sont équivalentes :
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(i) L'opérationde K sur G est (M)-effective .

(ii) L'opération de K/H sur @/H est (M)-effective .

Sous ces comditions , on a un isomorphisme d'objets & groupe d'opérateurs G :

(e/B)/(%/H) =2 /K .

5¢3. Utilisation de eritdres d'effectivité : théordme de Nosther .

Soient C , T et (M) comme d'habitude . Soit (N) une famille de

morphismes vérifiant les exiomes (a) et (fM) de 4.7,

Mettant ensemble 5.2.7 et 4.7.2 , on obtient:

Proposition 5.3.1. Soit G un C-groupe . Soit H un sous-C-groupe de G ,

invariant et opérant de manidre (M)-effective dans G . Pour tout goug-C-groupe

K de G majorant H et tel que le morphisme K — G soit élément de ) ,

H opdre dans K de manidre (M)-effective et le quotient K/H = K' est un

sous-C—groupe de G/H = G' tel que le morphisme XK' —3 G' so0it é1ément de

(N) . L'application K p—n XK' réalise une correspondance bijective entre l'en-

semble des sous~C-groupes K de G, majorant H et tels que K— G sgoit

élément de (N) et 1l'ensemble des sous-C-groupes K' de G' tels que

K' —3 G' soit élément de (N) . L'spplication réciproque est K'jpw g K X4 G .

Dans cette correspordance, les sous-groupes inveriants de G correspondent aux

sous~groupes invariants de G' .

Corollaire 5.3.2. Si H —> G est élément de (N) , alors C posséde un

objet final e et la section unité & —> G/H est élément de (M) .
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6. Topologies dang la catégorie des schémas .

6.1. La topologie de Zariski : C'est la topologie engendrée par la prétopologie

suivante : une famille de morphismes { Si -3 S } est couvrante si chaque
morphisme est une immersion ouverte et si la réunion des images des Si est S

tout entier . On la note (Zar) .

Un faisceau pour la topologie de Zariski est aussi appelé foncteur de nature

locale : clest un foncteur contravariant de (Sch) dans (Ens) tel que pour
tout préschéma S et tout recouvrement de S par des ouverts Si , on ait un

diagramme exact

Pe) — TV 2s) == 11 5(s,ns,) .

En particulier , un foncteur de nature locale transforme sommes directes en pro-
duits . Comme tout foncteur représentable est un faisceau , cette topologie

est moins fine que la topologie canonique .

Au point de vus teminologie , chaque fois que nous dirons "local" , "localement",
sans précisions , ce sera par référence a la topologie de Zariski, donc au sens

habituel .

6.2. Un procédé de construction de topologies .

Proposition 6.2.1. Soient ( une catégorie et C' wune sous-catégorie pleine .

Soit P un ensemble de familles de morphismes de C de mlme but , stable par

changement de bage et par composition (¢'est-h—dire vérifiant les axiomes (P 1)

et (P2) de 4.2.5) . Soit P' un ensemble de morphismes de C' . On suppose

que P! contient les familles réduites & un isomorphisme identique (® 3)

vérifie la cordition suivante :

(a) si {s;, — s} €P' (domc 5,8 € Ob 0!) et si TS

est un morphisme de C' , alors les produits fibrés Si g T




240

(dans C) existent et la famille { Si xq T — T} €r' (done

1
SixsT€Ob_Q_) .

(Remarque : cette condition entraine que P'

est stable par changement de base dans C' , mais ne lui est pas

équivalente , car elle suppose de plus que le foncteur 4'inclusion

de C' dans C commute 3 certains produits fibrds) .

On suppose de plus vérifides les deux conditions ci-dessous :

(b) Pour tout S €0b G, il existe { Si ~3 S }é P avec
S; € Ob C' pour chaque i .

(¢) Dans la situation suivante

|

ijk

& W

ij

N Ny 1 . o L
o 5,8 80, S € g {ki-as}EP : {sij—ysi§ep pour
chaque 1 ; {S ik — S % £ P’ pour chaque ij , il existe ume famille

§ T — S} € P' et pour chaque n un multi-indice (ijk) et un diagramme

Icommutatlf

S0 € 5
NS
S

Munissons C de la topologie engendrée par P et P'. Soient S € Ob C et

R un ecrible de S . Pour que R soit couvrant, il faut et il suffit qu'il

existe une famille composée { S,

-->s~—->s},0us » 8y €,

{S —_ S}SP , {S —> 8, }SP‘ pour chaque i , et que les morphismes

——3 S5 obtenus se factovlsent par R (en d'autres termes que le crible

1J

engerdré par cette famille composée soit contenu dans R ) .
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Démonstration « Les familles é1éments de P et de P! étant couvrantes , une
famille composée de telles familles le sera aussi (¢ 2) , donc un crible de la
forme indiquée couvrant, car contenant un crible couvrant . Réciproquement , il
suffit de voir que les cribles de cette forme forment bien une topologie, clest=

3~dire de vérifier les axiomes (T 1) & (T 4) de 4.2.1.

Axiome (T 4) , Soit S € Ob C . Il existe d'sprds (b) une famille

. . idgq,
{Si —3 S} € P avec Si € Ob C' . Les familles ‘[Si ___5.1, Si} gont
éléments de P! par hypothese . Le crible S de 5 est donc de la forme

voulue .

Axiome (T 3) . BEvident .

Axiome (T 2) . Soit R un crible de S de la forme voulue et soit C un

crible quelconque de S ,

Comme sij --» S se factorise par R, le crible

C
1
g Cij = C x4 sij de S eat de la forme voulue par
;L hypothése .
i S ¢

On a donc pour chaque ij un diagramme de la forme

R 4_..)
ei-contre . On a donc prouvé gu'il existe une famille

s composée

i3kl

¢ S,...—> S,, —» 8, ., =8, ~»85

3 ijkl ijk ij i

ijk

3 appartenant & P 6 P' o P 0o P' , se factorisant par
Sij = c:i.j C et ol tous les objets autresque S sont dans (!
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Appliquant la cordition (¢) & chaque famille {Sijkl —— Si } , On en dé-

duit qu'il existe pour chaque i une famille T, —> si} € P!, telle que
3 13

Tin —~3» S se factorise par 1l'un des Sijkl y donc par C .

T, —> 8, Le crible C est donc de la forme voulue, ce qui
in ijkl

\L achdve la vérification .

Vo

i

o

Axiome (T 1) . Soit R un crible de S de la forme donnée et soit T —> §

un morphisme de C .

S5 € Yis Vs — > R
y ) l« v(
5, ¢— T, ¢ U

i ) . T —3% S

R€ypS 7T

Soit Ti = Si X T . La famille { Ti —y T } appartient & P (par (P 1)).
Appliquant {b) , on construit des {Uik —-—-)Ti}EP , avec les Uik & ObC'.
Par hypothdse (cordition (P 2) sur P), on a { U, —>T ler.

D'aprés (a) , U S,.=1U, . est objet de C' et pour chaque ik,

ik xsi 15 = ikj
[Uikj - Uik}EP' o Le carré comutatif ci-dessus montre alors que les mor-
phismes Uijk—é'.l‘ se factorigent par le crible T X5 R de T, qui est done

de la forme voulue , ce qui achéve la démonstration .

Corollaire 6.2.2. Si S €O0b C' et si R est un crible de S, R est couvrant

si et seulement si il existe une famille {Ti —-)S} €P' , se factorisant par R .

En effet , un tel crible est couvrant . D'autre part il suffit d'sppliquer
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(¢) en prensnt la famille { Si -3 S} réduite & 1'isomorphisme identique de

S pour déduire de la proposition qu'un crible couvrant est de la forme indiquée.

Corollaire 6.2.3. Pour qu'un préfaisceasu F gur C soit séparé (resp. un

faiscean) , il faut et il suffit que le morphisme

F(s) —> T B(s)

goit injectif (resp. le diagramme

F(s) —> 73 rs) —3 ‘\:g F(5; xg 5,)

exact) dans les deux cas suivants :

(1) {s, —s}er,

(i) S,8 €0C; {si_.;s}ep'.

En effet , les conditions sont nécessaires , car les familles en ques-
tion sont couvrantes . Si C est un crible de S engendré par une famille de
morphismes du type indiqué , un diagrame-chasing facile montre que les conditions
du corollaire entratnent que Hom(S,F) —&.y Hom(C,F) est injectif , (resp.
bijectif) « Mais tout raffinement R de S c¢ontient un crible C du type

ci~dessus et on a un disgramme commutatif
£
Hom(S,F) ~~——> Hom(R,F)
Hom(G,F) .

On sait que g est injectif , donc aussi f . Donc P est séparé . Mais R est

un raffinement de C , donc h est aussi injectif « 8i g est bijectif , alors
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f 1l'est augsi , donc F est un faiscesu .

Remargue 6.2.4. Le corollaire précédent ne résulte pas de 4.3.5 , car P' n'est

pas stable par extension de la bage .

Remarque 6.2.5., La condition (¢) est vérifide en particulier dans le cas ol
(1) P' est stable par composition .

(ii) si { Si -3 S } est une famille de morphismes de L' , élément de

P, 1l en existe une sous-famille élément de P! .

6.3, Appliecation & la catégorie des schémas .

On prend pour C 1la catégorie des schémas , pour C' la sous-catégorie pleine
formée des schémas affines , pour P 1'ensemble des familles surjectives d'im-

mersions ouvertes . On considérera plusieurs ensembles P! :

Pi t familles finies surjectives , composées de morphismes plats .

. . s . . . .
P2 : familles finies surjectives , composées de morphismes plats

de présentation finie et quasi-finis .

Pé : familles finies surjectives , composées de morphismes &tales .

P& : familles finies surjectives , composées de morphismes &tales

et finis .,

Pour chacun de ces ensembles Pi y sauf Pp! , les conditions de la propo~
sition sont vérifides ( (c) gréce & 6.2.5 , car un schéma affine étant quasi-
compact , toute famille de morphismes de C' , élément de P, contient uresous-

famille finie qui soit également dans P , donc dans P! ) . La topologie
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Ei engendrée par P et Pi est notée et appelée de la manidre suivante :

1l

= (fpge)

5 topologie fidtlement plate quasi-compacte .
2, = (fppr)

I

topologie fiddlement plate (localement) de présentation finie.

I, = (et) = topologie étale.
I, = (etf) = topologie étale finie,

Comme Pi :>Pé :>Pé :>PL , on a

(fpge) = (fppf) = (et) = (etf) = (Zar)

Proposition 6.3.1. (i) Pour gque le crible R de S soit couvrant pour L,
1 £1i¢3, il faut et il suffit qu'il existe un recouvrement S de S per des
ouverts affines et pour chaque p une famille .{EEq.-; Sp } élément de Pi '
les Spq étant affines, tels que chaque morphisme {.Spq'“’ S } se factorise
par R .

(ii) Pour qu'un préfaisceau F sur (Sch) soit un faisceau
pour (fpqc) (resp. (fppf) , (et) , (etf)), il faut il il suffit que
(a) P soit un faisceau pour (Zar) , i.e. un foncteur de nature

locale.

{b) Pour tout morphisme fidélement plat (resp, fid. plat de pré-

sentation finie et quasi-fini , resp. étale surjectif, resp,

étale fini surjectif) T—> S , ot T et S sont affines,

on ait un diagramme exact :

F(s) — F(T) = »T xg T)

(iii) Les topologies L, ,i=1,234, sont moins fines
que la topologie canonique.




(iv) Toute famille surjective formée de morphismes plats et ouverts

(resp. plats et localement de présentation finie, resp, étales, resp. étales

et finis) est couvrante pour (fpqc) (resp. (fppf) resp. (fpqf) , resp. (et),

resp. (etf) ) .

(v) Toute famille surjective , finie et formée de morphismes plats et
quasi-compacts est couvrante pour (fpgc) . En particulier , tout morphisme fidd-

lement plat et quasi-compact est couvrant pour (fpge) .

Démonstration . (i) résulte de 6.2.1 , (ii) de 6.2.3 , compte tenu du fait
qu'un faisceau pour la topologie de Zariski transforme sommes directes en produits .
Tout foncteur représentable étant un faisceau pour (Zar) et vérifisnt la condi-
tion (b) de (ii) par SGA VIII, 5.3, I, est moins fine que la topologie
canonique , ce qui prouve (1i1) .

Prouvons (iv) . Soit { 5, — 8 } une femille de morphisme comme dans 1'énoncé .
Considérant un recouvrement de S par des ouverts affines , on se raméne immédie-
tement au cas ot S est affine . Soit alors Sij un recouvrement de Si par des

ouverts affines , tels que la restriction de Si4—9 S

515 € Sigx
g{/ J J a Sij s0it quelconque (resp. de présentation finiey,
S,
1 \L 1f et quasi~finie EGA IV , resp. quelconque ,
l ‘{/-Tijé_-lek resp. quelconque) . Comme les morphismes

en cause sont ouverts , les images Tij des sij

forment un recouvrement ouvert de S . Soit Tijk

un recouvrement ouvert affine de T,. . Les S.,. =8,,x, T.. sont affines,
ij ijk ij "8 "ijk

les morphismes sijk -_ Tijk sont surjectifs , plats et ouverts resp.

plats de présentation finie et quasi-finis, resp. étales, resp. étales

et finis) . La famille composée { Sijk —_— Tijk.—"ﬁ> s }

est donc couvrante par (i) . Comme elle se factorise par la famille donnée,

celle~ci est couvrante .

Prouvons (v) Soit { 5, —*S } une famille finie fiddlement plate et quasi-

compacte . Soit Tj un recouvrement de S par des ouverts affines . Les
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S.. = Tj xSSi sont quasi-compacts et possédent donc des recouvrements ouverts

ij
affines finis ’l‘i P Chaque morphisme Tijk — T j est plat , la famille
i.Ti &~ Tj } est finie et surjective . La famille

Si""sij(_'mijk {Tijk —» S ]} est cowrante par (i) . Elle se fac-
[ torise par la femille donnde qui 1‘est donc aussi .
5 T

J

Corollaire 6.3.2. Soit (Mi) la famille de morphismes suivante :

(Ml) t morphismes fiddlement plats et quasi-compacts .

morphismes fiddlement plats localement de présentation finie .

()

(M3) { morphismes étales .

(M,) : wmorphismes étales et finis ,

La femille (Ml) vérifie les axiomes (a) , (b) , (¢) , (dT) et (OT ) de
4.6.3. = =

En effet , pour (a) , (b) , (c) , c'est classique (EGA et SGA,

passim.) . D'aprés 6.3.1 , (iv) et (v), (Mi) vérifie (dT)

-—1

4 voir que (Mi) vérifie (eT ) ; pour cela , il suffit de voir que (Mi)
na-i

« I1 reste

vérifie (eT ) qui entraine les autres . Cela résulte de SGA 1 VIII (n® & et 5) .
=1

Corollaire 6.3.3, Si X est un préschéma et R une relation d'équivalence dans

X de type (Mi) s R est (Mi)-effective si et seulement si le faisceau quotient

de X par R pour I, est représentable et en co cas il est représenté par le
quotient X/R .

En effet , clest 4.6.5 .
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6.4. Conditions d'effectivité .

Nous cherchons maintenant des familles (N) de morphismes vérifiant

1'axiome (fT) de 4.7. Remarquons d'abord que (fT) entratne (fT_) , ce
= =1 =1

qui fait que nous pouvons nous restreindre au cas de la topologie (fpac) .

Lemme 6.4.1. Les familles de morphismes suivantes vérifient 1'axiome (fT )
=1

de 4.7 , clest~a~dire "ge descendent par (fi:qc)":

(W) : immersions ouvertes .

(W*): immersions fermées .

(N"): immersions quasi-compactes .

En vertu de 6.3.1 (ii) , il suffit de vérifier que les femilles
données se descendent par la topologie de Zariski et par un morphisme fiddlement
plat quasi-compact . La premidre assertion est claire , vérifions la seconde .

Pour (N) , c'est SGA 1 VIII, 4.4, pour (N!') , c'est loc. cit., 1.9 Pour (") ,

on raisorme comme dans loc. cit., 5.5 & l'aide des deux résultats antérieurs.

Corollaire 6.4.2. Le mlme résultat est valable pour les immersions ouvertes

quasi-compactes .

Ces résultats permettent d'appliquer & la situation présente les résul-
tats généraux de 4.7.1, 4.7.2 , 5.18, 5.3.1 , etc... Enongons—en un comme

exemple , le premier .

Corollaire 6.4.3. ( = 4.7.1 + 4.6.10 ) . Soient X un préschéma et R umne re-

lation d'équivalence dans X . On suppose que R — X est fiddlement plat et

quasi-compact et que R —3X x X est une immersion fermée (resp. ouverte, resp.

quasi-compacte, resp. ouverte guasi-compacte) . Alors le faisceau~quotient X/R

est le méme pour la topologie (fpqe) et pour la topologie canonique , et pour

chaque préschéma S, on a




249

¥R (8) = ensemble des sous-préschémas fermés (resp. ouverts, re p. rétro-

compacts, resp. ouverts rétromacts) Z de XS s stables par

RS y $els que Z —>»8 soit fiddlement plat quasi-compact et le

diagramme RZ::-)_,Z ~>»8 exact .

6.5. Fibrés principaux homogdnes ,

Signalons simplement la terminologie :

topologie fibrés principaux homogénes
(fpac) " n n {tout court)
(et) " " n quasi~isotriviaux
(etf) " " " localement isotriviaux
(zar) " " " localement triviaux.

6.6, Autres topologies .

On utilise parfois d'autres topologies sur la catégorie des schémas . Signalons-en
une : la topologie étale finie globale (etfg) engendrée par la prétopologie

dont les familles couvrantes sont les familles surjectives formées de morphismes
étales et finis + Elle n'egt pas plus fine que la topologie de Zariski . Les

fibrés principaux homogdnes correspondants sont appelés "isotriviawx" .

(canonique)

(fpch)
(fr;pf )
(et)
(eff)
/ N\
(zar) (etfg)
(?haotique) .

P et m?
-l -] -
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Exposé V

CONSTRUCTION DE PRESCAEMAS QUCTIENT

par P, GABRIEL

L'objet de cet exposé est de démontrer les théortmes énoncés dans TDTE
IIT. Si X et T sont deux objets d'une catégorie C nous écrivons X(T) au lieu
de Homc('l' » X) « Do mlme, si @:Y—X et £:U0~>T sont dewx fléches de
C . cp("i‘-) désigne 1l'application gp-d@Po g de Y(T) dans X(T) , ¥(£)
l'spplication g —p gof de Y(T) dans Y(U) . Enfin, si P est un préschéma,

on note P l'ensemble sous-jacent & P .

Exceptionnellement, nous ne suivons pas dans le présent exposé la
c¢onvention énoncée dans IV 4.6.15 sur la notation des quotients (loc.cit.
haut de la page 68), car nous désirons domner ici une construction de quotients
qui s'applique égulement & des "pré-relastions d'équivalence" qui ne sont pas des

relations d'équivalence.

1. C-GROUPQIDES.

C est une catégorie cu les produits et produits fibrés existent.

Rappelons d'abord qu'un diagramme

d
! P
L o
X, = X, —> ¥
o

de C est dit exaot si pd =pd, et si, pour tout T €C, T™p) est une bi-

1
Jection de T(Y) sur la partie de T(X) formée des fldches f : Xo-—-) T
telles que fd°=fd1 . On dit aussi que (Y, p) est le conoyau de (do s d‘1)

et on dcrit

(¥, p = Coker(d° , d1)
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Soit par exemple € 1la catégorie des espaces ammelés. Dans ce cas,
il existe toujours un conoyau (Y , p) dont on peut donner la description sui-
vante : l'espace sous-jacent & Y est obtenu & partir de XO en identifiant les
points do(x) et d1(x) et en munisgent Y de la topologie quotient. L'appli-
cation canonique T : X ~—3 Y et do,d induisent alors une double-fliche de

1
faisceaux d'anneaux sur Y

Tc*(go):_?—-r_*, wld, 9) = T,(4,,29)

o %_ est le faisceau structural de Xi + On choisit pour faisceau d'‘'anneaux

sur Y 1le sous~faisceau de 'R'*@o) dont les sections s sont telles que
50(3)= § ,(s) . Lafldche p est définie de fagon évidente .

Dans cet exposé, nous étudions 1l'existence de Col«:er(dO ’ d1) lorsque
la double fldche (do , d 1) se trouve insérée dans un contexte plus riche ; de

facon préeise, désignons par X2 =X 1 X X1 le produit fibré du diagramme
d,,d
1"

par dc; et d2' les deux projections canoniques de X2 sur X1; on a donc

par définition un carré cartésien
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De plus, donnons nous une troisidme fldche d' : Xz-—> X, 3 nous
disons que (do,d ==X, d;) est un _Q_—gogpo'ide si pour tout objet
T do C, X, (T) est l'ensemble des fldches d'un groupofde X (T) dont 1'en-
semble des objets est XO(T), 1'application source d 1(T) , 1'application but
do(T) et dont 1l'application composition est d;(T) (on identifie comme d'ha-
bitude (X x X )(T) 3 X1(T) x X, (P) ; on reppelle aussi qu'un

a4, a,(1),q (7)

groupoide est une catégorie dont toutes les fldches sont inversibles) .

Si ¢ est une fldche du groupoide X (T) , l'application f p—y @of
est une bijection de l'ensemble des fliéches f dont le but coincide avec la
source de f sur 1l'ensemble des fléches ayant méme but que < . On voit

facilement qu'on peut traduire ce fait en disent que le carré

X?
OJ/

X
o

d I

N

I, b

(1) ar

[e]
P

b

est cartésien.

De méme, l'application gi— g0 est une bijection de l'ensemble des
fidches g de X, (T) qui ont pour source le but de ¢ sur llensemble des

fldches qui ont mdme source que &y . On peut encore traduire ce fait en disant

que le carré

K2~—-—1——->x
(2) a? l d1l
X ———-———a»xo

gst cartdsien,
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Notons d'autre part s : Xo -‘->X1 l'unique fi2che de C tells qus

s(1) : X (T) —> X,(T) associe & tout objet de X,(T) la fldche identique de
cet objet . La fliche & satisfait aux égalités

(3) a, s = 14,
O
et (3 bis) i, s = mxo

Enfin, l'associativité des applications-composition d1'(‘1‘) ge traduit
par la commutativité du disgramme

d; x X1
X1 X X1 x X1 ——— X1 X X1
d1’do di'dm dT’do
1] T
(4) X1 xd1 ci1
4
X1 X X1 > X1
d‘i’do

Réoiproquement, les conditions (1), (2) et (4) et 1l'existence d'une fldche s
d .
. , _ .
setisfuisant & (3) impliquent que (11 d'_é:; X d1) est un C-groupoide
0

La condition (3) est bénigne; elle assure simplement que 1‘'application
51(’1‘} : X1 (1) —> XO(T) est surjective pour tout T & C . Dans la suite de
cet exposé, nous nous servons surtout des carrés cartésiens (o), (1) et (2) qua

nous résumons dans le diagramme

4 45
Xz —d,—*; X > X,
O
(0,1,2) as a
g, I
Xy ———=2 %,
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Dans ce diagramme les deux carrés de gsuche (i.e. les carrés (o) et (2))
gont cartésiens; la premidre ligne est exacte et X2 g 'identifie au produit fibré
X1a, xd X1 . Nous n'utilisons 1l'associativité que de fagon détournée, par exemple

o’ o
pour assurer l'existence dtune fldche s satisfaisant (3) et (3bis) s OU
bien pour assurer l'existence d'une fliche g~ : X1 —_r X1 telle que doc‘ = d1
ot dr=d (on choisit ¢~ de telle menidre que = (T) : X1(T)-——> X1(T)

envoie toute fldche de X, (T) sur la fldche inverse) .

Par abusde langage il nous arrivera d'appeler C-groupoide un diagramme

ar,al,ay 4 .4,
X, ——3x - X
——y 1 rd o

tel que (o), (1) et (2) soient cartésiens, que (4) .soit commutatif et qu'il
oxiste s satisfaisant & (3) . L'objet X2 pourra donc 8tre "un" produit
fibré de (*) sans 8tre "le" produit fibré de (*) . Au lieuw du C-groupoide

X* » nous parlerons aussi du groupoide X* de bass Xo , ou de ls prérelation

d'égquivalence X* dans Xo .

2. EXEMPLES DE C-GROUPOIDES.

a) Soient X un objet de C et G un C-groupe opérant i gauche sur
X . Nous désgignons par do: GxX —>» X 1la fldche définissant 1'opération de G
1 ¢ GxX —>» X 1la projection du produit sur le deuxidme facteur,
par M : GG —>G la fléche définissant la structure de C-groupe de G , enfin
la projection de GxixX = Gx(GxX) sur le deuxidme facteur . Alors

sur X, par &

par pr2’3

T
i 2;3 d‘]
—_—

TN
G xG xX M XX GxX X
S

— do

G x
0
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est un Cegroupoide.

b) Soit d,d,s X, =X un couple d'équivalence . Si

doad1 : X1 ——y Xox Xo est la fliche de composentes do et a1 ’

posons donc que (do a 1)(’1‘) est, pour tout objet T de C , une bijection de
X, (P) sur le graphe d'une relation d'équivalence de Xo(T) . L'ensemble X, (T)

nous sup-

stidentifie par conséquent 3 1'ensemble des couples (x,y) formés d'éléments de
XO(T) tels que xoy ; de méme, 1'ensemble XZ(T) = (X1 X X‘) (T)
d4sd,

g'identifie & l'ensemble des triplets (x,y,z) d'éléments de XO(T) tels que
x~ny et y~z o I1 ¥y a donc une et une seule fléche d; : X2 —-—>X1 rendant
commutatifs les carrés (1) et (2) : d;(T) doit envoyer (x,y,z)€& XZ(T) sur
(x,z)€X1('l‘) + Pour ce choix de d} , (do,d1:x1~—->xo ) d;) est un
C-groupoide.

Réciproquement, considérons un C-groupoide X, tel que
do md 1 : X1 -—?XOXXO soit un monomorphisme . Alors (do,d 1) est un couple
d'équivalence et X, peut 8tre reconstruit & partir de (do,d 1) come cela

est expliqué quelques lignes plus haut .

e) Si p: X—+Y est une fldche quelconque de C et si pr, et
pr, sont les deux projections de prpx sur X, alors (pr1,pr ) s X 2 X=3X
est un couple d'équivalence . On dit que p est un épimorphigre effectlf gl le

disgremme
Pr1
I xx /2 x—E sy
PsP
PI'2

est exact, c'est-d-dire si (Y,p) = Coker({pr 1,pr2) .

Soit par exemple S un préschéma noethérien et soit C la catégorie
des préschémas finis au-dessus de S . Montrons qu'un épimorphisme de £ n'est

pas forcément effectif : on choisit S égal & Spec k[Tj,TSJ ;s o k estun
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corps commutatif , ¥ égal &8 S et X ézal A Spec k [T] + Si 1 est l'in-
clugion de B =k T3,T5J dans A =k [TJ s P est choisi égal & Spec i .
Dans ce cas prpX g'identifie 4 Spec A@BA et Coker(pr1,pr2) 4 Spec B',
’
oi B! est le sous-anmeau de A formé des a tels que a@B1 = 1®Ba . Or
7 25 2 5 2 Sme 5 7
T - (') @1 = 1@ =T @B(TT)=T®BT2= 1@

Done '1‘7 appartient & B' , n'appartient pas & B et Spec B' est distinct de

Spec B , d'oh le contre-exemple .

3. QUELQUES SORITES SUR LES C-GROUPQIDES.

Voici p8le-méle quelques remarques utilisdes dans la suite :

a) Soient
do’dl’dé do,dl
UT—— S
XQ 3 x1 > XG

un  C-groupoide et f_: YOJ---«)-XD une fliche de C . Nous allons définir un
C—-groupoide de base Yo

qu'on dira induit par X, et fo . On dira aussi que Y, est llimage réciproque
de X,  par le changement de base fo .

Nous choisissons pour Y, 1le produit fibré du diagramme

1

%

\Ld"md’
f x¢f

Y xY —2— %% X xX
L) 0 [o BN o}
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pour e et e 1 les fldches composées de la fléche canonique Y1 — Yoxl'o

et des premidre et deuxidme projections de Yo xYO sur Yo + On peut dire que
le couple (eo,e 1) est défini de telle fagon que, pour tout T€L , et pour tout
couple (y,x) d'éléments de YO(T), il y ait ume certaine correspondance biuni-
voque Y]—-—’y\?x entre les fliches Y de X*(T) de source fo(x) , de but
fo(y) ot les fldches y\yx de Y*(T) de source x et de but y . On détermine
donc e! en définissant pour tout TEC 1la composition des fliches de Y*(T)

1
3 ltaide de la formule

o - 4]
R LYo,
I1 est clair que cette définition fait de chaque Y, (T) un groupolde .

b) Comeissant le C=-groupoide X, et le changement de base
fo: Yo — Xo s on peut reconstruire le couple (ec,e 1):Y 1 =2 Yo d'une autre

et pr., de telle fagon que le carré

manidre : construisons Yo 3{0 X1 y PT 5

1
BT
Y x x, — 2 5 X
o 1

%o

1
pr 3 do

fO
o ¢}

soit cartéesien. On vérifie alors sans peine par réduction au cas ensembliste

qufon peut définir Y1 au moyen du carré cartésien

eoEf1
Y1 > Yo 3‘( X1
°
e1l ld1 op:c'2
f
Y 9 SHE ¢
o (o)

o £, désigne la projection canonique de Y, = (Yox Yo) (Xg)((xo)x1 sur X, .
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e) Nous allons donner un exemple d'image réciproque &'un C-groupoide :
premons Y égal & X, , £ égal & d_ . Pour tout objet T de G, T, (T)
g'identifie alors A l'ensemble des diagrammes de la forme

¥

bty d

S

a c

de X*(T) + La source d'un tel diagramme est la fléche f , le but est la fliche

g + Ces diagrammes se composent de fagon évidente .

Posons maintenant Y(; = X1 ’ fc', = d, (nous ajoutons les accents pour

1
éviter toute confusion avec 1'exemple précédent) . Dans ce cas, Y;(T) g'identifie

pour tout TEC 3 l'ensemble des diagremmes de la forme

b d
£ T g ?
a —q-»—-\-g—_—) [+]
du groupoide X, (T) . La source d'un tel disgremme est f , le but est g ;

la composition de ces diagrammes est évidente .

Ceci dit, il est clair que 1l'application identique de YO(T) et

1lt'gpplication

—

gl

b d b
fT gT Y fT g
a ¢ 8 ——p

o

de Y1(T) sur Y;(T) définissent un isomorphisme du groupoide Y (T) sur
Y;(T) « Do plus, cet isomorphisme dépend fonctoriellement de T de sorte que
les C-groupoides Y, 6 ot Y; sont isomorphes.
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d) PROPOSITION 3.1 : Nous conservons les notations de a) et _nous

supposens gue fo est un épimorphisme effectif ot universel . Dans ce cas,
Coker(do,d 1) exigte si et seulement si Coker(ec,e 1) existe . L'égalité
(X,p) = Coker(do,d,l) entraine (X,pfo) = Coker(eo,e1) .

Rappelons d 'abord qu'un épimorphisme fo : Yo '--—)»XO est dit unie

versel si, pour tout carré cartésien

Y'-—-——_..>Y°

f £
\ 0

X' ————-—-} XO

f' eost un épimorphisme. Ceci &tant, désignons par C(do,d1) le foncteur co-
variant de C dans les ensembles qui associe & tout TE&€ C le noyau du couple
T(do), T(d1) : T(XO) - T(X‘t) . Définissons de méme C(eo, 91) . Pour
tout T&C , on a donc un disgremme commutatif

(d,)
C(do,d1)(T) — T(Xo) :—_T_—(—;.____i;—-’, T(X1)

T(f)\L 2(s,) l ° () l
T

(e)
cle,re)(T) ——> (1) # 7(t,)

T

o T(f) est l'injection induite par 1'injection T(fo) . Si nous montrons que
T(f) est une surjection pour tout T , on aura un isomorphisme fonctoriel
f2 C(do,d1) —3 ¢( e e1) de sorte que la représentabilité de 1'un de ces fonce

teurs équivaudra & celle de l'autre; ceci prouvera notre proposition.

Pour prouver la surjectivité de T(f), considérons le diagramme
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f1
—
A T X
% 161 do d1

22 4] A4 fo

¥ x ¥ > ¥ > X

(o] X o] T = o o]

0 pTy

ou A est défini par les égalités (eoﬂ 91) A = pr, & pr

, et f1A=5fopr1,
la fléche s: Xo——-‘?X

, satisfaisant awr égalités (3) et (3 bis) du paragraphe 1 .
8i la fldche g Yo-—->T est telle que ge =g ¢ ;ona g e A =g e1A,
donc g pr, = g pry . Comme fo est un épimorphisme effectif, g est composé de
fe et dfune fldche h : XO—>T s clest-b-dire quion a g = T(fo) (n) . 11 reste
4 montrer que h appartient 2 C(do,‘d 1)(T), clest-d~dire satisfait & 1'égalité
hd°=hdl1 ; Or on a

hd0f1=hf0 eo=g e =g e1=hfo e1=hd1f1,

d'oh 1'égalité cherchée grice au fait que f

un épimorphisme universel) .

est un épimorphisme (car fo est
e) Considérons maintenant un préschéma S et choisissons C égal &
(8en/S) . La donnée d'un L-groupoide

dl
2 5 d,

permet de définir une relation d'équivalence dans 1'ensemble % sous-jacent au
préschéma XO: sl x,y€ zo , on éerira x~y lorsqu'il existe zé§1 tel que

x=4d 12 et y = doz o La réflexivité et la symétrie de cette relation sont

évidentes; prouvons la transitivité: si x~y et y~z , il existe u,vé _)&1 tels

@ x=du,y=du,y=dv, z=dv. Il s'ensuit que (vyu) appartient au

1 1
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produit fibré ensembliste X

. Comme 1'application canonique
~d 1,d 1

11 d d X1 — __1 4 X1 de 1'ensemble sous-jacent au produit fibré dans le
1’
produit fibré des ensembles sous-jacents est surjective, {(vyu) est 1'image d'un

certain wé_.'éz. On a alors x—d1d1’w et z“dd;w,d*ou Xns 2 s

f) Conservons les notations de a) et b), C étant toujours égal 2
(sen/s) . si X,y sont des points de Yo , nous allons voir qu'on a x~y sl
et seulement si fo(x) ~ fo(y) (1'image réciproque de la relation d'équivalence
définie par un groupoide est la relation d'équivalence définie par 1l'image réci-

progue du groupoide) .

En effet, supposons qu'on a x.~y . Il existe donc zé__Y_1 tel que

- - o 1 A
z,y_eoz.Onaalors fo(x)..dfz et fo(y)..dsz d'or

x=e 11 1

1
fe(x)n/ fo(Y) .
Réciproquement, supposons qu'on a fc(x)m fo(y) et soit z€X, tel

que fo(y) = d1z ’ fo(x) = doz « I1 y a alors un point ¢ de Yo >)<( X1 tel
[s]

e prot=x et pr,t=2z (1es notations sont celles de b)) . De méme,
comme fo(y) =dprt,ilyam s€Y tel que y=e,8 ot
(eolx]f1)(s) = t. On aalors e 8= pr (e E]f)s—pr1t=x.

Do xnvsy o

4. PASSAGE AU QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D'EQUIVALENCE FINIE ET PLATE

(démonstration d'un cas particulier).

THEOREME 4.1 : Soit

I
% a
————
e
X, ——dlo> X, 3, X
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un (Soh/S)-groupoide tgl que d, soit fini localement libre et que, pour tout
xeX y 1!

engemble d d (x) soit contenu dans un ouvert effine de X . Alors

(i) Il existe un conoyau (Y,p) de (ao,d1) dans (Sch/S) ; de plus, un tel

(Y,p) est un conoyau de (do’d1) dans la catégorie de tous les espaces annelés.

(11) ©p est entier, et Y est affine si X, est affine .

(1i1) X,—> X, x X de composantes d et d, est surjectif .
Y
(iv) si (do’d1) est un couple d'équivalence, X1 -—-,.Xo X X est un isomor-

Y
phisme et p : Xo-——> Y est fini localement libre . B

I1 résulte évidemment de (i) que 1'espace topologique sous-jacent & Y
est le quotient de 1l'espace topologique sous-jacent & Xo par la relation
d'équivalence définie par le (Sch/S)-groupoide X,

Nous allons d'abord prouver ce théordme lorsque Xo est affine et qus

d 4 est localement libre de rang constant n . Nous verrons ensuite comment on

peut se ramener 4 ce cas particulier :

Dans le cas oh nous nous sommes placés, Xo ’ X1 et X2 sont affines.

Nous pouvons donc supposer qu'on a

= - o ' o '
X]._--Specﬁ.i ’ dj..Spec Cj ’ dk._ Specgk

’

les Ai étant des anneaux commutatifs , les gj ’ Sj;: des homomorphismes

d'anneaux. On peut alors remplacer le disgramme (o, 1, 2) par le suivant

5 5,

ou les deux carrés de gauche sont cocartésiens.
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Désignons par B le sous-annesu de Ao formé des a € Ao tels que
50(8’) = 5?(3.) .
a) A est entier sur B :

Si a seppartient & Ao , soit

P

5, ¢

le polyndme caractéristique de 50(8,) lorsqu'on congidére A1 comme algébre

T, 60(a)) = Tt . o'1Tn-1 Foaeee & (-1)"6;1

sur Ao au moyen de 1'homomorphisme 81 (Bourbaki, Alg. VIII, § 12), Comme les

*
carrés de gauche de (0, 1, 2) sont cocartésiens, on a

8, 5 ™ 8@ = rg @, b 5, (a)

It

ot £y @ @ ) = o @88, @)

Comme b’"oéo =5'1 So , On a

it
o
o
o

50 (P5.1(T, 5°(a)) (T, 5o(a)))

1 51

clest-d-dire 9 0(0‘ i) =b d!(t'ri) pour tout i . Hamilton-Cayley nous enseigne
dtautre part qu'on s

L}
o

@ = 8 (o) 8 @™k (0™ 8 (o)

Comme 51(0"’1) est égal 2 50(0‘1) , on a aussi

[}
o
.

@ - 8 (w) § (@™ h s (0™ O (@)

dloia n T 4 n
- 0-1 a + evs + ("1) ﬁ"n = 0 k4

car il existe un homomorphisme T : A, —> A tel que T 50 =Id, dome 50

o ’
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est injectif .

I1 s'ensuit que Ao est entier sur B .

b) Considérons meintenant deux iddaux premiers x et y de Ao . HNous allons
montrer que 1'égalité xNB = yNB entraine l'existence d'un idéal premier z
de A, fel ue x=4d(z) et y=4,(2) :

En effet, si l'assertion n'était pas vraie, x serait distinct de

Y ;1(1:) pour tout idéal premier t de A, tel que 5:1(t)=y »

Pour un tel % on anraitcT;'(t)nB =5'1"(t)n3 = yAB =xN B ,

d'ol i1 résulterait grdce i Cohen-Seidenberg que x ne serait contenu dans

aucun § ;1(1:) ; 11 y aurait donc un a & x qui n'appartiendreit & aucun

321(1;) (car il y a au plus n idéaux premiers % de A, tels que

1
5-1'1(1:) =y) + Par conséquent, 5o(a) n'appartiendrait & aucun de ces t de

sorte que la norme l\I5 ( So(a)) n'appartiendrait pas & y (on calcule cette
1

norme en considérant A1 comme algdbrs sur A, au moyen de 1'homomorphisme 51 H

0
on a NS ( So(a)) = g7, &vec les notations de a)) . Or cette norme appartien-
1

drait & Bix = BNy , d'oh la contradiction .

¢) Démonstration de (i) :

Posons Y =Spec B et p =Spec i, ot i est l'inclusion de B
dans A . Nous allons d'abord montrer que (Y,p) est un conoyau de (do,d1)
dans la catégorie de tous les espaces annelés : il résulte en effet de b) que
l'ensemble sous~jacent & Spec B est obtenu & partir de 1l'ensemble sous-jacent
a Xo en identifiant les points x et y tels qu'il existe z €& X1 avec
d1z =Y , doz =% « De plus, comme i est entier, Spec i est fermé de sorte
que Y est muni de la topologie quotient de celle de Xo » I1 résulte enfin

du choix de B et du fait que p, do et d, sont affines, que la suite

1
canonique de faisceaux d'annesux
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9y = on) =3 p,(4, ¢ 9x1)) ::p*(d1* (9x1))

est exacte, c.q.f.d.

11 reste & montrer que (Y,p) est aussi le conoyau de (do’df) dans
la catégorie des préschémas (plus généralement dens celle des espaces anmelés en
anneaux locaux) : soit donc q @ X —>Z un morphisme de préschémas tel que
qdo = qd1 « D'aprés ce qui précéde, il y a un morphisme d'espaces annelés
r: Y=—>Z et un seul tel que q=1rp . Il s'agit de montrer que, pour tout
y €Y , 1'homomorphisme gr(y) -—--)Qy induit par r est local . Cela résulte de
ce que p est surjectif , donc de ce que ¥y est de la forme p(x) et de ce
que les homomorphismes Qq(x) -3 0 gt 0 —> 93:: induits par p et g¢q

=y v
sont locaux .

d) Démonstration de (ii) :
Résulte de a) et ¢) .

e} Démonstration de (iii) :

Rappelons qu'on désigne par P 1'ensemble sous-jacent & un préschéma
P,par d: P —>Q l'application induite par un morphisme d : P «~3Q . On
peut alors traduire b) en disant que 1'application

3,84, L —> 1, x &

de composantes go et g1 est surjective ; or cette application se factorisc

comme suit

z? 7XOXX0_—__.._..9§° X,

-4 X

q étant l'spplication cenonique; 1'image de doﬁ d1 contient donc tous les

points v de X x X tels que {v} = q~1(q(v)) . Cette dernidre condition
Y
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i
A 5 A b
2 i—T: 1€ A,
o
2,
2 ul uoT
§ @20 igze |
A @irle— — @ 2P ¢ T & z®
'z g ezt ° = z

oh u,u, et u, ont pour composantes respectivement i et g, 51 et é&)ﬁ ;

55 et 53 55 & . Nous savons que u, est un isomorphisme . Comme les deux carrés

1

de gauche de (0, 1, 2)* sont cocartésiens, u,

horigontales de notre diagramme sont exactes; donec u, est bijectif .

est bijectif . Or les deux lignes

5. PASSAGE AU QUOTIENT PAR UNE RELATION D'EQUIVALENCE FINIE ET PLATE (cas général)

a) Soit o plus grand ouvert de X au-dessus duquel d, est fini

localement libre de rang n . On sait que Xo est la somme directe des U(n) '

I1 résulte d'autre part des deux carrés cartdsiens

ay ay
5 > X %, > %
1
dzl d 'L et d3 l, d W
——— F, ‘—'—} X
XT do Xb t? dj o

que les images réciproques de U(n) per do et d1 coincident toutes les deux

evec le plus grand owrert de X, asu-dessus duquel dé est localement libre de

rang n ; on a donec d;1(U(“)) = d?1(U(“)) de sorte que le groupoide X, est
ia somme directe des groupoides Kin) induits par X  sur les ocuverts et
formés U(n> « I1 suffit par consé%UEnt, comme on le voit aisément, de prouver

)

le théoréme 4.1 pour chacun des x*n

iocalement libre de rang n .

: on est ramené au cas ob d1 est fini
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sera réalisée en particulier si v est rationnel au-desgus de Y , c'est-i~dire

si le corps résiduel k(v) de v s'identifie au corps résiduel k(w) de
l'imege w de v dans Y.
Si v € Xo X Xo n'est pas rationnel au-dessus ds Y , soit toujours

Y
w 1'image de v dans Y ; il existe alors un anneau local C de radical

et un homomorphisme local et plat f gw—-} C tel que C/I_!l_ soit isomorphe &
k(v) comme k{(w) = algdbre . Si onpose Y' =Spec C ot si X ¢ ¥' —3» ¥ est
le morphisme imduit par f , il est clair que la projection canonique de

(Xo X Xo)x Y' dans Xoxxo envoie sur v un point v!' de

Y Y Y
(X x X) xY' qui est rationnel su-dessus de Y' . Comme (X x X) x 1!
o o 0 °
Y Y Y Y
g'identifie & (Xo x YY) x (X x Y') et que les raisonnements faits ci=-
Y 1! Y

dessus restent valables aprds le changement de base We Y' —>Y , v! est

ll'image d'un élément u' € X1 X Y' par le morphisme déduit de do Xd 1
Y
par changement de base . Si u est 1l'image de u' dans X1 s on a bien

Vo= (d0d1) (u) ’ c.q-fodo

f) Démonstration de (iv) :

I1 suffit de montrer que, pour tout idéal premier p de B, lihomo-

morphisme 4 & A —3 A, de composantes 0 et O, est bijectif .
IP o Bt Cip ? o & “n ’
Autrement dit, il est loisible de supposer B local . Il résulte alors de b)

que Ao_'g_ est semi-local ; en effet, si m est un idéal maximal de AOB s les
autres idéaux maximaux sont de la forme 5;1@ y o n parcourt les idéaux pre-

miers de 4, tels que 5;1@ =m 3§ 1llassertion résulte donc de ce gu'il y a

1
au plus n = [A1 : A] idéeux premiers n . Quitte  faire un changement de
base fideélement plat, on peut aussi supposer que le corps résiduel de B est

infini de sorte qu'on peut utiliser le lemme suivant :

LEMME 4.2 : Soient B un annesu local de corps résiduel infini, A un anneaun

semi=local et 1: B —3> A un homomorphisme gui envoie 1'idéal maximal n de B
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dens le radical r de A . Soient M un A-module libre de yang n et ¥ un

B-gous~modqule de M oqui ergendre M en tant que A-module . Alors N contient

une base de M sur A,

On rappelle en effet qutune suite Mgy eees M d'éléments de M est
une A-base de M si et seulement si les images canoniques de n prever By dans
M/_I_’_ M forment une base de M/; M sur A/g . On peut donc remplacer M par

MrM,N par N/(NAx M), A par A/r et B par B/m . Dans ce cas le lemme

est facile (si A est ua produit de corps K x"'xKr ; on peut identifier M

1
au module K? ><...><K]Ir_1 I+ xj est alors un élément de N dont la j-iéme

composante dans KI; XoaoX Ki‘l n'est pas nulle, montrer qu'une combinaison lindaire

x des nj 4 coefficients dans B 2 toutes ses composantes non nulles; rem-—

placer ensuite M par M/Ax et procéder par récurrence sur n) .

Nous sppliquons le lemme précédent dans la situation suivante :
B=B, A= Ao s 1 est l'inclusionde B dans &, M = A1 congidéré comme

Ao—module au moyen de 1 'homomorphisme 5 N = 50 (Ao) : en effet, comme

1 -
doE a . X1 —_— Xo x XO est un monomorphisme , 1'homomorphisme
Y

Ao ® 5 Ao — A1 de composantes 50 et § est surjectif; cela signifie

1

justement que 50(3.0) engendre le A -module 4, .
. Y §

Soient donc  3,..., & des éléments de A tels que OO( 31),..., o(ari>

forment une base de A1 sur Ao . Si nous montrons que Byseeey B est une base

2

de Ao sur B, il s'ensuivra que 1'homomorphisme AO & AO —3 A 1 applique

b ectif .
labase (1® ai}1$ién sur la base (50( ai)) donc est bijectif

B
1£i¢n”’
Par conséquent, si & : 2 —_— A0 est 1'homomorphisme de groupes abéliens jui
emvoie la base naturelle de Z SUT  gyseees a9 il suffit de prouver que
1'application B ®Z£n—-—-) Ao de composantes i et & est bijective .

Or le diagramme (0,1,2)* considéré au début de cette preuve, induit le disgramme

copmutatif
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b) Nous sommgs maintenant en mesure de prouver nofre théordme dans le cag général.

D'aprds a) on peut supposer que d , est localement libre de Tang n .
Soit alors (Y,p) un conoyau de (do,d 1) dans la catégorie de tous les espaces
annelés. Le raisormement du paragraphe 4c) montre qu'il suffit pour démontrer
4.1 (i) de prouver que Y est un préschéma et p : X —>Y un morphisme de
préschémas . La question est donc locale sur Y : Soit y €Y et soit x & Xo
tel que p(x) =y . Si x posséde un voisinege ouvert affine et saturé U,
p(U) sera un ouvert affine de Y d'aprés le § 4 et p|U sera un morphisme de
préechémas . Il suffit donc de prouver que tout =x éXo posstde un voisinage
ouvert affine et saturé U . Voici comment on procdde (le démonstration est tirée
de SGA 1VIII cor. 7.6 ).

-1 .
d1(c10 (x)) < U=(‘.Ff)’ c V. C vV v C X,

f i
ouvert affine ouvert affine

gpscial de V
plus grand ouvert plus grand ouvert
saturé de Vf saturé de V
On prend pour V un ouvert affine contenant 4 (d 1(x)) si
F=X-V, d1( 1(F‘)) est formé car d, est entier et \” =X=d (d 1(F))
est le plus grand ouvert saturé contenu dans V , Comme V! est un v01sinage de
1l'engemble fini d (d (x)) s 11 existe une section f du faisceau structural
de V qui s'annule swr Va-V' et est telle que d1( 1(x)) soit contenu dans
1touvert Vf de V formé des points ot f ne stannule pas . Nous allons voir
que le plus grand owvert saturé (Vf)' de V, est affine, donc répond & la
question
Soit en effet Z(f) = V' = V_ . Alors d 1(z(f)) est 1'ensemble des
points de d 1(V') =d 1(V‘) ou s annule 1timage d*(f} de f par 1'application
induite par do . D'autre part, comme d, induit un morphisme localement libre
de rang n de d;1(V’) = d;1(V') sur V!, d1(d;1(Z(f)) est 1'ensemble des points
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N,

ol s'annule la norme N de d:(f) pour le morphiame d, + Il s'ensuit que
(Vf)' est 1'ensemble des points de V. o N ne s'anmule pas; par conséquent,
(Vf)’ est affine .

Ceci prouve 4.1 (i) ; les autres assertions sont claires .

6., PASSAGE AU QUOTIENT LORSQU'IL EXISTE UNE QUASI-SECTION

Nous &llons maintenant prouver un lemme de caractdre technique qui nous
servira dans la démonstration des deux théordmes que nous avons en vue : soient
S un préschéma et

] ] ]
do’dl’dZ do’dl

L= 5 =3 X

un (Sch/S)-groupo'ide. Nous appellerons guasi-gection du groupoide X, , tout
sous-préschéma U de X tel qu'on ait (1) et (2):

(1) La restriction v de 4, & d;‘(U) est un morphisme fini , localement

1
libre et surjectif de d;’(U) sar X, .

(2) Toute partie de U formée do points deux & deux équivalents pour la relation
d'équivalence définie par l¢ groupoide X (§ 3 e) est contenus dansun ouvert
affine de U .

Si U est une quasi-section de X, , le (Seh/s)=groupoide

induit par X, et l'inclusionde U dans X (§ 3, a)) vérifie les hypotheses
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du théordme 4.1. Posons en effet V=d;1(U) et soient w et v les morphismes

de source V induits respectivement par do et c11:

X e v 25U )
[o]

D'aprés le paragraphe 3b), on a un carré cartésien
U‘I v
g X
°
de sorte que u, est fini locelement libre d'aprds (1) + Avea (2) , la comdition
(1) assure donc que le groupoide U, vérifie les hypothdses du théordme 4.1.
En particulier Coker(uo,u1) existe dans (Sob/S) . De plus, d_ posside une

section de sorte que u esgt un épimorphisme effectif et universel ; il s'ensuit,

d'aprés la proposition 3.1, que Coker(uo,u1) coincide avec Coker(vo,v1)
(oh

_—

inclusion
—

ve' v,
A —_—>
2 —F—> VY 5
v > [»]

désigne 1'imege réciproque de U, per le changement de bese u: V—> U,

c'est-d~dire sussi 1‘'image réciproque de U, par le changement de base

inclusion do
v > X, >X ).

De méme, comme v est un épimorphisme efrectif et universel,

Ooker(do,d 1) coircide avec le conoyau de 1'image réciproque de X, per le

» - d
changement de bage v : Vv —orusion X, s X, + Or cstte image réci-

proque est isomorphe & V, d'aprds le paragraphe 3c) . Nous avons donc prouvé
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la premi®re assertion du lemme suivant :

LEMME 6.1 : Supposons que le (Sch/S)-groupoide X, possdde une guasi-
section et que d,: X1 — Xo soit fiddlement plat et guasi-compact. Alors :

(i) I existe un conoyasu (Y,p) de (do’di) dans (Sen/S) ; de plus, un tel
(Y,p) est un conoyau de (do’d1) dans la catégorie de tous les espaces anmelés.

(ii} p est surjectif; il est ouvert si d, llest ; si S est localement

noethérien et X, de type fini sur §, Y egt de type fini sur S .

(iii) Le morphisme X1.—> Xo x Xo de composantes dO et d1 est surjectif .
' Y

{1v} Si (do’d‘!) est un couple d'équivalence, X —-—)Xo X Xo est un isomor-

! Y

phieme et p gest fidélement plat .

Avant de prouver la deuxidme assertion de (i), nous allons démontrer

(i1) et (i) :

a) Démonstration de (ii) :

Nous venons de voir que (Y,p) s'identifie 2 Coker(vo,v1) et
Coker(uo,u1) . Soient donc gq et r les épimorphismes canoniquesde U et V

dans Y :

ba]
1

-
v

[

Comme u et v sont surjectifs, p est surjectif si et seulement si r 1llest ,
donc si et seulement si q l'est + Or g est surjectif d'aprds le théordme 4.1 ;

d'oh la surjectivité de p .
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De mlme, si U' est un ouvert quelconque de U, le saturé de U
pour la relation d'équivalence définie par le groupoide U* n'est autre que
uj(u:(U')) ; clest dono wn ouvert de U, d'oh il ressort qus le morphisme g
est ouvert ; i do est ouvert , u est également ouvert ainsi que T ;

comre v est surjectif , il s'ensuit que p est ouvert .

Supposons meintenant S localement noethérien et Xo de type fini
au-dessus de S « Montrons que Y est de type fini au-dessus de S : en effet,
comme U est quagi-compact av-dessus ds S et que q est surjectif , T est
quagi~-compact am-dessus de S . De plus, soient S' = Spec R un ouvert affine
de S, Y' = Spec B un ouvert affine de Y se projetent dans S' et U' = Spec A
l'image réeiproque de Y' dans U . Il s'agit de montrer que B est une
R-algdbre de type fini ; or, d'aprds les paragraphes 4 et 5, B est contenu dans
4 qui est uno R-algdbre de type fini ; l'assertion résulte donc de co que R

egt noethérien et A entier sur B .

b) Démongtration de (iii) :

Comme le groupoide V, de base V est isomorphe & la fois & 1'image

réoiproque de U, par le changement de base u et & l'image réciproque de X,

par le changement de base v , on a un double carré cartésien

X1 & V1 - U1

dOEd1l voﬁ\ql uomu1l
vV xV¥ u Xy U
Ie};.xo"‘“'— vo?’;vo "—“E”UQ; o

Comme L Nu1 est surjectif, il en va de mdme pour VOIZ v,
Comme v x v est surjectif, il en va de méme pour les morphismes composés

vomzﬂ XY
YV, — e ¥ % ¥V 3 I x X
1 0 o o [+]
Y Y
&OEd1
et vy —> X —_> X XX

1 OYO
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donc pour domd‘t .

¢) Démonsgtration dg (i) :

I1 reste & prouver que (Y,p) est un conoyau de (do’d 1) dans la
catégorie de tous les egpaces annelés. Nous montrons d'abord que Y est obtenu
& partir de Xo en identifiant les points xz et y tels qu'il existe 3z & X1
avec do(z) =x et d1(z) =y : eneffet p est surjectif et ona pd =pd, ;
en outre, si p(x) = p(y) , il y a un point z' de X x X dont la premidre
projection eat x , lo deuxidme y . Si 2z est un pointYde X

(doﬂd1)(z) = 2!, on a bien do(z) =x et d1(z) =y .

1 tel que

D'autre part,si W est un ouvert saturé de K o W AU est un ouvert
saturé de U ; d'eprés 4.1, g(WOU) est un ouvert de Y . Comme q(W N T)
n'egt autre que p(W), on voit que Y est muni d'une topologie quotient de
celle de Xo .

I1 reste & démontrer que la suite canonique de faisceaux d'anneaux
_é _
9 —> 0, (&) =% p*do*fgx1) = p*d**(g“%)
)

est exacte . Soit donc Y' un ouvert de Y et posons U! = q—1(Y')

Xg = p-1(’1") see I1 egt clair que U!' eost un ouvert de U saturé pour la rela-
tion d'équivalence définie par le groupoide v .l résulte donc du théoréme 4.1
que Y' est le conoysu du groupoide induit par U, sur U' . De méme, Xé est
un ouvert de Xo saturé pour la relation d'équivalence définie par X, et on

a Ul s X(; NU . Par conséquent, U' est une quasi-section du groupoide induit
par X* sur X(; « Os qui précéde montre alors que Y' est aussi le conoyau de
ce dernier groupoide. En particulier pour tout S-préschéma T , on a la suite
exacte

T(p}x!
210 (plx?) a0x0) 2@olxp)

T(X1')
™, %)

Or, 8i T est la "droite affine" Ga s (I 4.3 ), cette suite s'identifie &
=&y
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la suite

P o) — PE T, 0p) =3 r‘(d;1p—1(Y'),gX1)

qui est donc exacte pour tout ouvert Y! .

d) Démonstration de (iv) :

Si (do’d1) est un couple d'dquivelence, il en va de méme pour
(ue,ut) » Il s'ensuit que uo& u1 H U.]-—-)Uo X UO est un isomorphisme
(théoréme 4.1 ) , donc aussi v RV, {confer les carrés cartésiens de b) 3
comme v xVv est fiddlement plat et quasi-compact, dom d 1 est un isomor-
phisme SGA 1 VIIIL 5.4).

De plus, ¢ est fiddlement plat, donec sussi r , car u est fidélement

plat. Comme r et v sont fidélement plats, il en va de méme pour p .

7. QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D'EQUIVALENCE PROPRE ET PLATE.

THEOREME 7.1 : Soient S un préschéma localement noethérien et

at
a4
¥ -
Xa _._‘.dT.___h, ){1 . XO
a - ]

[
o]

un  (Seh/S)-groupcide tel que 4, soit propre et plat, gus X soit quasi-

projectif sur S et gue le morphisme X1 ey Xo x Xo de composantes do
s

et d1 soit quasgi-fini . Alors :

(1) I existe un conoysu (Y,p) ge (do,d1) dans (Sch/S) ; de plus, un tel
(Y,p) est un conoyau de (dod 1) dans la catégorie de tous les espaces annslés .
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(11) p est surjectif , ouvert, propre et Y est de type fini sur S
(iii) Le morphisme X1 —->Xo x X de compogentes d, et d1 est surjectif .
Y

(iv) 8i (do’d1) est un couple d'équivalence , X, —> X x X est un iso-
Y

morphisme et p egt fiddlement plat .

Soit (Y,p) 1le conoyau de (do,d 1) dans la catégorie de tous les

espaces annelés. Le reisomnement du paragraphe 4c) montre que, pour prouver
(i) , il suffit de démontrer que Y est un préschéma et p un morphisme de
préschémas . Or cette question est locale sur Y ; d'sprds le lemme 6.1 (i) ,
11 suffit donc de montrer que tout point z de Xo posséde un voisinage ouvert
et saturé Uz tel que le groupoide induit sur Uz per X, possdde une quasi-
section . On peut mdme supposer que 2z est fermé dans la fibre de 2z au-dessus
de S (nousdirons que z est fermé relativement & S ) .

L'existence de UZ résulte alors des lemmes qui suivent :

LEMVE 7.2 : Soient T upn schéma affine noethérien , X, Y, et 72 des

T-préschémas de type fini , X gtant guasi-projectif sur T , et

Y ———n X
'

v
2

un diagramme de (Sch/T) . Soit d'autre part z un point de Z gui est fermé
relativement &8 T et tel gue v soit plat gux points de v-1(z) .

Si v.1(z) n'est pas vide, il existe un soug-préschéma fermé F de X
tel que u (w'(F) N v-1(z)) soit fini nop vi e icti v i

u-1(F) soit plate ayx points de v'1(z) .

Soit T = Spec A . Il est loisible de supposer X de la forme Pro§ S,
o S est 1l'algdbre symétrique d'un A-module de type fini E .
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Si u(v—1(z)) est fini , on peut choisir F égal & X . Sinon , nous
désignons par Yy ooes yn les points de la fibre v"’(z) asgociés au faisceau
structural -Qv-1(z) de v1(z) (les y; sont donc tels que , si O, désigne
1'anneau local de v=1(z) au point ¥y » 1'idéal maximal de 0, soit formé
de diviseurs de O) . Si t est l'image de z dans T, u(v-'(z)) est une
partie constructible infinie de la fibre de + dans X . Il existe donc un point
x fermé dans cette fibre , appartenant & u(v='z)) et distincte de
‘-1()'1) y sesy u(.?n) « Alors X-{x—-} est un voisinage ouvert de u(y1) s weey u(yn) ,
donc contient un voisinage ouvert de la forme D+(f) y o f est un élément homogine
de degré d de S (les notations sont celles de EGA II § 2.3 ) . Par conséquent,
le sous-préschéma fermé X1 = V+(f) défini par f contient x et évite les
points u(y,) s sesy u(yn) « Il s'ensuit évidemment que l'image réciproque
Y1 = u"’(V_*'(f)) de ce sous-préschéme est distincte de Y et rencontre v-1(z) .

Nous allons m8me montrer que la restriction v, de v & Y, est plate aux

points de v~1(z) ; si u(vﬂ(z) est fini , 0111 n'aura donc ;u"a choisir F égal
a }E1 ; sinon , on répdtera l'argument qu'on vient de développer en remplagant
Y par Y1 y vV par v, , u par le morphisme u, induit dans Y1 par u; on
obtiendra de cette fagon une suite déeroissante X, X1 y +++ de sous-préschémas
fermés de X ; comme une telle suite s'arréte , u(u"1(Xn) N v1(2)) sera fini

non vide pour un certain n et on choisira F égal & Xn .

I1 reste donc & montrer que v, est plat aux points de v_1(z) H

goient donc“y un point de Y1 au-dess:ls de 2z 4 O  1llanneau local de y
dans Y, o_ 1'enneau local de y dans v='(z) , gv(y) 1‘anneau local de
v(y) dans %2 . Si g 681 est tel que D+(g) soit un voisinage de u(y)
dens X, soient  1'image de £/ dans 9, et @ llimage de £/gd dans
%y + I1 résulte alors de la construction de f que ne divise pas O dans
QY; comme Qy est plat sur Qz »  ne divise pas O dans _Qy et Qy/gytf
est plat sur O (SGALIV §57).0r g}/gytp n'est autrc que 1'anneau

local de 2z dans Y1 ces
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LEMME 7.3 : Nous conservons les notations et les hypoth®sgs de 7.1.

Tout point z de X gui est fermé relativement & S possdde alors un voisi-
nage ouvert saturé Uz tel gue le groupoide induit par X  sur Uz possdde
une guasi-section .

L'énoncé étant local sur S , on peut supposer S affine et appliquer
le lemme précédent au diagramme

X1 xo

ay

X
0

de (Sch/S) . Soit donc F un sous-préschéma fermé de X tel que

a (d"1(F) N d"(z)) soit fini non vide et que la restrlctlon de d, & d';’(F)
3011: plate aux points de 4 1(z) Désignons par F, et F, les images réci-
proques de F par cl0 et d d' =4 d1 , par _4_1_0 et _d__1 «ss les morphismes
induits par do , @ { e On a donc un diagramme commutatif

4l 4,
F F, — 22 F
2 Y 1
-G
H
J
94
X, ’*‘_d_—-; X

o les deux carrds de gauche sont cartésiens et ol la premidre ligne est exacte
(confer (0, 1, 2), § 1) .

Mentrons d'abord qu'il n'y a qu'un nombre fini de points de F ; au
dessus de 2z : s0it en effet s 1l'image de 2z dans S ; comme Qo(_i';1(2))
est fini , les points de cet ensemble sont fermés dans la fibre de s dans X0 H

il n'y a donc qu'un nombre fini de points u de Xo X Xo dont la deuxidme
5
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projection est z et dont la premidre projection appartient a _gc(g';az)) ; enfin,

comme x1 -—-——;-Xo X Xo est quasi-fini, un tel point uw provient d'un nombre fini
S

de points de X1 ; d'oh ltassertion .

Le morphisme _4_1 est donc quasi-fini et plat aux points de F

dessus de z . Désignons par Y le fermé de F

1 210

1 formé des points ol _41 n'est

pas & la fois plat et quasi~-fini (SGA1IV § 6.10 et EGA III § 4.4.10 ). Comme
d1 est propre , §1(¢)est fermé et ne contient pas 2z ; per conséquent , si on

pose W=gd, (F) - 4,(#), 4, est plat et quasi-fini, c'est~d~dire fini et loce-

lement libre (EGA III § 4.4.2 ) au-dessus de W . Comme 4,14,

2,1 (F1) est un voisginage ouvert de 2z , et W est le plus grand ouvert de Xo

est 4 la fois plat et quasi-fini .

1(W) est ouvert ,

contenu dans 4 ’ (F,}) au-dessus duquel 4,

Nous allons voir dans le lemme 7.4 que les images réciproques de @
par _<_1_1' et _(_i_") slidentifient toutes les deux & l'ensemble des points de F2
oh QQ‘ n'est pas & la fois plat et quasi-fini. Il s'ensuit que

a0 = a3(F,) - 41, (@7'®) cotnoide avec 4'(W) = a(F,) - (@),

-1
-1 -1 -t =1 -t =i
‘ * rd — - , -
1'égalité d_ (W) = d, (W) entratne a4 W) = 4" (W) ctest-b~dire

gé"(w1) = _g_r‘(w1) » Comme d_ = est fiddlement plat et quasi-compact et que le

c'est~d~dire que W est saturé . Par conséquent, si on pose W

carré
4
F. e T
2 1
4! dl
=0 <o
4,
P, ————y F

1

est cartésien, il s'ensuit que W, est de la forme Q;1(U) y oo U est un ouvert
de F (SGALVIII § 4.4 ). Cet ouvert U de F est une quasi-section pour le
groupoide de base W induit par X . On peut donc choisir Uz égal & W,

I1 nous reste donc & énoncer le lemme 7.4 dont la démonstration est

classique @
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LEMME 7.4 . Considérong un carrd cartésien de préschémas

et goit x un point de F2 .51 u egt plat, 4' esgt plat en x si et seule~
ment si d est plat en v(x) . Si d egt localement de tvpe fimi, d4' est
quasi-fini en x gi et seulement si d est guasi-fini en v(x) .

Noug avons donc prouvé qu'il existe un recouvrement de Xo par des
ouverts saturds W tels que le groupoide W, induit per X, sur W posstde
une quasi-section. Modulo le lemme 6.1 , ceci prouve le théordme 7.1 &
l'exception peut-&tre du fait que p est propre . Pour ce dernier point, nous
Teprenons les notations de 6a) en remplagant le groupoide X, par W . Alors
q est entier d'aprés le théordme 4.1 , donc propre . Comme u est déduit de
LA W1 —_— ‘do par changement de base , u est propre ; donc r est propre .
Comme Wo est quasi-projectif sur S , W0 est séparé et de type fini au-dessus

de Y ; de plus, Vv est surjectif ; donc p est propre (EGA II § 5.4.3 (i1)) .

8. PASSAGE AU QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D'EQUIVALENCE PLATE NON NECESSATREMENT
PROPRE.

THEOREME 8.1 : Soient S up préschéma neethérien et

_a s d
Z 4 ; — X —L > x
2 1 — iy o

un (Sch/S)-groupoide tel que d, soit plat et de %type fini , gue X, soit de
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type fini sur S et que le morphigme X1 — Xo X XO de composanteg do et
S

d1 soit gquasi-fini .

Il existe slors un ouvert W, de Xo dense , saturé et satisfaigant

aux propriétés suivantes :
w! wj
(1) si LA > W, > W est le grounolde induit par X, sur

W (wo,w1) possbde un conoyau (V,p) dans (Sch/S) ; de plus , (V,p) est
un conoyau de (wo,w1) dans la catégorie de tous les espaces ennslés .

(i1) p est surjectif , ouvert et V egt de type fini sur S .

(iii) Le morphisme W,, —_— gf ¥ de compogantes LA et w, est surjectif .

(iv) s8i (do,d1) est un counle d'équivalence, W, —> W ¥W est un isomor-
phisme et p est fidelement plat .

Nous allons montrer qu'on peut choisir W de telle fagon que le
(Sch/S)-groupoide W, induit par X, possdde une quasi-section (confer §7) .

Le théordme 8.1 résultera alors du lemme 6.1.

Admettons provisoirement que, pour tout point z & Xo formé relati-
vement & S (confer § 7), il existe un ouvert W quiest saturé, possdde une
quasi-seotion et rencontre toutes les composantes irrdductibles de Ko pagsant
par z . Alors 1'extérieur X - T'J'z de W dens X est saturé (car le saturé
a, (d:(xo - §Z)} de cet extérieur est ouvert et ne rencontre pas Wz) . 5i cet
extérieur n'est pas vide, on peut y choisir un point 2z' fermé relativement &
S et agsocier 3 z' un ouvert Wz| comme ci-dessus ; on peut d'ailleurs sup-
poser Wz, contenu dans Xo - Wz ; alors WZ et W»Z, sont digjoints et le
groupoide irduit par X, sur wzu Wz' posstde une quasi-section.... Le pro-
cessus doit s'arrBter parce que Xo n'a qu'un nombre fini de composantes irré-

ductibles . I1 reste donc & construire Wz :

Pour cela il est loisible de supposer S affine ; dans ce cas, soient

¥ un point de X1 tel que d y=2 X un ouvert affine de Xo contenant
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dcy » ¥ 1'image réciproque de X dans X1 par do yenfin u: Y — X et
vi: Y —>» Xo les morphismes induits par do et d1 +« Comme X est affine ,
donc quasi-projectif , on peut appliquer le lemme 7.2 : il y a donc un sous-
présohéme F de X tel que d?(P)O d;1(z) soit non vide, que

4, E) 0 a7'(s)) soit fini ot que 1a restriction de 4, A '(®) soit
prlate asux points do v"1(z} . Co fait nous permet de reprendre les notations du
lomme 7.3 en désignant par F1 et F

5 les images réciproques de F dans
X1 et XQ ase

On montre slors comme en 7.3 que 11 est quasi-fini aux points de
Q;“(Z) de sorte qu'il est naturel de considérer l'owvert F! de F, formé

des points o g1 est & la fois plat ot quasi-fini . D'aprds 7.4 , les deux °

images réciproques de F; par _d__; et g_(') sont formées des points de Fg ol

92' est plat et quasi~fini, de sorte quc ces deux imsges réciproques coincident

ot quo F est de la forme 9;1(17") , ou F' est un ouvert de F (SGAL1VIII 4.4 ).

Quitte & remplacer F par F' , on peut donc supposer quo _d_1 est quasi~fini
et plat . Dans ce cas , nous désignons par Wz le plus grand ouvert de 4 1 (® 1)

au-dessus duquel & 1

génériques des composantes irréductibles ds Xo passant par z . I1 résulte
alors de SGA1VIII § 6.5 et 5.7 que d;’(Wz) et d';1(wz) coincident tous

est fini et plat . Cet ouvert WZ contient les points

les deux avec le plus grand ouvert de gé(Fa) au~degsus duquel _@_2' est fini ¢t
plat . On voit par conséquent comme en 7.3 que les deux images réciproques de
-1 1 7 -1 -1

s . U
21 (Wz) par Qo ot 9_1 coincident, donc que g_1 (WZ) est de la forme g_o (u)
oh U est un ouvert de F qui est une quasi-section pour le groupoide induit

par X* sur Wz.



284

9. ELIMINATION DES EYPOTHESES NOETHERIENNES

a) Reprenons les notations et les hypothdses du lemme 6.1 ot soit
7: 8' =3 S un chengement de base erbitraire . Désignons par f' : X' =3 Y!
le morphisme de S'=préschémas déduit par l'extension 7C de la base d'un morphisme
de S-préschémas f : X «>Y . Avec cette convention, p' X(') -3 T' est

3 1 3 3 1 ] t ! 1 .
surjectif ainsi que le morphiame X1 N Xo Y>'< Xo de composantes d0 et d 1
L'ensemble sous~jacent & Y' s'identifie donc au quotient de 1'ensemble sous-

jacent & X(') par la relation d'équivalence définie dans X; par le
S'-groupoide X, . De plus , q': U' —>Y' est entier surjectif de sorte que
la topologie de Y! est la topologie quotient de celle de U' , donc aussi de
celle de X! (confer 1la preuve du § 6 ¢)) .

D'un sutre ctté, il est clair que U' est une quasi-section du
S'-groupoide X_)’(_ auguel on peut donc appliquer le lemme 6.1. En particulier ,
X! possdde un conoyau (Y1, p1) et 1'espace topologique sous-jacent & T,
s'obtient & partir de l'espace topologique sous-jacent & X(; en identifient
les points équivalents pour la relation définie par X . I1 s 'ensuit que le
morphisme canonique Y 1 »—>» Y¥' egt un homéomorphisme ; je dis méme que
Y1 —p ¥' est un homéomorphisme universel : en effet, si S" est au-dessus

de S' goit Y. 1le conoyau de (d0 x 8", 4, x S") . D'aprés ce qui précdde ,

2
eppliqué aux changements de base S“.E... st ets s"_nS, Y2 — Y1 x S
S!
et Ya- R % 8" @ Y* x S" pont des homéomorphismes de sorte qu'il en va
St
de mBme pour Y, x S" — . Y' x 8",
1 St St

b) Des remarques analogues s'appliquent évidemment au cas ol le groupoide
X, possdde "localement" des quasi-sections (confer la démonstration du
théordme 7.1 ) . Soient par exemple S un préschéma arbitraire et

X, —ty X, : s X un (Sch/S)-groupoide sur lequel on fait les

hypothdses suivantes 3 Xo ost de présentation finie et quasgi-projectif sur 8 ;

—-—-»Xoxxo

d1 est de présentation finie , propre et plat ; le morphisme X
8

1
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de composantes do et 4, est quasi-fini . Alors tout point =x de XO a un

1
voisinage ouvert W qui est saturé et tel aue le groupoide induit par X  dans

W posstde une quasi-section :

En effet, la question est locale sur S de sorte qu'on peut supposer
S &affine . Il existe alors un anneau A de type fini sur & , un morphisme
S —> T =35pec A ot un (Sch/T)-groupoide Z, tel que X, s'identifie a

Z, >T< S (EGA IV 8) ; de plus , on peut supposer que Z, vérifie les conditions
du théordme 7.1 (EGA IV 8) . Par conséquent Z, possdde "localement" des

quasi-sections et on peut appliquer les remarques de a) .

e) I1 résulte de a) et de b) que les assertions (1), (iii) et (iv) du
théordme 7.1 restent vraies sous les hypothdses de b) . Lorsque de plus
(do’d1) est un couple d'dquivalence, on voit que Y est de présentation

finie sur S en gppliquant la proposition suivante !

Propogition 9.1 : Considérons les morphigmes de préschémags
q
Xo .—-E_) Y ——» B8

tels que gp soit de type fini (resp. de présentation finie) ot p fidblement
plat de présentation finie . Alors q est de type fini (resp. de présentation
finie) (),

Comme p est surjectif et qp quasi-compact , ¢ est quasi-compact .

Donc on peut supposer S, ¥ et Xo affines dtammeaux 4, B,C : On a

B = 1_1!g Bi y Ou les Bi parcourent les sous-algdbres de type fini de B .
Comme C est de présentation finie sur B , il existe un indice
B > C io s Une Bio-algébre de présentation finie Cio et un iso-
T T morphisne C2C; @y B ; sionpose C; = cio®Bio B,
B —> C. pour i3 i, onadone CZCiQ B. Comme C est
i 1 Bi
T fiddlement plat sur B, on tire de EGA IV 11 l'existence d'un
A i1 > i, tel que Cj, soit fiddlement plat sur Bi1 ; par

(¥*) Cf, EGA IV 17,7.5 pour un résultat plus général.



286

conséquent C, est fiddlement plat sur Bi pour i i1 « Pour i3 i1 s 1l'appli-

i
cation canonique Ci »—» ( est alors injective , car déduite de Bi —» B
par extension fiddlement plate de la base . Si C est de type fini suxr 4,
il s'ensuit que 1l'application Ci——-—av C donc aussi l'application Bi —> B

gont bijectives pour i assez grand ,

Supposons maintenant C de présentation finie sur A : d'aprés ce qui
précdde, B est de type fini sur A , donc de la forme §/I ou B est une
algtbre de polyndmes sur A 3 un nombre fini d'indéterminées, et I un idéal
de B . Alors I est réunion de ses sous~idéaux de type fini I, ; d'ol 1'éga~
lité B=1lip B, avec By= B/1 [, - Procédant comme plus haut, on choisit un
irdice Ko et une B,(o-alg‘ebre de présentation finie C°< tels qu'il existe

0
un isomorphisme C 2 C"(o e 3* B . Pour &« > °<° , On pose encore
o]

o .
Co( x°®£¢4 de telle sorte qu'on & C « G°<®°<B pour > X « Toujours

d'aprés EGA IV 11 , on conclut comme plus haut que Cy est fiddlement plat sur
B¢ pour X assez grand . Dans ce cas, le noyau de l'application Cy —> C
(resp. C,—> Cg pour f3 ) s'identifie & C, ®B (1/5,) (resp. 2

Ca<®3 (I/.,’ /IK)) . Comme Cy et € sont de présentatlon finie sur A et que
Cu™> C est surjectif , C, BD((I/:t‘x) ost un idéal de type fini et est
O3

pour /3 assez grand , d'oh sussi Ig =1 (car C, est fiddlement plat sur

réunion des idéaux Q. @Bo((lig / Io<) . On adone G °<®B°( (173 / I°<) =

B’() ; donc B est de présentation finie sur A .



Exposé VI

GENERALITES SUR LES GROUPES ALGEERIQUES
par P, GABRIEL

Dans tout ce chapitre, A désignera un amneau local ariinien de

corps résiduel k . Un préschéma en groupes G sur Spec A sera appelé

simplement un A-groupe. Cet A-groupe est dit localement de type fini si le
préschéma sous-jacent est localement de type fini sur A ; il est dit

algébrique si le préschéma sous-jacent est de type fini sur A .

O. Remarques préliminaires.

0.1, Considérons d'abord un préschéma en groupes G sur un préschéma
quelconque S . Nous appelons multiplication le morphisme structural
Jo G§G —= G et inversion le morphisme ¢ : & —> G qui est défini
par les égalités o(7)(x) = <L ( T étant un préschéma sur S et x un
élément de G(T) ). Si U et V sont des parties de 1l'ensemble sous-
Jacent & G , nous notons U.V 1'image par le morphisme multiplication de
la partie de G:éG formée des points dont la premiére projection appartient
& U, la deuxi®me & V . De méme, les notations et c(U) sont
dquivalentes.

Soient pry la projection de G sur le premier facteur et

S
o C¢§G — G>éG le morphisme de composantes pry et /l- . Pour tout
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Sepréschéma T , o~ (T) est l'application (x,y) +—> (x,Xx.y); il s'ensuit

que ¢~ est un automorphisme, Le composé de cet automorphisme et de la pro-
Jection pr2 de G§G sur le deuxidime facteur est le morphisme multiplica-
tion. Lorsque G est plat sur S, pr, done M- gont des morphismes plats;

lorsque G est lisse sur S , pr, done /.L sont des morphismes lisses....

0.2. Nous supposons & partir de maintenant que S est le spectre d'un
anneau local artinien A de corps résiduel k . Nous désignons par
(SCh/k)red la catégorie des préschémas réduits sur k. Pour tout préschéma X

sur A, le préschéma réduit X _, est un objet de (Sch/k)red et le fonc-

d
teur Xb—3>X . est adjoint & droite & 1'inclusion de (Sch/k)red dans
(seh/ A) . I1 s'ensuit que, pour tout A-groupe G , G, est un groupe dans

la catégorie (Sch/k)red .

Réciproquement, si k est un corps parfait, ltinclusion de
(Sd}/k)red dans (Sch/k) commite aux produits de sorte que les groupes
dans la catégorie (SCh/k)red s!identifient aux préschémas en groupes sur
k dont le préachéma sous-jacent est réduit. En particulier, pour tout
k-groupe G , G red est un sous-préschéma en groupes de G ; ce socus-groupe
ntest pas invariant dans G en général s par exemple, si k est un corps
de carectéristique 3, le groupe constant ( Z/ (2))k opére de fagon non
triviale dans le groupe diagonalisable D, ( z/(3)) (1.4.1’ et I.4.4 ); si
G désigne le produit semi-direct de Dk( Z/(3)) par (Z/ (2))k défini par
cette opération, G ., s'identifie & (Z/(2))k et n'est pas invariant
dans G .,

51 k est un corps quelconque et H un groupe dans la catégorie
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-0
est un préschéma en groupes sur kP

(8ch/y ) eq (HQkkP#)

red
-ce -o0
Comme Hﬁbkkp a méme espace topologique sous-jacent que (Hﬁ@kkp )

red’
on voit que les groupes de (SCh/k)red ont en commun avec les k-groupes
certaines propriétés topologiques invariantes par extension du corps de base:
par exemple, il résultera de 0.3 et des remarques qu'on vient de faire que

tout groupe de (Sch/k)red est séparé.

Nous rencontrerons dans ls suite des groupes de (Sch/k)red cha~
que fois que nous aurons affaire 2 une partie localement fermée non vide
U d'un A-groupe G telle que U.U =T et Ul =0V ¢ en effet, le sous-

préschéma réduit de G défini par U est un groupe de (Sch/k)red .

0.3, Un A-groupe G est toujours séparé : la diagonale de GxG

stidentifie en effet au foncteur de (Sch/A)° 3 valeurs dans (Ens) qui
associe & tout préschéma S sur A 1l'image réciproque de 1'élément neutre
de G(S) par 'application <p (5) & (x,y)+—> x.y™" de G(S)xG(S) dans

G(S). On a par conséquent un carré cartésien

Gii}__(ﬁ__) G

morphisme

diagonal section unite

¢ -—>» Spec A

de sorte que le morphisme diagonal, qui est déduit d'une immersion fermée

par changement de base est lui~méme une immersion fermée,
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0.4. Soit G un A-groupe. Nous dirons qu'un point g de G est

strictement rationnel sur A s'!'il existe un A-morphisme s : Spec A — G
qui envoie le seul point de Spec A sur g . On sait qu'un tel s définit
un automorphisme ry du préschéms G sur 4 qu'on appelle translation &
droite par s : pour tout morphisme C 3 8 —> Spec 4 , rS(S) est llauto-

morphisme x¢—3 x.(G(TC)(s)).

De méme, on note -28 la translation & gauche par s , c'est-a-dire
ltautomorphisme de G défini par les égalités (-es(S))(x) = (G(7)(s)).x .
Comme G@Ak et G ont méme espace topologique sous-jacent G , que
G@Ak est un ke-groupe et que s®Ak dépend seulement de g et nonde s ,
on voit que les automorphismes de G induits par Ty et £ s (ou par
rs@k et gs@k) dépendent seulement de g et nonde s j lorsque P
est une partie de G , nous pouvons donc noter P.g et g.F au lieu de

rs(P) et ﬁs(P), ce qui est conforme & 0.l.

0.5, Considérons maintenant deux ouverts partout demses U et V d'un

A-groupe localemsnt de type fini G . Le produit U.V (0.1 ) est.alors

égal & tout 1'espace sous-jacent & G : en effet, comme G et G®,k ont
méme espace sous-jacent, on peut supposer, quitte & remplacer A par k et
G par G@Ak que A est un corps k . Dans ce cas le morphisme multi-
plication est plat et localement de type fini (0.1 ), donc ouvert, de sorte
que U,V est un ouvert de G ., Si k est une clbture algébrique de k ,
on a évidemment (U.V)@®k = (U@ki).(veokié) ; d'aprésSCA1 VIII § 4, il suf-
fit donc de prouver qu'on a e@kiz = (U@k.ﬁ).(v®1;fc) et on est ramené au

cas ol k est algébriquement clos. Dans ce dernier cas, il suffit de



291

prouver que U.V contient tout point fermé x de G ; 8i k est algé-
briquement clos, un tel x est strictement ratiomnel et les ouverts partout

denses U'l'

X et V ont en commun un point fermé v ; si u est 1'61é-
ment de G(k) défini par 1'égalité x = u.v, utx appartient alors &

T .x de sorte que u appartient 2 U, ce qui prouve l'assertion.
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1. Propriétés locales d'un A-groupe localement de type fini.

Nous allons voir dlabord que, si G est localement de type fini
et plat sur A , on peut "rendre strictement ratiommel tout point fermé de

G " au moyen d'une extension finie et plate de la base.

1,1, Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons & partir de

mgintenant que G est un A-groupe localement de type fini.

Lorsque 4 est un corps, nous obtiendrons dams 1'exposé VIIB des résultats
trés précis sur les anneaux locaux de G . Nous nous contentons ici de quel-

ques résultats élémentaires @

PROPOSITION 1,1.1 ¢ Soit x un point d'un A-groupe G localement de

type fini et plat sur A . Alors il'annegu local -O-G - est de Cohen-Macsulay
14

et il existe un systéme 819 erey & de paramétres de % 4 tel gue
?

QG,x/(al,...,an) soit un A-module plat.

Nous supposons d'abord A égal & son corps résiduel k ; il suf-

fit de prouver alors que est de Cohen-Macaulay et on peut se limiter

%,x
au cas ol x est un point fermé (EGA Opy 16.5.13 ). Dtaprés le lemme

1,1,2 ci-dessous, G contient un point fermé y tel que QG v soit de

]
Cohen-Macaulay. D'aprds 8GA 1 I § 9, il revient au méme de dire que, pour
toute extension finie K du corps de base k et tout point y de

G = G@kK au-dessus de y , -96 7 est de Cohen-Macaulay. Si l'extension
?

K a été choisie assez grande (i.e. si K contient l'extension normale de

k engendrée par les corps résiduels k(y) et k(x) ), ¥ est (strictement)
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rationnel sur X ainsi que tout point X de G au-dessus de x . Comme

1'automorphisme r.c,(r-)"1 applique ¥ sur X , il s'ensuit que 07 —,
X ¥y G ,x

done O, . (SGA1I § 9) sont de Cohen-Macaulay.
?

Lorsque A est de nouveau supposé quelcongue, le raisomnement

précédent s'applique & k@AG de sorte que k est de Cohen-Macaulay.

®A QG,x

X . 141 & .

Si 875 eeey a, ast une suite d!'éléments de -QG,x dont l'image dans

k®A9{} < est un systéme de paramdtres, il résulte de SGA1 IV 5.7 ou de
L

A Opy 15.1.16 que 81y «o+y &, €St une suite QG,x-regullere et que

QG,x/(al""’an) est fini et plat sur 4 .

LEMME 1.1.2 : Tout préschéma non vide X , localement de type fini sur un

anneau artinien A , contient un point fermé x dont l'anneau local est de

Cohen-Nacaulay .

On peut évidemment supposer X affine dtalgébre B et raisonner
par récurrence sur dim X (1'assertion est claire si X est discret, tous
les anneaux locaux étant alors artiniens). Comme B est de type fini sur
A, sl dim B > 0, B contient un élément a non inversible et non divi-
seur de O ; le sous-préschéma fermé X' = Spec B/(a) de X est alors de
dimension strictement inférieure & dim X et contient par hypothése de ré-

oyrrence un point fermé x tel que O

Ox1 x BOit de Cohen~Macaulgy. Comme on
’

a QX“,x = -QX,x/(a) et que a est non inversible et non diviseur de O dans

O 1 O est de Cohen-Macaulay (Voir aussi EGA IV 6.11.3 ).
~X,x ' <X,x

PROPOSITION 1.2 : Soient A un ammeau artinien, G un A-groupe loca~

lement de type fini et plat sur A et x un point fermé de G . Il existe
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alors une A-algébre A' locale. finie et libre sur A telle que tout point

de G-GQKA' au-dessus de x soit gtrictement rationnel sur A?.

On sait en effet qu'il existe une A-algébre Al locale, finie et
libre sur A4 et telle que le corps résiduel de Al contienne l'extension
normale de k engendrée par le corps résiduel k(x) de x . Dans ce cas,
tous les points 81y ey de G ®AA1 au~dessus de g & G ont méme corps
résiduel que Al (i.e. 81y +rvy B sont rationnels sur Al au sens de
v, §4; e)). Soient done Bl 3 seey Bn les amneaux locaux de By vy By o
Dtgpres 1.1.1 , By sy cvey Bn possedent des quotients Bi s seny ZBI'1 qui

1

Al Bn , les

algebres Bi®A A' sont toutes locales et elles ont un guotient isomorphe
1

& A' , de sorte que A'!' répond & la question,

sont artiniens et plats sur A; . Si on pose 4' = 3 ®, .. ®
1

1.3. Soit e 1'élément neutre (ou origine) de G , c'est-a-dire

1'image du seul point de Spec & par la section unité Spec A—>G .

Par définition méme, e est strictement rationnel sur A .

PROPOSITION 1.3,1 : Soient G un groupe localement de type fini et plat

Sur un anneau artinien A et K 1a clOture parfaite du corps résiduel k

de A . Les assertions suivantes sont équiwmlentes :

(i) G®AK est réduit.

4 - 2 t » . rd -
(ivis) si QG,e est 1'annean local de l'origine de & , -QG,e®AK est réduit.

(i1) G est lisse sur A .

(iibis) G est lisse sur A & llorigine.
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Au moyen de 8GA 1 II 2.1 , on se ramdne tout de suite an cas ol
A est un corps (A = k). Les implications (i) == (ibis), (ii) =>(iibis)
(i1) == (i) et (iibis) =3 (ibis) sont évidentes de sorte qu'il suffit
de prouver que (ibis) entraine (ii). Or, si k désigne la cléture algé-
brique de k , il résulte de (ibis) que Qe,e@ki est réduit. De plus, si
X est un point fermé quelconque de G = G@ki s 1l y a exactement un
k-morphisme s : Spec k —» G@kE dont 1ltimage est x ; la translation &
droite T, induit alors un isomorphisme de 9G,e®kE sur 0O de sorte

=G,x
que % 5 ¢ done G sont réduits, Mais, comme G est aussi localement de
’
type fini sur k , G contient au moins un point y fermé dans G et
lisse sur k . Comme d'autre part les anneaux locaux des points fermés de

G sont tous isomorphes & -OG e®ki s on voit que tous ces gnneaux locaux sont
’

réguliers, de sorte que & est lisse sur k , done G 1lisse sur k .
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2. Composantes commexes d'un A-groupe localement de type fini.

2.1, Considérons d'abord un A-groupe quelcongue G et soit G! 1la
composante connexe de l'origine e de G . Cette composante comnexe est
évidemment fermée de sorte que nous pouvons 1l'identifier au sous-préschéma

fermé réduit de G qui a G' pour espace sous-jacent.

PROPOSITION 2.l.1 : Pour toute extension K du corps résiduel k de

4,6'Q® X 2 pour espace sous-jacent la composante connexe de 1'origine

dans le X-groupe G® AK (6! est géométriquement comnexe).

Soit en effet (G @AK)' la composante comnexe de l'origine dans
GQAK . Comme 1'image de (G@AK)' dans G est connexe et contient 1'61é-
ment neutre de G , cette image est contenue dans G! de sorte que
(G®AK)' est contenu dans 1'image réciproque G'@,K de G' dans G@K.
La proposition résulte donc de la connexité de G'@AK qui est prouvée

dans le lemme 2,1.2 :

LEMME 2.1.2 : Soient X et Y deux préschémas connexes sur un corps k .

S8i X contient un point ratiomnel, Xx.Y est conmexe.

k

Nous donnons ci-dessous une démonstration directe de ce résultat

de WA (IV 4.5.8 et 4.5.14 ).
Supposons d'abord Y non vide, connexe et affine d'algdébre B .

Dans ce cas, Xka est le spectre de la _Qx-Alg‘ebre guasi-cohérente

B = gx®k3 « Nous voulons montrer que toute partie U de XX, Y qui est

k

ouverte, fermée et non vide coincide avec XXkY « Et en effet U est

affine sur X et a pour _QX-Alg‘ebre affine un facteur direct de B .,
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Il résulte donc du lemme 2.1.3 ci-dessous que l'image de U dans X est
ouverte et fermée, i.e. coincide avec X tout entier. Cette image contient
en particulier un point ratiomnel x de X , de sorte que U rencontre
&+ Comme cette derniére est isomorphe &

Y , donc est comnexe, U contient cette image réciprogue. Le méme résultat

1'image réciprogue de x dans XX

serait valgble pour le complémentaire de U dans X >3{Y , 81 U était

distincte de Xka , ce qui serait absurde.

Si Y est maintenant un k-préschéma quelcongue, ce qui précéde
montre que les fibres de la projection canonique XXKY —> Y sont connexes.
5i x est un point ratiomnel de X , ces fibres rencontrent toutes le

sous~préschéma {x}ka qui est lui-méme connexe, d'ol la proposition.

LEMME 2.1.3 : Soient X un préschéma et A une Oy-Algbbre quasi-
cohérente qui est un facteur direct d'un Qy-Module libre. L!image de

Spec A dans X est slors ouverte et fermée.

Soit V cette image. Il est clair que V est contenue dans le
support de A . Réciproquement, si x appartient au support de 4 , Ax .est
non nul et est un _gx’x-module libre (Kaplansky). Par conséquent la fibre
de Spec A en x , qui est affine d'algdbre %@0 k(x) ntest pas vide.

=X, x
On voit donc que 1'image de Spec A coincide avec le support de 4 .

Si s est la section unité de A4 , 1l'égalité 8 ,=0 entraine
que s est nul dans un voisinage du point x de sorte que le support de
A est fermé. On peut supposer d'autre part que A est un facteur direct

de la somme directe d'une famille (9_;) d'exemplaires de QX « Soit alors
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¥ &K
¢ la restriction & A de la projection canonique de J;(L Op sur O ;

si x est un point de X , tout homomorphisme de QX x-modules
H

o, o . X
Y ' A — Oy . est de la forme al———e%‘f@?(a) ou(i)es’c
une famille 4'éléments de -O-X . Cormme gx est libre et non nul, on peut
’

o> oK, A

choisir les ‘f et & de telle fagon qu'on ait 1= 2—% ‘?(a) = Gf 1(&)'1"
d\

+ o-a +§ Ba) . Ltégalité 1 § ‘-P L(a)-i- - -4 f ¥ n(&} reste

glors valable dans un voisinage de x , c2 qui montre que a , donc A

sont non nuls dans un voisinage de x ("le support d'un module projectif

est ouvert").

2.2, Les notations étant toujours celles de 2.1 , il est clair que

G' est un préschéma réduit au-dessus de Spec k C Spec A . Le lemme 2,1.2
montre que G! ka' est connexe, de sorte que (G'X kG')red est le sous~
préschémg réduit de GXAG qui a pour espace sous-jacent la composante
connexe de l'origine. En particulier, le morphisme multiplication

Jet 6%6 —> G induit un morphisme fadll G 'ka')red —>» G! qui fait
de G' un groupe dans la sous-catégorie pleine de (Sch/k) formée des

k-préschémas réduits.

2.3. Conformément & nos conventions de 1.1 , nous supposons de nouveau
& partir de maintemant que G et localement de type fini sur A . Alors G
est localement noethérien, donc localement connexe de sorte que la composante
connexe de l'élément neutre est ouverte dans G . Nous noterons G° le
sous-préschéma induit par G sur cet ouvert de sorte qu'avec les notations

de 2,1 ona G' = (Go)red « I1 résulte évidemment de 2.2 que G° est
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un sous-préschéma en groupes de G que nous appellerons la composante

neutre de G.

Soient G™ une composante connexe quelconque de G e
1)d: Gy(xAF° —>» G le morphisme défini par les égalités
(vX(S))(eY) =gye™t  (S€(Sch/a) , g€ 6% (5) , F€6°(S)). 51 e est
l'oriéine de G , la restriction de v* i G‘S‘A_{e}- est le morphisme mul;
comme G“XAQ° est connexe dlaprés 2.1.2 , on voit que V°(se factorise
4 travers G° de sorte que G° est un A-gous-groupe invariant de G (car
ce qui précdde entraine, que pour tout préschéma S sur A , G°(S) est un

sous-groupe invariant de G(S)).

PROPOSITION 2.4 : La composante neutre d'un A-groupe

localement de type fini G est géométriquement irréductible et est de type

fini sur 4 .,

Soit k 1la cl8ture algébrique du corps résiduel k de A et mon-
trons dlabord que G° est géométriquement irréductible, clest-d-dire que
G°€DAE est irréductible. D'aprds 2.2 OGGOAE)red est un k-groupe locale-
ment de type fini et réduit, donc lisse sur k (1.3.1 ). A fortiori les
anneaux locaux de G}QaAE)red sont intdgres de sorte que les composantes

cormexes de (}QQAE , en particulier G°Q§A§ s sont irréductibles.

Montrons maintenant que G° est de type fini sur A . Comme G°
est localement de type fini sur A , il suffit de prouver que G° est
quasi~compact. Pour cela, soit V un ouvert affine de (°. Comme G° est
irréductible, cet ouvert est dense dans G° de sorte que V.V coincide avec
G° (0.5 ); comme V.V est llimage de VXV par le morphisme multiplication,

A
V.V est quasi-compact.
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COROLLAIRE 2.4.1 : Toute composante comnexe de G est irréductible et de

type fini sur A .

On peut supposer en effet A égal & son corps résiduel k .
Soit alors H une composante commexe de G , x un point fermé de H,
k(x) 1le corps résiduel de x et X l'extension normale de k engendrée
par k(x). La projection canonique T & H®kK -3 H est ouverte et fermée
de sorte gue toute composante connexe de HQKK est la somme des images de
G°®kK par les translations définies par les points de Tf-l(x). Comne

HQ X est de type fini, E 1lest.

Si H n'était pas irréductible, on pourrait choisir x de telle
fagon que x appartienne & deux composantes irréductibles distinctes.
L'anneau local gﬂ,x aurait alors deux idéaux premiers minimaux distincts
ainsi que l'anneau local de tout point de H@kK au-dessus de x (going down
theorem de Cohen-Seidenberg, Bourbaki, Alg. com. chap. VI); or nous venons de

voir que H@kK est la somme directe d'un certain nombre d'exemplaires de

G°®kK s qui est irréductible ...
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3, Construction de groupes-quotient (cas des groupes de type fini).

341a Soient A un anneau local artinien et u ¢ F~> G un homo=-

morphisme de A-groupes. Si u t FX,F — F et Y s Gx,6 —> G désignent

les morphismes miltiplication et ) 1le morphisme composé

%
FXG ek N GX,G - s

on rappelle que le quotient & gauche F\G de G par F est le co-noyau

du (Sch/A)-groupoide G, décrit ci-dessous

IaFX A
> N
Py 6 AXIdG PG ——— ¢
pr2’3 i pr2

(pJ:'2 et Prp 5 Sont les projections de FxG et FXA(FXAG) sur les
deuxi®mes facteurs). Nous dirons que G, est le groupoide de base G défini

par u (confer V, 2a; comme dans 1'exposé V¥, nous ne suivons pas en VIA

la convention de IV 4.6.15 ).

Comme l'unique A-morphisme F —3 Spec A est universellement
ouvert (IGA IV 2.4.9 ), pr, est un morphisme ouvert; il en va donc de
méme pour A qui est composé de pT, et de l'automorphisme o~ de FXAG
qui est défini par les formules suivantes ¢ 0 (S)(x,y) = (x,(u(S)(x)).y)
ol S est un A-préschéma variable, x et y appartenant & F(S) et
G(S). On voit de la méme fagon que pr, et A sont plats lorsque F est

plat sur A .

Remsrquons aussi pour terminer ces préliminsires que tout
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A-morphisme s : Spec A —» G définit un automorphisme du groupoide G %

qui induit sur ¢ , FfXAG et FXAF X AG respectivement les automorphismes

s ? Id FxArs et Ié FxAId FXArs . Nous noterons encore T cet auto-~

morphisme de G, et nous dirons que Ty est la translation & droite

r

définie par s (confer 0.4 ).

3.2, THEOREME : BSoisnt F et G deg groupes plats et localement de type

fini sur un anmneau local artinien 4 . Soit u ¢ F —> G un homomorphisme

de A-groupes quasi-compact et de noyau fini., Alors @

(i) Ls quotient & ganche F\G de G par P existe et la suite

A .
F X0 — canonique .  p\g
PTo

est exacte dans la catégorie de tous les espaces annelés.

(ii) Le morphisme canonigue G —> F\G egt surjectif et ouvert et

F\G est une somme directe de préschémas de type fini sur A .

{1ii) Le morphisme canonique Fx,6 —» Gg ‘{((}G est surjectif .

(iv) S5i u est un monomorphisme, F X AG — GF){GG est un iscmorphisme
et G —> F\G gst plat.

Dans la démonstration de ce théordme A' désignera une A-algdbre
locale, finie et libre sur A, Si R est une relation faisant intervenir
A' , nous dirons que R(A') est vraie quand A! est assez grande s'il
existe une algdbre A4 locale, finie et libre sur A telle que la

relation R(A!) soit vérifiée pour chaque algdbre A' locale, finie et
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libre sur Ay , Nous allons d'abord prouver notre théoréme lorsque F et
G sont de type fini sur 4 :

3.2.1. Supposons un instant que tout point de G posséde un voisinage
ouvert et saturé W tel que le groupoide induit par G, sur W posséde
une quasi-section (V § 6). Le théortme 3.2 résulte alors de V.

6.1, Nous allons montrer qu'en outre toute partie finie de F\G est alors

contenue dans un ouvert affine ¢

Si U est une quasi-section du groupoide induit par Gy  sur
un ouvert saturé W de G , U®AA' est en effet une quasi-section du
(Sch/At)-groupoide induit par G*®AA’ sur W@AA’ . De plus, si U_ est
le (Sch/A)~-groupoide induit par G, sur U, U @' s'identifie au
(Seh/A')-groupoide induit par G*®AA' dans U@AA' . Il résulte donc
des démonstrations de 1'exposé V que la construction du quotient F\G

commute & llextension A —3 A' de la base du type considéré ici.

Soient donc X1y seey X des points de F\G que nous pouvons

n
supposer fermés et Bys cees By des points fermés de G se projetant sur
Xy9 seey X, 3 soient U un ouvert affine partout dense de F\G y ¥V 1llimage
réciproque de U dans G et soit A' une A-algdbre assez grande pour

les besoins de notre cause : alors l'image réciproque de 81s +0er &) dans
G@AA‘ est formée de points gi, ceny gI', qui sont strictement ratiomnels
sur A' (1.2 ) ; en outre, si A' est assez grande, l'ouvert partout dense
Q (V@AA‘)‘%g:!L contient un point x strictement rationnel sur A' .

On a done x € (V@AA’)-}gi dlol g} € (V@AA*).x . Comme (V@AA’).::

est l'imsge de V®AA' par un automorphisme du groupoide G*®AA' , 1l'image
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(U@AA').x de (V@AA').x dans (F\G)@AA' est 1'image de U®,A' par
1'automorphisme induit sur (F\G)@AA' . Done (U@AA').x est un ouvert

affine de (F\G)@AA' contenant gf, ..., g}; .

Pour terminer la démonstration on montre comme dans V § 5b) que
(U%AA').x contient un ouvert affine W' qui contient g], ..., gI', et qui

est saturé pour la relation d'équivalence
(F\G)@AA'®AA' —> (F\G)@AA'

induite par les deux injections canoniques de A' dans A’@AA' . Ltimage
de W' dans F\G contient alors €1y cecy 8y et est un ouvert affine de

F\G (v 4.1).

3.2,2, Pour toute algébre A' sur A (du type considéré en 4.l.),
désignons maintenant par U(A!') 1'ensemble des points de G®AA’ ayant un
voisinage ouvert et saturé W tel que le groupoide induit par G, @ AA‘
sur W possdéde une quasi-section. Il est bien clair que U(A') est saturé
pour les opérations de G(Spec A') - sur G@,A' . Nous allons voir que,

lorsque A' est assez grande, U(A') est égale 2 G@AA* t

La preuve se fait par récurrence sur dim (¢ - U(A)) : soient
819 +v0y 8y des points fermés appartenant aux diverses composantes irré-
ductibles de G - U(A) ; si A' est assez grande, les points g]‘_, 81'3
de G®AA' se projetant sur 81y 09 8, sont strictement ratiomnels sur A';

de méme, U(A)QAA' contient un point strictement rationnel x (U(A) n'est pas

vide d*aprés V 8.1). Par conséquent, U(A') contient (U(A)@AA').X_I.g£
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pour tout 1 ; donc U(A') contient Bly eees 5, et on a

dim (G@AA' - U(ar)) & dim (G - U(a))

Lihypothése de récurrence entraif[xe alors l'existence d'une algébre

A" sur A' telle qu'on ait U(AY) = (G@AA')QA,A" =G@,A" .

34243, Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'existence de F\G
quand F et G sont de type fini sur A : soit A' assez grande sur A
pour que U(A') coincide avec ¢® A (oonfer 3.2.2 ).

Nous poserons A" = A'Q® AA' et, pour tout A-préschéma X , nous désignerons
par X' et X" les produits fibrés X@AA‘ et X@AA" . Dlaprés

3.2,1 et 3.2.2 1les quotients F'\G' et T¢ \G" existent et on a le

diagramme commutatif

o "
™ xA"G_" _._..1.)._2.._.._) on .._.,.__; o \G"
)\" E
Y1 lwz il | % ! l l"z
\

(*) Fix 6! —/——=——=2 & P E\e!

)\‘1
h l g
v

—_———
FxAG G

Dans ce diagramme, pr} et A' (resp. pry et AM sont obtenus
2 partir de pr, et A par des changements de base évidents; les morphismes g et
h sont induits par l'injection canonique A—pA!, On y désigne par p' et p"
les morphismes canoniques ; les morphismes Vi Y et Wy oy W, sont

induits per les deux injections canoniques de A' dans A" ; enfin, si
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Tt s F'\G’ ~—-3 Spec A' est le morphisme structural, il résulte de ce que

la congtruction du quotient F'\G' commute aux deux changements de base

fl ' f2 ¢ Spec A" ——3 Spec A' qu'on a des isomorphismes canoniques

i) et i, de P" \G" sur (F’\G')n_,?ffl Spec A" et (F'\G')_n,,ffz Spec A",
Les morphismes Uy et u, sont composés de il et 12 et des projections

de (F*\G*)_Ttpff1 Spec A" et (F'\G')R_,x Spec A" sur F!\G' .

’fz
Or, lorsqu'on a un diagremme du type (x) , Coker(pr,, A ) existe
si et seulement si il en va de méme pour Coker(ul,uz) et ces deux conoyaux
stidentifient. Ltexistence de F\G résultera donc de celle de Coker(ul,uz).
Or il résulte de la compatibilité de la formation de F\G avec les exten~

sions de la base considérées ieci que le morphisme composé

;=1 .
i i
1 X t 1 o2 1 1y X "
(Fr\¢ )r,’flspec A" = F\G' > (F'\G )Tr,,fzs;;ec A
est une donnée de descente sur F! \G' relativement & f : Spec A! -3 Spec 4.
Dlapréds SGA VIII § 7.6 et 3.2.1 cette donnée de descente est effec-

tive, c'est-a-dire que Coker(ul,uz) existe (on pourrait dfailleurs uti-

liser directement V 4.1).

3244, Pour terminer la preuve du théoréme 3.2 dans le cas o F et G
sont de type fini sur A , il reste & étudier le quotient F\G .

D'aprés V 6.1 les assertions (ii), (iii) et (iv)

"devierment vraies" gprds le changement de base f : Spec A' —» Spec 4 3
d'aprés lGA IV 2.,6,1 , 2.6.2 et 2.7.1 , ces assertions étaient donc vraies
avant le changement de base. Enfin, pour prouver la deuxilme assertion de

(i), il n'y a qu'a se reporter & V § 6c).
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4. Construction de groupes-quotient (cas général).

Nous supposons maintenant satisfaites les hypothéses du théoréme 3.2,

F et G n'étant pas nécessairement de type fini sur A .

4.1, Considérons tout d'sbord une composante connexe G % e G et mon-

trons que le saturd G* de G™ pour la relation d'équivalence définie par

le groupofde G, est une partie ouverte et fermée de G (autrement dit est

la réunion de certaines composantes cornmexes de G). Ce saturé est l'image
de FxAGd par A , donc est ouvert dans G (confer § 3.1 ). Si k est
le corps résiduel de A et k une clBture algébrique de k , il reste &
montrer que 1'image de (FXAG«)®A1< par >‘®Ak est fermée dans G@,k ,
ou encore, d'aprds SGA 1 VIII 4.4, que 1'image de(Fde‘ )QAIC- par A @A-E
est fermée. Comme G%A-IE est la réunion d'un nombre fini de composantes
connexes de G@ AE , on est ramené au cas o A est un corps algébriquement
clos, ce que nous allons supposer : dans ce cas, -C;z est la réunion des

images de e par les translations a gauche 2

u(x) ? oW x parcourt les

points fermés de F ; l'assertion résulte denc de ce que ces images sont

des composantes connexes de G .

4.2. Prenons en particulier pour Gu‘ la composante connexe G° de

ltorigine de ¢ . Alors G contient évidemmen* 1l'image de F par u qui
n'est autre que la classe d!'équivalence de l'origine. D'autre part, si Fﬁ
est une composante comnexe de F , F@XAG° " est connexe (2.1.2 ) de sorte

que l'image de F{sx AG° par A est contenue dans la composante comnexe de

u(Fﬁ) dans G . Autrement dit, G° est la réunion des composantes

connexes qui rencontrent 1l'image de F .




308

On remarquera aussi que le sous-préschéma ouvert de G qui a
E-° pour espace sous-jacent est un sous-groupe de G (que nous notons
encore F) s en effet le morphisme inversion de G conserve llimage de
P et commute les composantes connexes de G qui rencontrent cette image;
il suffit donc de montrer que Vs Gi(} -3 G gpplique 6 °>A_GT’ dans G°
et pour cela on peut supposer que A est un corps algébriquement clos
(avec les notations de 4.1, ?’@ ATc- gtidentifie en effet au saturé de
c® AE)Q par la relation d!'équivalence définie par 1'homomorphisme u® AE);
¥ §

et GS sont alors des composantes connexes de G° , GXXAG est

gi G
connexe et son image par V rencontre l'image de F ; par conséquent,
u(GXx AGS ) est contenu dans une composante cornexe de G rencontrant

u(F), c.q.f.d.

4.3, I1 résulte de ce qui précdde que le groupoide G, de base €

défini par u est la somme directe des groupoides G',‘:‘ induits par G,

sur les différentes parties ouvertes et fermées de ¢ de la fomme ™,

Le conoyau de G, est donc la somme directe des conoyaux de ces groupoldes

oC f s saas p p
G* s qu'on est amené & étudier séparément.

Considérons tout d'abord le groupoide G% induit par §  sur
G°. I1 est clair que G est le groupoide de base G° défini par 1lthomo-
morphisme de F dans G° induit par u (§ 3.1 ). Le conoyau dont nous

voulons prouver l'existence s'identifie donc & F\G° « Considérons d'autre

part le groupoide

£ 21
—_
. 1;' 5 s % o o
G2 L > Gl o GO =z
—_————> 4
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induit par €§ sur G° . Si l'on se reporte & la construction explicitée en
v § 3b), l'objet noté alors Yoxx Xl ntest autre que FiG" s Ge sorte que
Gi’_ est 1'image réciproque de G° Opa,r le morphisme F§G° —_— G° induit
par A . Je dis que cette image réciproque est F X,G°, si l'on note F
l'image réciproque de G° par u s en effet, si F A est une composante
connexe de F et e 1'élément neutre de G , FﬂXAG° est connexe (2.1.2 )
et A (P XAG°) est contenu dans G° ; réciproguement, si PP est une
composante comnexe de F non contenue dans Fo » ltimage de Fﬁ X A(}° est

encore connexe et contient u(Fﬁ ) s si m(F/3 ) ntest pas contenu dans

G° 4y A (FﬂxAG") ne rencontre pas G° .

I1 résulte de ce qui précdéde que le groupoide G% induit par
Gy sur G° est le groupoide de base G° défini par 1!'homomorphisme
F, —> G° induit par u ; d'aprés le paragraphe 4, ce groupolde posséde
un conoyau qui n'est autre que Fo \G° . Je dis maintenant que Fo \G“
stidentifie & F\E: 1 en effet, la démonstration est analogue & celle de

ltassertion (i) du lemme V § 6.1 ; considérons le diagramme

_o. v pr2
G° &—— BB° ———> G°

oW v est le morphisme induit par A . Comme p posseéde une section,

T2
pr, estun épimorphisme effectif et universel de sorte que F0 \G"

coincide avec Coker(vo,vl) , ol

1
V2 Y1
———> SRy = °
V2 v;I Vl v FXG
—2 A
1]
Vo Yo
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est 1!image réciproque du groupoide G% par pr, (V § 3a)), clest-a-

dire également l'image réciproque de G% par le morphisme composé
F§G° inclusion FﬁE; PTy E‘;
s @ -
De méme, comme v est fidelement plat et quasi-compact, F\G°
coincide avec le concysu de 1l'image réciproque de G_"; par le changement de
base v . Or cette image réciproque est isomorphe & V,_ dtapres V § 3 ¢);

il résulte de 1la que l'inclusion canonigue de G°, dans C?i- induit un

; ° oo
isomorphisme de FO\G sur F\G .

On remarqgue enfin que la construction de F\a commute aux
changements de base finis et localement libres parce qu'il en va de méme
pour FO\G" .

4.4. Il reste & construire le conoyau du groupoide -(;‘z lorsque G

est une composante connexe quelconque de G : s8i A' est une A-algébre
locale, finie et libre assez grande (confer 3.2 ), G“‘&AA' est la réunion
d'un nombre fini de composantes connexes G]'_, suny G;l de G@AA' qui pos~
stdent toutes un point strictement ratiomnel. Pour tout i , il existe donc
une translation & droite r, de G&,A' qui applique G°®AA‘ sur G! ;
cette translation induit un isomorphisme du groupoide 65 @AA' sur

(EE)_* de sorte que le groupoide induit par G,® A' sur le saturé de G
posséde up conoyau. Comme (GW)*Q 4A' est la somme directe d'un certain
nombre d'entre les (-é-i.)* y 6%),@ 4A' posséde un conoyau; ce conocyau
est la somme directe d'un certain nombre 4'exemplaires de FOQ AA' \G°® AA'
de sorte que toute partie finie de ce conoyau est contenue dans un ouvert

affine ; de plus, la construction de ce conoyau commuite aux extensions
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finies et localement libres de la base. On voit donc comme en 3.2.3 gque ce

conoyau est de la forme Y@AA' , ot Y est un conoyau de (6% ), .

4.5, Nous avons donc construit F\G . Les autres assertions du théorime

s . s . . ol
3.2 se raménent directement & des assertions concernant les groupoides G x .
Comme en V § 6 il suffit de prouver (ii), (iii) et (iv) ; d'aprés SGA VIII
il suffit de vérifier les assertions correspondantes du groupoide G°_§; & AA’

S

qui est isomorphe & lg somme directe d'un nombre fini d'exemplaires de

(T"* @AA' (confer 4.4 ), de sorte qu'on est ramené au groupoide GS% .
Pour ce dernier on continue de calquer la preuve établie en V § 6 comme

on a commencé & le faire en 4.3.

4.6, Ajoutons pour terminer ce parsgraphe quelques remarques concernant

le lemme 6.1 et le § 9 a) de 1'exposé V 3 avec les hypothéses et les nota-

tions de V § 9 a), nous cherchons une condition sous laquelle la construc-
tion du conoyau du (Sch/S)-groupoide X4 commute & une extension

T: 3'—> 5 de la base. Comme les conoyaux de X = et X',  s'identifient
aux conoysux des groupoides U* et U'* induits par X* et X'* sur les
quasi-sections U et U!', on est ramené au cas d'un (Sch/S)-groupoide
vérifiant les hypoth®ses du théordme V 4.1, Si g : U, —> Y est le morphisme
canonique de U, =U sur le conoyau Y de Uy, , nous voulons que la suite

de O yi1~Modules

(%) o &% (0y) =2 (guy)( gU],_)-——(guo);e ( ogy)

soit exacte. 81 S est localement noethérien et XO de type fini sur S ,
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ou bien si (do,dl) est un couple d'équivalence, il résulte de EGA III

1.4.5 que la suite (*) s'identifie & 1l'image réciproque de la suite

(**) ‘QY —— &y ( QUQ) :3 g*ul* ( Q.Ul) = g*uo*( QU]_)

chaque fois que S' est plat sur S . Comme (*%) est une suite exacte,

on voit que la construction du conoyau de X, commute aux extensions plates
de la base sous les hypothéses mentionnées.

4.7. Considérons maintenant le cas du groupoide G, du théordme 3.2
lorsqu'on suppose provisoirement F e} G de type fini sur A . D'aprés
5.2.2 il existe une algébre A' locale, finie et libre sur A telle que
le groupoide G.® AA' posseéde "localement" des quasi-sections. Pour toute

extension T —3Spec A de la base, la suite

(v \G")SpecA 2 \a St X al —> (F\G)SpecA

déduite du diagramme (rx-) de 3.2.3 est exacte. Si l'on suppose de plus T
1 1 t X 13 .
plat sur Spec A , (F \G")Sp ol et (¥ \¢ )SpecAT s'identifient res~

pectivement aux conoyaux de (G4 ®AA")SP>;CAT et (Gy @AA')SPFé T dlapres

cA

4.6. Le diagramme déduit de (*), 3.2.3 par le changement de base T —» Spec A
' 3 > x

montre alors que (F\G )Sp>e(c 4T s'identifie au conoysu de G*SpecAT . Un

raisonnement analogue est valable dans le cas général :

Sous les hypothéses du théoréme 3.2 , pour tout A-préschéma plat

T, (F\G) >< oaT 8lidentifie au quotient 3 gauche de GS ol Par

F

SpecAT ‘
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5. Compléments
5.1, Nous reprenons les notations du § 3 et les hypotheses du théordme 3.2;

on a alors le diggramme commutatif suivant

P XGX G —E FXG
prszl l/\x(} przl lk
GxAG L > G
l canxG lca.n.
(F\G)xAG r\e

qui satisfait aux égalités przo(Fx V) = \)o(przx G) et Ao(FxV) =vVe(AXG)
-En outre, comme G est supposé plat sur A , la suite verticale de gauche
est exacte d'aprés 4.7 , de sorte que vV induit un morphisme de

A-~préschémas

P (F\G)XAG S— V!

Ce morphisme @ fait oprer G & droite sur F\G comme on le
vérifie immédistement; de plus, le morphisme canonique G —> F\G commute

aux opérations de G & droite sur G et F\G .

5.2, Lorsque l'homomorphisme de A-groupes u t F —>» G est un mono-
morphisme, on peut retrouver 5.1 en se servant des résultats de 1l'exposé IV,
En effet, le morphisme canonique p : G —>F\G est fideélement plat et

ouvert d'aprés 3.2 ; il est donc couvrant pour la topologie (fpgc)

(IV 6.3.1) et 1'on peut appliquer les corollaires IV 5.2.2 et IV.5.2.4.
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En particulier, si nous supposons, en plus des hypothéses de 3.2 , gue u est

1'inclusion dans G d'un sous-groupe inwariant F , il existe sur F\G wune

et une seule styucture de A-groupe telle que le morphisme canonique

p:G —*F\G 8oit un homomorphisme de A-groupes.

543, Nous allons meintenant passer en revue quelques énoncés de

1'exposé IV 3

5:3.1. Les énoncés IV 5.,2,7 et IV 5.3.1 se traduisent comme suit @
soient F et G deux groupes localement de type fini et plats sur 4 ,

F étant un sous-groupe invariant fermé de G . Les applications

H pod F \H et H'E— H'FX\ GG définissent une correspondance biunivoque
entre les A~sous-groupes plats de G contenant F et les A-sous-groupes
plats de F\G . Dans cette bijection les sous-groupes fermés (resp. inva-

riants) de G contenant F correspondent aux sous-groupes fermés (resp.

invariants) de F\G .

5.3.2. La proposition IV 5.2.9 implique le résultat suivant : soient
F,H et G des groupes localement de type fini et plats sur 4 ; on
suppose F contenu et fermé dans G , H oontenu dans G et contenant r,
F invariant dans H . Dans ces conditions, F\H opére librement & gauche
sur F\G , le préschéma quotient (F\E) \(F\G) existe et on a un iso-
morphisme canonique de préschémas & groupe d'opérateurs G 3

(F \H)\(F\G) =H\G .

54343 De IV 5.2.8 , enfin, découle 1'assertion que voici : soient

F, H et G des groupes localement de type fini et plats sur A ; on
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suppose que F est contenu, fermé et invariant dans G , que H est contenu
T
dans G et que FNH est plat sur A . Soit alors F X AH le A-groupe

qui a pour préschéma sous-jacent le produit FXAH » la multiplication étant

définie par le morphisme " ((x,f),(y,m)))—-—;(xfyf*l, In) v;  de méme,

T -
xH le monomorphisme x j— (x l,x) et F.H 1le

T
quotient (FNH) \(FXAH) . Dans ces conditions il existe un isomorphisme

soient u : HAF = P

canonique

F\(F.H) = (FnH)\H

5.4, Soit u 1+ F —> G un homomorphisme quasi-compact de groupes
localement de type fini et plats sur A ; supposons que le noyau de u soit
également plat sur A . Dans ce cas, le groupe-quotient Ker u\F existe
d'aprés le théoréme 3.2 et 5.2 ; de plus, u induit un monomorphisme
viKeru\P —> G (IV 5.2.6 ) et, Ker u\F est plat sur 4 d'aprés
3.2 (iv). D'autre part, Ker u\F stidentifie au faisceau-quotient de ¥ par
Ker @ pour la topologie (fpgec) de (Scl'yA) (confer 5.2 )3 il en résulte que
F\G s'identifie & (Ker u\F) \G car le faisceau-quotient '1?‘\6 pour la
topologie canonique s'identifie au faisceau-quotient (Ker ?1\?‘) \6 ).
A fortiori v induit un isomorphisme de Ker u\F sur l'image réciproque
dans G du point distingué de F\G (de sorte que v est une immersion fer-
mée; confer VI_B). Lorsque F et G sont des A-groupes commutatifs, cette
image réciproque est l'image de u dans la catégorie des A-groupes abéliens,
alors que Ker u\F est la coimage de wu. D'ol :

t La catégorie des upes commutatifs de e fini sur un corps est

abélienne.

En effet, lorsque 4 est un corps, Ker u est plat sur A quelque
soit u .
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5.5, Soit G un groupe localement de type fini et plat sur un anneau
artinien local A . On sait que la composante connexe de l'origine G° est un
sous-groupe invariant de ¢ (2.3 ), Ce sous-groupe G° opdtre & gauche sur tou~
tes les composantes connexes G<>< de G de sorte que Gﬂy\G est la somme directe
des G° \G"( . En particulier, la composante connexe de 1'origine dans G° \G
n'est autre que G° \(}02 Spec A et C-°\G —> Spec A est un isomorphisme
local & l'origine; par conséquent, GO\\G est non remifié sur Spec A (3.3 );

comme G°\ G est également plat sur Spec A d'aprds le théordme 4.2 (iv),

on voit gque G°\G est un groupe étale sur Spec A .

5.5. Soient maintenant k un corps parfait et ¢ un groupe localement
de type fini sur k . Nous avons vu (0.2 ) que G..q st alors un sous-schéma
en groupes de G . De plus, ls classe d'équivalence de l'origine de G pour
1'opération de Gr od & gauche sur @ est tout l'espace sous-jacent & € .

I1 résulte donc du théordme 4.2 que le quotient Gred \G est le spectre d'une

k-algdbre finie et locale.

PROPOSITION : Soit w : F —> G un homomorphisme de groupes localement de type

z

fini sur un corps parfait k ., Les assertions suivantes sont équivalentes @
(i) u est plat.

% 0 o 0 3 % .
(1) w® : PO —> G° est dominant et 1s morphisme v : Fred\F — Gred\G
induit pay u est plet.
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Considérons en effet le diagremme commutatif suivant

i P
Frog ————> F .._._____>Fred\x~‘

uredi w
v

J q
T Y.

v

ol i et j démignent les inclusions, p et g les projections canoniques.
Dfaprds le théordme 4.2 (iv) p et q sont fiddlement plats, par conséquent,
sl u est plat, qu= vp est plat, donc également v .

Réoiproquement, si v est plat, F et G sont plate sur Gr od \G ; 8'aprés

SGA 1 IV 5.9 il suffit done de monter que le morphisme u-l(Gred) —>6_4

induit par u est plat ; cela est vrai parce que c'red est réduit (3.3.1 ).



Exposé VI

GENERALITES SUR LES PRESCHEMAS EN GROUPES

par J.E. BERTIN

Cet exposé, qui ne correspond A aucun exposé oral du séminaire, est destiné
a4 regrouper un certain nombre de résultats techniques couramment utilisés

concernant les préschémas en groupes (*),

1. Morphismes de groupes localement de type fini sur un corps.

1.1. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes et u : G > H
un morphisme de A-groupes. Alors u induit un homomorphisme de groupes

u(A) : G(A) —> H(A). Comme H(A) opére sur H par translation a droite, u(A)
définit par restriction une opération de G(A) sur H. Cette opération est
compatible avec le morphisme u et l'opération de G(A) sur G définie par
translations 2 droite, Comme G(A) opére transitivement sur les points stric-
tement rationnels (VIA 0.4) de G, on voit que ces points "se comportent tous

p -

de la méme manidre & 1'égard de u" ; de 13 sourdent les propriétés suivantes :

Proposition 1.2, Spoit uw : G -3 H un morphisme quasi-compact de A-groupes

localement de type fini sur A. Alors 1'ensemble u(G) est fermé dans H et on

a dim G = dim u(G) + dim Ker u.

(*) Cet exposé a éé assez sérieusement remanié depuis son édition multi-

graphiée, notamment les §§ 10 et 11 ont été entidérement rerédigés.
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Comme u commute avec les symétries de G et H, l'image u(G) est
invariante par la symétrie de H ; il en est donc de méme de 1'adhérence
u(G) de u(G) dans H. Soit d'autre part L 1'ensemble des points de Hx,H dont
les deux projections appartiennent 2 u(G) ; il est clair que L est 1'image
du morphisme uXAp : GXAG —n H*KH ; donc le morphisme de multiplication de
H envoie L dans u(G), autrement dit u(G).u(G) = u(G). D'autre part le

lemme 1,2,1 ci-dessous montre que f, adhérence de L dans H, est l'ensemble

des points de HXAH dont les deux projections appartiennent a u(G) ; donc

u(G).u(G) = u(G) de sorte que le sous-préschéma réduit de G qui a pour espace
sous-jacent u(G) est muni naturellement d'une structure de groupe dans la

catégorie (SCh/k)red’ oli k est le corps résiduel de A (cf. VIA 0.2).

Montrons la premi&re assertion de 1.2 : quitte a remplacer A par
la cléture algébrique de son corps résiduel k, nous pouvons supposer que A
est un corps k algébriquement clos (EGA IV 2.3.12). Quitte & remplacer u
par u_ . : Gred —> Hred’ on peut supposer G et H réduits ; dans ce cas, ainsi
que nous venons de le voir, u(G) est 1'espace sous-jacent & un sous-préschéma
en groupes réduits de G ; nous pouvons donc supposer u dominant. Alors G(k)
opere transitivement dans l'ensemble des composantes connexes de H et il
suffit de montrer que u{(G) N H® est fermé : on est ramené au cas ol H est
connexe, donc irréductible et de type fini (VIA 2.4). Alors u est de type fini
puisque quasi-compact et localement de type fini ; comme H est noethérien,

u(G) est constructible (EGA IV 1,8.5), donc contient un ouvert V de H

(EGA oIV 9.2.3), et alors H = V.VC u(G).u(G) = u(G) (VIA 0.5).

Montrons la seconde assertion. Rappelons tout d'abord que le fonc-

teur Ker u (cf. I) est représentable par u_l(e), ol e désigne 1'élément neutre
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de H. Lorsque u est localement de type fini, Ker u est donc localement de
type fini sur A. On se raméne comme précédemment, grice cette fois-ci &
(EGA IV 4.1.4), au cas ob A est un corps algébriquement clos k, oti G et H
sont irréductibles et de type fini et ol u est dominant : en effet k étant
algébriquement clos, il est clair que les composantes connexes de G, sur
l1'ensemble desquelles G(k) opére transitivement, ont toutes méme dimension,
et que si uo est la restriction de u 3 GO, alors (Ker u)°<: Ker uo, et

dim Rer u® = dim Ker u, On voit de méme qu'alors u est de type fini sur k,
Si h désigne le point générique de H, dim o H(h) = dim ¢ -dim H (EGA TV
10.6.1 (ii)). D'apréds (EGA IV 9.2.3 et 9.2.6) l'ensemble des y € H tels que
dim u_l(y) = dim u_l(h) contient un ouvert non vide V, Puisque u est dominant,
U= u-l(V) est alors un ouvert non vide de G, et contient un point fermé

x de G (puisque G est un préschéma de Jacobson (EGA IV 10.4.6)). Alors la
translation & droite r_est un isomorphisme de Ker u sur u—l(u(x)), si bien

que

dim Ker u = dim u_l(u(x)) = dim u-l(h) = dim ¢ - dim H, cqfd,

Lemme 1.2.1. Soient £ : X' —» X et g : Y' —> Y deux morphismes quasi-

compacts et dominants de préschémas sur un anneau local artinien A ; alors

£ : X! '—>X i .
§Ag X Xy xAY est dominant

X, g). 11 suffit donc de

montrer que foidY, et idxxA g sont dominants. On peut pour cela remplacer

En effet, on a fog = (fo idY,} ) (idx

A par son corps résiduel k. Dans ce cas X et Y' sont plats sur A = k, et

comme ngidy, (resp. idxxAg) est déduit de f (resp. g) par le changement

de base plat Y' —> A (resp. X —> A), il est dominant (EGA IV 2.3.7).
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Contre exemple 1.2.2., Soient k un corps de caractéristique 0, G le k-groupe

constant Z et H le k-groupe additif Ga' Soit u : G —>» H un morphisme de

k-groupes. Si u # 0, u(G) n'est pas fermé dans H.

Proposition 1.3, S8oient k un corps, G un k-groupe localement de type fini,

u ¢ G —> H un morphisme de k-groupes, x un point de G. Les assertions sui~

vantes sont équivalentes

(1) u est quasi-fini {(resp. non rawifié, resp. plat, resp. lisse, resp. é&tale)

au point x,

(ii) u est localement quasi-fini (resp. non ramifié, resp. plat, resp. lisse,

resp. étale).

I1 suffit de montrer que (i) entraine (ii). D'aprés (EGA IV 2.7.1
et 17.7.1), on peut supposer k algébriquement clos et x € G(k). Soit alors
U lfouvert non vide de G formé des points oli u est quasi-fini (resp. non
ramifié, resp. plat, resp. lisse, resp. étale), Il suffit de montrer que
tout point fermé y de G appartient & U, puisque G est un préschéma de
Jacobson (EGA IV 10.4.6). Il existe alors une translation qui envoie x sur
y, ce qui montre que u est quasi-fini (resp. non ramifié, resp, plat, resp.

lisse, resp, étale) en y, cqfd,

Corollaire 1.3.1. Soient k un corps et G un k-groupe. Alors, pour que G

soit localement quasi-fini (resp. non ramifié, resp. lisse, resp. étale) sur

k, il faut et il suffit que G soit quasi-fini (resp. non ramifié, resp.

lisse, resp, étale) sur k en un point.

Il suffit d'appliquer 1.3 au cas oit H est le k-groupe unité,
compte tenu de ce que 1'ensemble des points en lesquels G est de type fini

sur k est ouvert, et du lemme suivant :
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Lemme 1.3.1.1. Soient k un corps et G un k-groupe. S$'il existe un ouvert

non vide U de G tel que U soit localement de type fini sur k, alors G est

localement de type fini sur k.

Soient x € G et y € U, Soit k' une extension de k composée des
extensions x(x) et x{y). Posons G' = G ®, k', U' =0 ®kk'. Il existe alors
un point rationnel x' € G' au~dessus de x et un point rationnel y' € U'
au-dessus de y. Alors V' = x'.y'-l.U' est un ouvert contenant x' et localement
de type fini sur k'. La projection G' —> G étant ouverte (EGA IV 2.4.6),

la projection de V' sur G est un ouvert V de G contenant x et localement

de type fini sur k, d'aprés (EGA IV 17.7.5), cqfd.

Corollaire 1,3.2, Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes

localement de type fini, u : G —> H un morphisme de A-groupes, Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) u est universellement ouvert,

(ii) u est ouvert,

(iii) u est ouvert en un point de G,

(iv) 1'application u Go —>» g° déduite de u est dominante, ou ce qui

revient au méme (1.2 et Vi, 2.4), u® est surjective,

(v) il existe une composante connexe G* de G telle que, si H" désigne la

composante connexe de H contenant u(G*), 1l'application u*: G* —> H®

déduite de u soit dominante,

I1 est clair que (i) entratne (ii), et que (ii) entraine (iii).

Puisque G° (resp. G*) est ouvert dams G (VI, 2.3) et que H® (resp. H") est

A

irréductible (VIA 2.4.1), on voit que (ii) entraine (iv) (resp. que (iii))
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entraine (v). Reste donc 2 montrer que (v) implique (i) (car, (iv) étant

un cas particulier de (v), cela montrera aussi que (iv) entraine (i)).

L'ouvert G*(resp. h~) de G (resp. H) sera muni de sa structure
de préschéma induit, et u™ désignera le morphisme u”: G° —> H* déduit
de u., Soit k le corps résiduel de A. Puisque G* est quasi-compact sur A
(VIA 2.4,1) et que H™ est séparé sur A (VIA 0.2), u"est quasi-compact, donc
uﬁgAk est quasi-compact et dominant ; il en est de méme de u*&AK (ot k
désigne la cldture algébrique de k) d'aprés (EGA IV 2.3.7). Puisque G“EA?
est réunion de composantes connexes de G@Afc‘, il est clair que G®AE,
H ®AE et u ®AE vérifient 1l'assertion (v). Nous sommes ainsi ramenés au cas

~

ot A = k est un corps algébriquement clos, compte tenu de (EGA IV 2.6.4).

Dans ce cas, nous pouvons de plus remplacer u par Uoeq’ et nous
sommes ramenés au cas ol H est réduit. Alors H" est réduit, et le théoréme
de platitude générique (EGA IV 6.9.1) affirme que, puisque u” est dominant,
u” (donc aussi u) est plat au point générique de G*, si bien que u est plat

(1.3), donc universellement ouvert (EGA 2.4.6).

Proposition 1.4. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes

localement de type fini, et u : G —> H un morphisme quasi-compact de

A-groupes. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est propre,

(ii) il existe h € H tel que la fibre u_l(h) soit non vide et propre sur

w(h),
(ii1) Ker u est propre.

Il est clair que (i) entraine (iii), et que (iii) entraine (ii).

D'autre part, il résulte des hypoth&ses que u est de type fini et séparé
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(EGA I 5.5.1) (puisque G est séparé (VIA 0.2)). 11 reste donc i montrer que
1'assertion (ii) entraine que u est universellement fermé, si bien que nous
pouvons supposer A égal & son corps résiduel k, et méme que k est algébrique-
ment clos et que h € H(k) (EGA IV 2.6.4), Nous avons vu (1,2) qufalors u(G)
est 1l'ensemble sous-jacent 3 un sous-préschéma en groupes réduit fermé de

H ; toute immersion fermée étant propre (EGA II 5.4.2), nous pouvons supposer
que u est surjectif, et que H est réduit, Puisque u est surjectif, le

groupe G(k) opdre tramsitivement sur 1'ensemble des points fermés de H ;

quel que soit le point fermé y de H, u_l(y) est donc propre sur ®(y). D'aprés
(EGA IV 9.6.1), 1'ensemble des y € H tels que u~1(y) ne soit pas propre sur
k(y) est localement constructible;puisqu’il ne contient aucun point fermé,

il est vide (EGA IV 10.1.2). Considérons alors le point générique de 1°.
D'aprés (EGA IV 8.10.5) utilisé suivant la méthode 8.1.2 b), il existe un
ouvert non vide V de H® tel que la restriction de u au-dessus de 1l'ouvert V
soit propre. Il est clair alors que les g. V (g€G(k)) forment un recouvre-
ment ouvert de H tel que, pour tout g€ G(k), la restriction de u au-dessus

de l'ouvert g.V soit propre ; on en déduit que u est propre (EGA IV 2.4.3

(vii)).

Corollaire 1.4.1. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes

localement de type fini, u : 6 —> H un morphisme de A-groupes. les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) u est localement quasi-fini,

(ii) u est quasi-fini en un point,

(iii) Ker u est discret,

(iv) la restriction de u 3 chaque composante connexe de G est finie,
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Enfin, si u est quasi-compact, ces assertions sont équivalentes

4 la suivante :
(v) u est fini.

Il est clair que (iv) entrafne (iii), que (iii) entraine (ii)
(EGA I 6.4.4), et que dans le cas olt u est quasi-compact, les assertions
(iv) et (v) sont équivalentes. On a déja vu que les assertions (i) et (ii)
sont équivalentes (1.3). Montrons enfin que (i) entraine (iv). Soit G" une
composante connexe de G ; puisque G* est de type fini sur A (VIA 2.4,1) et
que H est séparé (VIA 0.2), la restriction u® de u & ¢* est de type fini
et séparé, puisque G" est séparé sur A (EGA I 5.5.1). I1 suffit donc de
montrer que u” est universellement fermé ; nous pouvons donc supposer que
A est égal i son corps résiduel k, et méme que k est algébriquement clos
(EGA IV 2.6.4), car G73AE, ot k désigne la cléture algébrique de k, est
la somme d'un nombre fini de composantes counnexes de G¢$A§. Soit alors g
un point fermé de G*, si u® : Go —=» H est la restriction de u a Go, on a

u” -1) ou’ o rg, olt rg désigne la translation & droite par g, et

=r
ulg
- : . o
pour montrer que u” est propre, il suffit de montrer que u est propre.
Par hypothese, u est localement quasi-fini, donc la fibre Ker u est discréte
. o P : o
(et non vide) ; nous avons vu que u est de type fini, donc la fibre Ker u

est finie (EGA II 6,2,2), donc propre, et non vide ; donc u® est propre

(1.4), donc fini (EGA III 4.4.2) puisqu'il est quasi-fini,

Corollaire 1.4.2, Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes

localement de type fini, u : 6 —> H un morphisme quasi-compact de A-groupes.

Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) u est une immersion fermée,

(ii) u est un monomorphisme,
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(iii) Ker u est isomorphe au k-groupe unité.

En particulier, tout sous-préschéma en groupes de H est fermé.

11 est clair que (i) entraine (ii), et, si 1'on considére les
foncteurs que représentent respectivement G et H, il est immédiat que les
conditions (ii) et (iii) sont équivalentes. Enfin, si Ker u est le k-groupe
unité, Ker u est une fibre propre et non vide, donc {1.4), u est un mono-
morphisme propre, et de présentation finie puisque H est localement noethé-

rien (EGA IV 6.1), donc est une immersion fermée (EGA IV 8.11.5).

Le derniére assertion résulte de ce que, puisque H est localement

noethérien, toute immersion G —> H est quasi-compacte (EGA I 6.6.4).

Contre-exemple 1.4.3, Soient k un corps de caractéristique O, G le k-groupe

constant £ et H le k-groupe Ga' Soit u : G —> H un morphisme de k-groupes,

Si u # 0, Ker u = 0, mais u n'est pas une immersion fermée (1.2.2).
Nous utiliserons plus loin les deux résultats suivants qui auraient
dt figurer dans 1'Exposé VIA :

Lemme 1.5. Soient k un corps et G un k-groupe localement de type fini. Toute

composante irréductible de G a méme dimension que G, autrement dit, quel que

soit g € G, on a dimgG = dim G,

Les deux assertions sont équivalentes (EGA IV 10.6.3 et 10.7.1).
Soit G” une composante irréductible de G. Alors si k désigne la clbture
algébrique de k, G78££ est réunion de composantes irréductibles de G@{E
(EGA IV 4.4.1) ; on est donc ramené au cas ol k est algébriquement clos
(EGA IV 4.1.4). Dams le cas, G* se déduit de G° par translation, donc

dim G*=dim ¢° = dim G.
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Proposition 1.6, Soient S un préschéma de caractéristique zéro, G un S- pré-

schéma en groupes localement de présentation finie le long de la section unité

€. Puisque G soit lisse sur 5 le long de la section unité, il faut et il

suffit que le e’-Moduleus/S= €*(Ql

A e y, (appelé Module conormal 3 la section

G/s

unité de G), soit localement libre.

Rappelons qu'un préschéma S est dit de caractéristique zéro si pour

tout point fermé x de S, le corps #(x) est de caractéristique zéro.

Rappelons aussi (IT 4.11) que, si 1T désigne le morphisme structural

G—> S, on a Qé/s = m*(w_,.), si bien qu'il revient au méme de dire que le

G/S

est localement libre, ou que le eb-Module Qé/ est localement

Gé-Mbdule w S

G/s
libre,
La proposition est alors une conséquence immédiate de (EGA IV

16.12.2 et 17.12.5).

Corollaire 1.6.1. (Cartier) Etant donné un corps k de caractéristique zéro,

tout k-groupe localement de type fini sur k sur k est lisse sur k.

En effet, il est alors clair que le k-module w est localement

G/k

libre, donc (1.7) G est lisse sur k au point unité e, donc lisse sur k (1.3.1).

2. "Propriétés ouvertes" des groupes et des morphismes de groupes localement

de présentation finie.

2.0, Dans tout ce qui suit, S§ désignera un préschéma quelconque ; un S-présché-
ma en groupes sera appelé un S-groupe G. Etant donné un S-groupe G, nous
noterons T ou ﬂG le morphisme structural G —> S, € la section unité, c la
symétrie et | le morphisme de multiplication GxSG —> G.

Etant donnéeune propriété P(u) pour un morphisme de S-préschémas
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u : X —> Y, nous dirons que IP(u) est stable par changement de base si, chaque

fois que u vérifie P(u), il en est de méme du morphisme u(Y,), quel que soit

le S-morphisme Y' —> Y. On dit que IP(u) est de nature locale pour la topo-

logie T (cf. IV 4 et 6) si P(u) vérifie les deux conditions suivantes
a) P(u) est stable par changement de base,
b) chaque fois qu'il existe une famille de S-morphisme Yi —> Y couvrante

pour la topologie T et telle que chacun des morphismes u( vérifie P(u),

Y.)
1

alors u vérifie P(u).

Proposition 2.1. Soit P(u) une propriété pour un morphisme de S-préschémas.

Supposons que IP(u) soit de nature locale pour la topologie fidélement plate

quasi-compacte. Soient G et H deux S-groupes et u i G —> H un morphisme de

S-groupes., Supposons G plat et universellement ouvert sur S. Soit W le plus

grand ouvert de H au-dessus duquel u vérifie la propriété P(u) et soit

v = u—l(W}. Alors il existe un ouvert U de S tel que V soit un sous-préschéma

en groupes ouvert de G|U,

L'existence d'un plus grand ouvert W de H au-dessus duquel u vérifie
P(u) résulte de ce que P(u) est de nature locale pour la topologie de Zariski.

Puisque T, est universellement ouvert, WG(V) est un ouvert U de S. Il suffit

G

de montrer que V est un sous-préschéma en groupes de G|U. Nous pouvons donc

supposer que U = S,

V, W' = Wx_V et

Posons alors G' = GXSV, H' = Hx s

Vv, V' = Vx

S S

u' = Uy 3 soitwi le plus grand ouvert de H' au-dessus duquel u' vérifie
P(u) ; puisque V est plat et universellement ouvert sur S, il en est de

méme de H' sur H, et le lemme 2.1.1 ci-dessous montre que Wi = W', Considérons
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alors 1'automorphisme de V-préschémas a (resp. b) de G' (resp. H'), trans-
lation 2 droite par le symétrique de la section diagonale § (resp. par le sy~
métrique de u(d)), défini par alg,v) = (g.v_l,v) (resp. b(h,v) = h. u(vhl),v)),
quels que soient le morphisme T —» 8, g € G(T), v € V(T) et h € H(T). 1l

est clair que u' o a =b o u', ce qui montre que W' est stable par b, donc

que V' est stable par a, si bien que V est un sous-préschéma en groupes de G.

Lemme 2.1.1. Soit P(u) une propriété pour un S-morphisme u, Supposons P{u)

de nature locale pour la topologie fpqc. Soit f : X —> Y un S-morphisme de

préschémas, et soit g : Y' —> Y un S-morphisme plat et ouvert. Soit W (resp.

Wi) le plus grand ouvert de Y (resp., Y') au-dessus duquel £ (resp. f' = f(Y'))

vérifie P(u). Alors W! = Wx_Y'.

1 Y
Posons W' = WxYY' ; puisque P(u) est stable par changement de base,
-1
: : [ 1 = [ = 1 = [
il est clair que W' C W;. Posons W, g(Wl), v, f (Wl) et V; lewlwl ;
il est clair que Vi = f'nl(wi). Puisque g est plat et ouvert, le morphisme

Wi —> wl déduit de g est fidélement plat et ouvert, donc couvrant pour la

topologie fpqc. Puisque le morphisme V! —> W! déduit de £f' vérifie P(u),

1 1
il en est de méme du morphisme V1 — wl déduit de f, donc W1<: W, et
Wi c g_l(Wl) c g—l(W) = W' ; donc W' = Wi, cqfd,

Remarque 2.1.2. Un grand nombre de propriétés pour un morphisme sont de
nature locale pour la topologie fpqc (cf. EGA IV 2.6 et 2.7) ; citons celles

d'étre plat, lisse, non ramifié, étale (EGA IV 17.7.3), localement quasi-fini.

La démonstration de 2,1 n'utilise en fait que des changements de
base par des morphismes plats ; la proposition s'appliquera donc & une pro-
priété vérifiant la condition b) de 2.0 relativement & la topologie fpqc, et

stables par changements de base par des morphismes plats (exemple : celle
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d'étre quasi-compact et dominant).

Bien entendu, on peut énoncer une proposition analogue concernant
les propriétés de nature locale pour une topologie T plus fine que la topo-
logie de Zariski, la condition 3 vérifier sur G étant alors que T soit uni-

versellement ouvert et couvrant pour la topologie T .

En particulier, si G est plat et localement de présentation finie
sur S, on a un énoncé analogue pour les propriétés stables par changements
de base par des morphismes plats et localement de présentation finie, et
vérifiant la condition b) de 2.0 relativement & la topologie fpqc (par

exemple, celles d'étre régulier, réduit, de Cohen-Macaulay, etc... (EGA

IV 6.8)).

Proposition 2.2. Soient G et H deux S-groupes et u : G —> H un morphisme

de S-groupes. Alors :

(i)  Supposons G ou H plat sur S, et G ou H localement de présentation finie

sur S, alors le plus grand ouvert V de G tel que la restriction de u a

V soit plate et localement de présentation finie (resp. lisse, resp.

étale) est un sous-préschéma en groupes ouvert de G{U, ol U désigne

un ouvert convenable de S,

(ii) Supposons G ou H universellement ouvert sur S, alors le plus grand

ouvert V de G tel que la restriction de u 3 V soit universellement

ouverte est un sous-préschéma en groupes ouvert de G|U, ot U est un

ouvert convenable de §,

Montrons d'abord (i). Montrons que la restriction ﬂv de ﬂG av

est plate et localement de présentation finie
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a) si T, est plat (resp. localement de présentation finie), il en est de

T
méme de V-

b) Si m,; est plat (resp. localement de présentation finie), il en est de

méme de Ty » comme composé de la restriction de u a V et de Ty

Donc, dans les quatre cas envisagés dans 1'énoncé, 7, est plat et

v

localement de présentation finie, donc universellement ouvert (EGA IV 2.4.6).
Posons U = ﬂV(V) ; U est donc un ouvert de S, Il suffit alors de montrer que
V est un sous-préschéma en groupes ouvert de G|U ; nous pouvons donc supposer
que U = S.

Posons alors G' = stV, H' = Hx_V, V' = Vx,V et u' = uogy- Alors

S S

V étant plat et localement de présentation finie sur S , il en est de méme
de H' sur H. D'aprés EGA IV 17.7.4, V' est alors le plus grand ouvert de G'
tel que la restriction de u' 4 V' soit plate et localement de présentation
finie (resp. lisse, resp. étale), Les automorphismes a et b étant définis
comme dans la démonstration de 2.1, il est alors clair que.V' est stable
par a, donc que V est un sous-préschéma en groupes de G.

Montrons (ii). La restriction my de T, 2 V est un morphisme uni-
versellement ouvert, soit parce qu'il en est de méme de ﬂG’ soit comme com-
posé de la restriction de u 2 V et de ﬂH dans le cas ol WH est universellement
ouvert, Posons U = ﬂV(V) ; U est alors un ouvert de S, Il suffit de montrer
que V est un sous-préschéma en groupes ouvert de G\U. Nous pouvons donc

supposer que U = 8§,

vV, H' = Hx_V, V' = VXV et

Posons comme précédemment G' = Gx s s

S

Alors T_ : V-3 § est surjectif et universellement ouvert, il

u' = Uy v

en est de méme de G' —> G, si bien que V' est le plus grand ouvert de G'
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tel que la restriction de u' a V' soit universellement ouverte, en vertu
de (EGA IV 14.3.4) et (ii). Les automorphismes a et b étant définis comme
précédemment, il est alors clair que V' est stable par a, donc que V est

un sous-préschéma en groupes de G.

Corollaire 2.3, Soit G un S-groupe. Le plus grand ouvert V de G tel que

V soit plat et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale,

resp. universellement ouvert) sur S est un sous-préschéma en groupes ouvert

de G‘U, olt U désigne un ouvert convenable de S.

I1 suffit d'appliquer 2.2 au cas ol H est le S-groupe unité et ol

u est l'unique morphisme de S-groupesG —3> H, car alors T, est un morphisme

H

et TM_ =T .
¢ m°d

Corollaire 2.4, Soit G un S-groupe ; supposons qu'il exjiste un voisinage X

de la section unité tel que X soit plat et localement de présentation finie

(resp. lisse, resp. étale, resp. universellement ouvert) sur S ; il existe

alors un sous-préschéma en groupes ouvert V de G tel que V seoit plat et

localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale, resp. universel-

lement ouvert) sur S.

I1 suffit d'appliquer 2.3 en remarquant qu'ici avec les notations

de 2.2, on a €(S) © V, donc U = §.

Proposition 2.5. Soit u : G — H un morphisme de S-groupes.

(i) Supposons que G soit plat et de présentation finie sur S aux points de

sa section unité, et que H soit de présentation finie sur S aux points de sa

section unité. Alors l'ensemble U des points s € § tels que ug soit plat

(resp. lisse, resp. étale) est ouvert dans S.
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Si, en particulier, on suppose G plat sur S, et G et H localement

de présentation finie sur S, alors l'ensemble V des points de G ol u est

plat (resp. lisse, resp., étale) est égal a G|U.

(ii) Supposons que u soit localement de présentation finie (resp. localement

de type fini) aux points de la section unité de G, et que, pour tout s € S,

G, soit localement de type fini sur #(s) (condition vérifiée si G est de

type fini sur S aux points de la section unité (1.3.1.1)). Alors, l'ensemble

U des s € 5 tels que u_ soit non ramifié (resp. localement quasi-fini) est

ouvert dans S.

8i on suppose de plus que u est localement de présentation finie

(resp. localement de type fini), alors 1'ensemble V des points de G ol u

est non ramifié (resp. quasi-fini) est égal 2 G‘U.

Montrons (i). Notons d'abord (1.3.1.1) que, pour tout s € S, G,
est localement de type fini sur %(s). Soit Y 1l'ensemble des points de H ol

. . - . . -1 N
T, est de présentation finie, et soit X 1'ensemble des points de u (Y) ob

WG est plat et de présentation finie. Rappelons (EGA IV 1.4.2 et 11.3.1)

que X (resp. Y) est ouvert dans G (resp, H). Soit u, : X —> Y le morphisme

X

déduit de u. Puisque Y (resp. X) contient la section unité de H(resp. G),

la restriction ﬂx de ﬂG a2 X est surjective, et le morphisme § —> X déduit

de SG est une S-section de X, Soit VX 1'ensemble des points de X ol ug est

plat (resp. lisse, resp. étale). Soit x € X et posons s = ﬂk(x) ; alors
d'apres (EGA IV 11.3.10), (resp. 11.3.10 et 17.5.1, resp. 11.3.10 et 17.6.1),
x appartient 2 Vy si et seulement si u_ est plat (resp. lisse, resp. étale)

au point x, ou, ce qui revient au méme (1.3), si et seulement si ug est

-1
plat (resp. lisse, resp. étale). Par conséquent on a U = €, (VX) et
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Ve = ﬂgl(U). Rappelons (EGA IV 11.3.1 (resp. 17.3.7)) que V, est ouvert dans
X, donc dans G, si bien que U est ouvert dans S.

La seconde assertion résulte de ce qu'on vient de voir, car alors,
X=6,Y=H V, =V, donc V= n&l(u).

L'assertion (ii) se montre de maniére analogue, en utilisant (1.3) et
le fait que pour qu'un S-morphisme u : X —> Y localement de présentation
finie (resp. localement de type fini) soit non ramifié (resp. quasi-fini)
en un point x € X, il faut et il suffit que, si s désigne la projection de x

sur §, u_ soit non ramifié (resp. quasi-fini) au point x (EGA IV 17.4.2 et

ErrIIIZO).

Corollaire 2.6. Soit u : G —3 H un morphisme de S-groupes qui soit un mor-

phisme radiciel (ce qui est le cas si u est un monomorphisme (EGA I 3.5.4)).

On_suppose G et H localement de présentation finie sur S et G plat sur S.

Alors 1'ensemble U des s € § tels que ug soit une immersion ouverte est

ouvert dans S, et la restriction de u au-dessus de U est une immersion ouverte,

D'aprés (2.5 (i)), 1l'ensemble U' des points s € S tels que u, soit
étale est ouvert dans S. Puisque u est radiciel, il en est de méme de U,
quel que soit s € S, donc d'aprés (EGA IV 17.9.1), U = U', ce qui montre que
U est ouvert. Enfin, d'aprés (2.5 (i)), la restriction de u au-dessus de U
est étale ; puisque u est radiciel, cette restriction est une immersion

ouverte (EGA IV 17.9.1).

Proposition 2.7, Scit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) G est non ramifié sur 5 aux points de la section unité,

(ii) 1la section unité est une immersion ouverte,

(iii) G est de présentation finie sur S aux points de la section unité, et
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quel que soit s € S, G, est nonm ramifié sur u(s).

Si, de plus, on suppose G localement de présentation finie sur S,

alors chacune des trois conditions précédentes est équivalente & la suivante :

(iv) G est non ramifié sur S,

L'équivalence des assertions (i) et (ii) résulte du lemme plus
général (2,7.1) ci-dessous. Remarquons (1.3.1.1) que l'une ou 1'autre des
conditions (i) ou (iii) entraine que, quel que soit s € §, G_ est localement
de type fini sur u(s). Alors (EGA IV 17.4.1), l'assertion (i) équivaut au
fait que, quel que soit s € S, Gs est non ramifié sur u(s) au point e s unité
de Gs’ ou encore (1.3.1), au fait que GS est non ramifié sur ®x(s), donc les
assertions (i) et (iii) sont équivalentes. Enfin, si G est localement de
présentation finie sur S, les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes

(EGA IV 17.4.1).

Lemme 2.7.1, Soit G un S-préschéma muni d'une section €, Pour que G soit

non ramifié sur S aux points de cette section, il faut et il suffit que €

soit une immersion ouverte,

On sait déja que la condition est nécessaire (EGA IV 17.4.1
a) —9b")). Réciproquement, si € est une immersion ouverte, alors la
restriction 4 €(S) du morphisme structural C —> S est un isomorphisme, domnc

G est non ramifié sur S aux points de £€(S).

Corollaire 2.8. Soit u : G —> H un morphisme de S-groupes. Supposons que

u soit localement de présentation finie (resp. localement de type fini) et

que pour tout s € §, GS soit localement de type fini sur x(s). Les conditions
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suivantes sont équivalentes :

(i) u est non ramifié (resp. localement quasi-fini),

(ii) quel que soit s € S, ug i Gy — H_ est non ramifié, (resp. locale-

ment quasi-fini),

(iii) Ker u est non ramifié (resp. localement quasi-fini) sur S,

(iv) la section unité S —> Ker u est une immersion ouverte (resp. les

fibres de Ker u sont discrétes),

Tl est clair que les assertions (i) et (i)) sont équivalentes
(EGA 1V 17.4.1) (resp. ErrIIIZO). Le rappel (2.8.1) ci-dessous montre que
(i) entraine (iii). De plus, (iii) entraine que, quel que soit s € S, si
e, désigne 1'élément unité de Hs,(Ker u)s = Ker u_ = ugl(es) est non ramifié
(resp. localement quasi-fini) sur k(s), donc (puisque k(s)::>-k(es)) que u
est non ramifié (resp. quasi-fini) au point unité de Gs, donc que u est

non ramifié (resp. localement quasi-fini) (1.3). Donc (iii) entrafne (ii).

Enfin, les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes (2.7).

Rappel 2.8.1. Rappelons (I) qu'étant donné un morphisme u : G —> H de
S-groupes, on appelle noyau de u, et on note Ker u le sous-foncteur en groupes

de G défini en posant, quel que soit le morphisme £ : T —> S

Ker u (T) = {a € 6(T) /uoa= €y © £} .

I1 est clair (EGA I 4.4.1) que ce foncteur est représentable par le S-groupe
GXHS = u'l(eH(s)), noté simplement Ker u. En particulier, le morphisme struc-

tural Ker u —> S se déduit de u par changement de base,

Lemme 2.9, Soit T : G —> S un morphisme admettant une S-section €.
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(i) 8i T est injectif, il est entier (%),

(ii) Si T est localement de type fini, et si, pour tout s € S, ﬂs est un

isomorphisme, alors T est un isomorphisme (¥¥),

Remarquons tout d'abord, que d'aprés le lemme (2.9.1) ci-dessous,
T, étant un homéomorphisme, est un morphisme affine.

Si T est injectif, € est surjectif. Puisque € est une immersion
surjective, €(S) est isomorphe au sous-préschéma fermé de G défini par un
Nilidéal Jde Ok' Puisque € est une S-section du morphisme Ti, on a une
décomposition en somme directe : € = . ® d de 0 -Modules. Puisque J est
un Nilidéal de Ok, J est évidemment entier sur o,, donc Ok est entier sur
Ué, et T est entier.

Supposons maintenant que T soit localement de type fini, Alors
¢ est localement de présentation finie (EGA IV 1.4.3 (v)), donc J est un

idéal de type fini de ek (EGA IV 1.4.1)., Quel que soit s € S, on a

o, = n(s) ® (I® «(s)). Par hypothése, € est un isomorphisme, donc
s

J®& n(s) = 0, pour tout s € S, donc a fortiori 38’& n(x) = 0 pour tout

8 X

x € X, ce qui entraine, d'aprés le lemme de Nakayama, que J = 0, donc que

T est un isomorphisme.

Lemme 2.9.1., Soit f : X —> Y un morphisme de préschémas qui soit un homéo-

morphisme ; alors f est un morphisme affine (¥¥¥),

(*) C'est aussi un cas particulier de EGA IV 18,12.11, car T est évidemment
un homéemorphisme universel,
(**) C'est aussi une conséquence immédiate de EGA IV 18.12.6.

(¥¥%) Cf, EGA IV 18.12.7.1 pour un résultat un peu plus général, se prouvant

par la méme démonstration.
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I1 suffit de montrer que tout point y € Y posséde un voisinage
ouvert W tel que la restriction de f au-dessus de W soit un morphisme affine.
Soit donc y € Y, et soit V un voisinage ouvert affine de y dans Y. Soit
V! o= f_l(V). Alors V' est un voisinage ouvert de x = f~1(y) dans X. Il
existe un voisinage ouvert affine W' de x dans X contenu dans V', Posons
alors W = £(W'). Alors W est un voisinage ouvert de y dans Y contenu dans
le schéma affine V, donc W est un schéma, Puisque W' est un schéma affine

la restriction de f au-dessus de W est alors un morphisme affine (EGA II 1.2.3),

Corollaire 2.10. Soit G un S-groupe localement de type fini. Supposons que,

quel que soit s € §, G, soit le n(s)-groupe unité, alors G est le S-groupe

unité.

Plus généralement :

Corollaire 2.11. BSoit f : X = Y un S-morphisme localement de type fini.

Pour que f soit un monomorphisme, il faut et il suffit que pour tout s € S,

fS s0it un monomorphisme,

Il est clair que la condition est nécessaire ; montrons qu'elle est
suffisante. Si, pour tout s € §, fS est un monomorphisme, a fortiori pour
tout y € Y, fy est un monomorphisme ; nous pouvons donc supposer que Y = S,

D'apres (EGA I 5.3.8), pour montrer que f est un monomorphisme,

il suffit de montrer que Af : X — Xx X est un isomorphisme, ou, ce qui

S

revient au méme, que la premiére projection p : XXSX -3 X est un isomor-
phisme. Mais, si f_ est un monomorphisme, il résulte de méme de (EGa 1

. s s . s . N
5.3.8) que la premidre projection szn(s)xs —> X (qui s'identifie 2 ps)

est un isomorphisme. Or p posséde la S-section Af, donc le lemme (2.9)
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affirme que si pour tout s € S, p, est un isomorphisme, alors il en est de

méme de p, cqfd.

Corollaire 2,12, Soit G un S-préschéma possédant une S-section €. Supposons

que le morphisme structural M : G —> S soit fermé, Soit s € S tel que T soit

de présentation finie au point €(s), et que €, : Spec (n(s)) — G, soit

un_jisomorphisme (ou, ce qui revient au méme, que T+ 6, —> Spec nis) soit

un isomorphisme). Alors il existe un voisinage ouvert U de s dans S tel que

exSU : U —> GXSU soit un isomorphisme.

Soit V l'ensemble des points de G oll T est non ramifié ; on sait
que V est ouvert (EGA 17.3.7) et contient ¢(s). Donc U = e'l(v) est un ouvert
de S contenant s, et tel que pour tout t € U, T soit non ramifié en e(t).

On vérifie aisément que si T est fermé, il en est de méme de Tx,U, donc nous

S
pouvons supposer que U = §,

Alors G - €(8) est une partie fermée X de G (2.7.1), ne rencontrant
pas Gs donc, puisque T est fermé, T(X) est une partie fermée F de S ne ren-
contrant pas 8 ; posons U =8 -~ F ; U est un ouvert de S tel que ex U soit

S

un isomorphisme de U sur GIU.

3. Composante neutre d'un groupe localement de présentation finie

3.0. Etant donnée une partie A (resp. B) d'un S-préschéma X (resp. Y), par

abus de notation, AX_B désignera la partie de Xx_.Y formée des points dont la

S S

premidre projection appartient 4 A et & la deuxiéme a B,

‘Etant donnée une partie A d'un S-groupe G, nous dirons que A est

stable powr la loi de groupe de G si on a : c(A) © A et u(AXSA)‘: A.
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Définition 3.1. Soit T un S-foncteur en groupes vérifiant la condition

suivante :

(+) quel que soit s € S, le foncteur T, =T ®S #(s) est représentable.

Soit alors Tz la composante connexe de 1'élément neutre du
n(s)-groupe Ts' On définit un sous-S-foncteur en groupes de T, appelé

s mO . .
composante neutre de T, noté T , en posant quel que soit le morphisme

S' —> 8§
Ocarty = 1 ' o
1°(s') = {u€ T(8") | Vs € s, u (s!) < 1.}
P P
On a ainsi défini le foncteur T = T° de (Sch/s)-gr. dans (8ch/s)-gr.

Remarques 3.2. (i) Soit T un S-foncteur en groupes vérifiant la condition
(+), alors Lie (1°/8) = Lie (T/S), en vertu de 1'exposé II.
(ii) Si T et T' sont deux S-foncteurs en groupes vérifiant (+), alors

a) si TC T', alors ™°c T'o,

b) si TS T' et T'°C T, alors T° = T'°,

c) si pour tout s € 8, T, est localement de type fini sur #u(s),

alors T  satisfait la propriété (+), et on a (t%)° = 1°,

Proposition 3.3. Soit T un S-foncteur en groupes vérifiant la condition (+),

et soit S' un S-préschéma ; alors (TXSS')o = TOXSS', autrement dit le foncteur

o . . .
T \>T commute aux changementsde base, i.e. le diagramme suivant est

commutatif :

(o]
P T\—-)T T~
(Sch/s)-gr ——————> (Sch/S)-gr.

|

(§ch/S')-gr —8™ (Sen/5" )-gr.



341

I1 suffit en effet de vérifier que, pour tout s' € S', dont on

désigne par s l'image dans S, on a : T: ® n(s?)

1] 1] o
(s) ((szs )®s, w(s*)),

s A ' Yy = '
ce qui résulte de (VIA 2.1.1), car (TXSS ) ®S' n{s') Té@%(s) nis').

Cas particulier 3.4. Soit G un S-groupe ; notons gf_le sous-ensemble de G

réunion des G: lorsque s parcourt S, Alors gi.est une partie de G stable
pour la loi de groupe de G (cf. 3.0) et quel que soit le morphisme S' — 8,
on a :
s =f{uecs) |usyce®l .
Lorsque §3 est une partie ouverte de G, il est clair que Go est

2 < 2 : . O
représentable par le sous-préschéma de G induit sur 1'ouvert G .

Proposition 3.5. Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, et G

N

un S-groupe a fibres localement de type fini. Ii existe alors un ouvert

quasi-compact U de G contenant gf.

La section unité € étant une immersion, €(8) est un sous-espace
quasi-compact de G, donc il existe um ouvert quasi-compact V de G qui contient
€(S), Puisque S est quasi-séparé, et que V est quasi-compact, V est quasi-

compact sur 8 (EGA IV 1.2.4), donc VX,V est quasi-compact sur S, donc

5
quasi-compact, Alors V.V = (VXSV) est quasi-compact. Posons V_ = VﬂGS, V§=VﬂG:.
Alors Vz est un ouvert de G:, dense dans Gz puisque GZ est irréductible
o .0 o )
= 7 )
(VIA 2.4), donc Vg.Vg = Gy (VIA 0.5), ce qui montre que Vg @ Ggs donc que

o . . . . .
V.VD G . Enfin, puisque V.V est quasi-compact, il existe un ouvert quasi-

. . A9
compact U de G contenant V.V et a fortiori G .

Corollaire 3.6. Soit G un S-groupe & fibres connexes et localement de type

fini. Alors G est quasi-compact sur S.
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Notre assertion étant locale sur S (EGA I 6.6,1), on est ramené au
cas ot S est affine ; d'aprés (3,5), il existe alors un ouvert quasi-compact
U de G contenant Eg = G, donc G est quasi-compact, donc quasi-compact sur

le schéma affine S (EGA I 6.6.1).

Proposition 3.7, Soit G un S-groupe localement de présentation finie ; alors

o R . , . <
G_ est ind-constructible dans G. Si on suppose que G est quasi-séparé sur S,

et que S est gquasi-compact et quasi-séparé, alors gi est constructible., Par

. . N . o .
conséquent si G est quasi-séparé sur S, G  est localement constructible,

Montrons d'abord la premidre assertion., Puisque T est localement
de présentation finie, étant donné s € S, il existe un ouvert U de G con-
tenant €(s) et un ouvert V de S contenant s tels que T(U) C V et que le
morphisme T7' : U —> V déduit de T soit de présentation finie. Posons alors

T = e'l(u) et W=l

(T). Alors le morphisme ™" : W —> T déduit de '

est de présentation finie, et admet comme section le morphisme ¢" : T —> W
déduit de €, Pour tout t € T, Gz étant irréductible (VIA 2.4), WD Gz est
dense dans Gz, donc irréductible, donc connexe : c'est la composante comnnexe
de m" L (t) contenant ¢"(t). La réunion W° des W N G:, pour t € T, est loca-
lement constructible dans W, d'aprés (EGA IV 9.7.12). Mais il résulte de
(VIA 0.5) que W°.W° est égal a §3 n ﬂ-l(T). Or, puisque T est localement

de présentation finie, il en est de méme de U (VIA 0.1), donc du morphisme
u" o WX W —> ﬂ_l(T) déduit de . Par conséquent gg n ﬂnl(T) = u"(WOXTWO)
est ind-constructible dans ﬂ_l(T) (EGA IV 1.9.5 (viii)), car puisque w°

. O, ;0
est localement constructible dans W, il est clair sur W XTW est localement

constructible dans WX W Ce qui montre que gf est ind-constructible dans G.
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Supposons maintenant S quasi-compact et quasi-séparé et G quasi-
séparé sur S ; alors (3.5), il existe un ouvert quasi-compact U de G contenant
gi. Puisque G est quasi-séparé sur S, G est quasi-séparé, donc l'ouvert U est
rétrocompact (EGA IV 1.2.7), et il suffit de montrer que gi est constructible

dans U (EGA 01 9.1.8). De plus, U étant quasi-compact, donc quasi-compact

I
sur S (EGA 1V 1.2.4), et quasi-séparé sur S, la restriction de 2 U est de
présentation finie, et d'aprés (EGA 1V 9.7.12), Qg est localement construc-

tible dans U, donc constructible dans U, puisque U est quasi-compact et

quasi-séparé (EGA IV 1.8.1).

Corollaire 3.8. Soient S0 un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, I un

un systéme inductif de

ensemble préordonné filtrant croissante, (Ai)

i€l

0. -Algébres commutatives et quasi-cohérentes, A = lim A,; S, = Spec A,
So = i i i

pour i € I, et S = Spec A (cf., EGA I1 1.3.1). Soit G un So-préschéma en

groupes localement de présentation finie. Alors d'application canonique

lim 6°(S,) —> G°(S) est bijective.
—> i

Puisque G est localement de présentation finie sur S, l'application
canonique : lim G(Si) ~> G(S) est bijective (EGA IV 8.14.2 ¢)). I1 s'ensuit
immédiatement que 1'application canonique {3& Go(Si) —> G°(S) est injective.
Montrons qu'elle est surjective. Soit s € G°(S) © G(S). Il existe i C I tel
que s se factorise au moyen de si € G(Si) 3 travers § —> Si ; par hypothése,
s-l(gi) = S. Mais (3.7), G° est ind-constructible dans S, donc si_l(gf) 1'est
dans Si' I1 résulte alors de (EGA IV 8.3.4) qu'il existe un indice j = i tel
que 551 (gﬁ) =S,, ot s, est 1l'application déduite de s; par le changement de

J ]
base Sj —> 8,. Cela montre que Bj € Go(Sj), donc que s provient d'un élément
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de 1im 6°(s.).
ol 1

Proposition 3.9. Soit G un S-groupe localement de présentation finie.

o . R .
Supposons que G soit représentable ; alors le morphisme canonique

. o . . o .
i : G — G est une immersion ouverte ; de plus, G est quasi-compact sur S,

Puisque Go est un sous~foncteur du foncteur G, le morphisme i est
un monomorphisme, donc est radiciel, D'aprés le définition du foncteur Go,
on vérifie immédiatement sur la définition (EGA IV 17.1.1) que i est un
morphisme formellement étale (en remarquant que Qg est 1l'image de i dans
G). Enfin, il résulte de la caractérisation (EGA IV 8,14.2 c¢)) des S-pré-
schémas localement de présentation finie & l'aide du foncteur qu'ils
représentent, et de (3.8), que, puisque G est localement de présentation
finie sur S, il en est de méme de Go. Donc i est localement de présentation
finie ; c'est donc un morphisme radiciel et étale; donc une immersion
ouverte (EGA IV 17.9.1).

La dernigre assertion résulte de (3.6),

Théoréme 3.10. Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) G est lisse sur S aux points de la section unité,

(ii) G est plat et localement de présentation finie sur S aux points de la

section unité, et pour tout s € S, G, est lisse sur x(s).

(iii) 11 existe un sous-préschéma en groupes ouvert G' de G, lisse sur §,

. ] P P <
(iv) G est représentable par un sous-préschéma ouvert de G, lisse sur S.

Il est clair que (iv) entraine (iii), que {(iii) entraine (i), que
(i) entraine (iii) (2.4) et que (i) équivaut a (ii) (1.3.1 et EGA IV 17.5.1).
Montrons enfin que (iii) entraine (iv). Le lemme 3.10.1 ci-dessous

: o o 0
montre que G' contient G , et que G'~ = G . Comme il suffit de montrer que
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gf est ouvert dans G (3.4), on peut supposer que G' = G, Alors T est loca-
lement de présentation finie, donc, étant donné s € S, on peut construire,
comme dans la démonstration de (3.7), un ouvert T de S contenant s, et
l'ouvert W tels que le morphisme " : W —> T déduit de 7' soit de présen-
tation finie et admette comme section le morphisme e€" : T —> W déduit de €.
Pour tout t € T, W N Gz est alors la composante connexe de TT"_1(1:) contenant
€"(t). Puisque T est lisse, il en est de méme de T" qui est donc réduit et
de présentation finie : alors (EGA IV 15.6.5), la réunion w® des W N Gi

pour t € T est ouverte dans W. Mais il résulte de (VI, 0.5) que wo.w® est

A
égal 2 Ei N ﬂ_l(T). Pour montrer que gi est ouvert, il suffit de montrer que
tout s € S posséde un voisinage T dans S tel que Ei n ﬂ-l(T) soit ouvert
dans ﬂ_l(T). Nous pouvons donc supposer désormais que T = § ; il reste 2
montrer que w°.w° est ouvert dans G. Puisque T est universellement ouvert,

il en est de méme de y (VI, 0.1). Donc puisque W® est ouvert dans G, il en

A
est de meme de Wo.W° = u(w°xsw°), c.q.f.d.

Ce résultat sera amélioré en (4.4).

Lemme 3.10.1. Soit G un S-groupe 2 fibres localement de type fini. Alors

< 2 s O P
tout sous-préschéma en groupes ouvert G' de G contient G, et vérifie :

¢® =¢°.

Soit s € S ; posons G; = G; N GZ ; alors Gg est un ouvert de G:
qui est dense dans Gz puisque GZ est irréductible (VIA 2.4), donc G;.Gg = G:

2 o - " n 1 1 = ] OC ]
(VIA 0.5), ce qui montre que G, = Gy.G) < G..G; = G, donc que G < G'. Done

G° est un sous-foncteur du foncteur G', et il résulte de (3.2 (ii) c)) que

¢'° = ¢°, donc ¢'° = ¢°,
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Proposition 3.11. Soient G et H deux S-groupes localement de présentation

finie, et u : 6 —> H un morphisme de S-groupes ; alors, si u est plat,

. . o 0 0 ... ; . .
l'application u : G- —> H déduite de u est surjective ; la réciproque

est vraie si G est plat sur S et si H est &2 fibres réduites,

Supposons donc u plat ; alors pour tout s € §, ug est plat et
localement de présentation finie, donc ouvert (EGA 2.4.6), donc le morphisme
uz : Gz —> Hz est dominant. Puisque G: est de type fini sur u(s) (VIA 2.4)
et que HS est séparé sur n(s) (VIA 0.2), ug est quasi-compact (EGA I 6.6.4),
donc surjectif (1.2). Donc u® est surjectif.

Réciproquement, supposons u° surjectif, G plat sur S et H & fibres
réduites, Alors, pour tout s € S, uz est surjectif, et HS est réduit ; donc
H: est localement noethérien et intégre, et uz est de type fini, donc plat

au point générique de Gy (EGA IV 6.9.1), donc u_ est plat {(1.3), si bien que

u est plat (EGA IV 11.3.11).

4., Dimension des fibres des groupes localement de présentation finie,

Proposition 4.1, Soit G un S-préschéma localement de type fini, muni d'une

S-section €, et tel que pour tout s € S, on ait dim G, = dim.e(S)GS (ce qui

est le cas si G est un S-groupe (1.5)). Alors la fonction s p—» dim G, est

semi-continue supérieurement dans S. Si de plus, G est localement de présen-

tation finie sur 8, cette fonction est localement constructible,

Soit M : G — S le morphisme structural. Le théor2gme de Chevalley

(EGA IV 13.1.3) affirme que la fonction x t—> dimgﬂ-l( (x)) est semi-continue
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supérieurement dans G. Or, pour tout s € S,

dim G = dim nl(s) = dimg (o ﬂ_l(ﬂ(e(s)) ; et puisque la fonction s > €(s)
est continue dans S, la fonction composée s k> dim GS est semi-continue
supérieurement dans S.

Supposons G localement de présentation finie sur S. Pour montrer
que la fonction s > dim GS est localement constructible, on voit en raison-
nant comme précédemment qu'il suffit de montrer que la fonction
X > dimiﬁ_l(ﬂ(x)) est localement constructible dans G, ce qui résulte de

(EGA IV 9.9.1).

Proposition 4.2. Soit G un S-préschéma localement de présentation finie,

muni d'une S-section € et vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Pour tout s € S et tout x € G, on a dim G = dim G (ou, ce qui

revient au méme, pour tout s € S, toutes les composantes irréductibles de

GS ont méme dimension).

. o
b) Pour tout s € S, si on note Gs la composante connexe de Gs

o s , :
contenant €(s}, G, est géométriquement irréductible.

(Rappelons qu'un S-groupe G vérifie les conditions a) et b) (1.5 et

VI, 2.4.1)). Les conditions suivantes sont équivalentes

(o]
(i) G est universellement ouvert sur S aux points de GS.

(i bis) G est universellement ouvert sur S en les points de €(s).

(ii) La fonction t — dim Gt est constante dans un voisinage de s dans S,

Evidemment (i) ==> (i bis). Montrons que (i) bis entraine (ii).
Soit T 1l'ensemble des t € S tels que dim G, = dim G_. D'aprés (4.1), T est

localement constructible, donc (EGA IV 1.10.1) pour montrer que T est un



348

voisinage de s, il suffit de montrer que toute générisation s' de s appartient
& T. Or (EGA IV 14.3.13 b')) si x désigne le point générique de G:, on a,
pour toute générisation s' de s : dim Gs' 2 dimeS = dim.GS ; or, d'aprés
(4.1), la fonction s > dim GS étant semi-continue supérieurement, on a

dim Gs' < dim GS ; donc s' € T, cqfd.

Montrons que {(ii) entraine (i). Puisque T est localement de présen-
tation finie, i1 existe un ouvert U de G contenant £{s) et un ouvert V de §
contenant s tels que T(U) C V et que le morphisme T' : U —3> V déduit de T
soit de présentation finie. Posons alors T = el ecw=mlm =un LREICON
Alors le morphisme ™' : W —> T déduit de T' est de présentation finie et
admet comme section le morphisme €" : T —> W déduit de €. De plus, pour tout
tC T, Gz étant irréductible, W N GZ est dense dans Gz, donc irréductible,
donc connexe : c'est donc la composante connexe de ﬂ"-l(t) contenant €"(t),
D'aprés (EGA IV 10.7.1 et 10.6.,2), W N Gz étant un ouvert dense de Gz, on
a dim (W N Gz) = dim Gz = dim G, donc la fonction t > dim W N GZ est
constante dans un voisinage de s dans T. Montrons enfin que, quel que soit
t€T, WN Gz est géométriquement irréductible : soit K une extension de n(t),
alors (W N Gz) 8%(t)K = (W gk(t)K) N (Gz ®%(t)K) est un ouvert non vide de
Gz gk(t)K’ qui est irréductible, donc est irréductible.

Nous sommes alors dans les conditions d'application de (EGA IV 15.6.6
(ii)) qui affirme que T (donc T) est universellement ouvert aux points de
w N GZ. Mais, d'aprés (EGA IV 14.3.3.1 (ii)), le sous-ensemble de G formé
des points ol est universellement ouvert est formé dans GS ; puisqu'il contient

wn G:, il contient donc son adhérence G:, cqfd.



44

Corollaire 4.3. Soit G un S-groupe plat et localement de présentation finie.

Alors la fonction s > dim Gs est localement constante sur S,

Cela résulte immédiatement de (4.2), car tout morphisme plat et

localement de présentation finie est universellement ouvert (EGA IV 2.4.6).

Corollaire 4.4. Soit G un S-groupe localement de présentation finie sur S

aux points de la section unité. Considérons les conditions :

(i) G est lisse sur S aux points de la section unité (cf. 3.10).

(ii)  Pour tout s € §, G, est lisse sur n(s), et la fonction

s ¥> dim GS est localement constante sur S,

(iii) Pour tout s € 8§, G, est lisse sur #(s), et il existe un voisinage V

de la section unité tel que la restriction & V du morphisme structural

ms: G—> 8 soit universellement ouverte,

. o . o <
(iv)  Pour tout s € S, G_ est lisse sur #(s), et G est représentable par

un sous-préschéma em groupes ouvert de G, universellement ouvert sur §,

Alors on a les implications suivantes :

(i) == (ii) <> (iii) &=> (iv). Si on suppose de plus S réduit, alors

o .
les conditions (i) & (iv) sont équivalentes, et impliquent que G est lisse

sur S,

Montrons que (i) entraine (ii). D'aprés (EGA IV 17.10.2) la fonction
X > dim al(mx)) = dim T L(M(x)) (1.5) est continue au voisinage de la
section unité ; donc la fonction s > dim GS est continue dans §, donc loca-
lement constante dans S. D'autre part, pour tout s € §, GS est lisse sur
n(s) (1.3.1).

Montrons que {ii) entraine (iv). La question est locale sur S, car

L. o
il suffit de montrer que gi est ouvert dans G (3.4), les propriétés de G
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citées dans 1'énoncé résultant de (2.4, 4.2). Etant domné s € S, contruisons

comme dans la démonstration de (3.10), W, T, ™, " et we.

I1 résulte alors
de (EGA IV 15.6.7) que w® est ouvert dans W. Il résulte de (4.2) que T est
universellement ouvert en tout point de W°, donc (VIA 0.1) U est universellement
ouvert en tout point de WOXS.WO, ce qui montre que WO.WO est ouvert, et on
termine comme dans la démonstration de (3.10).

11 est clair que (iv) entratne (iii).

Le fait que (iii) entrafne (ii) résulte de (4,2) appliqué a V.

Montrons enfin que si S est réduit, (iv) entraine (i) : on peut
supposer évidemment G = Go, donc G est de présentation finie sur S en vertu

de (5.4) ci-dessous, et la conclusion résulte alors de (EGA IV 15.6.7)

(impliquant que G est plat sur S) et de (3.10).

5. Séparation des groupes et espaces homogénes

Proposition 5.1. Pour qu'un S-groupe G soit séparé, il faut et il suffit que

la section unité de G soit une immersion fermée.

La condition est nécessaire (EGA I 5.4.6) ; elle est suffisante en

vertu du diagramme cartésien suivant ( VI, 0.3)
U o(idGXC)
GxSG G
Bess ( ¢
"
G —> §

Proposition 5.2. Si S est discret, tout S-groupe est séparé.

En effet, S est alors égal a 51213 Spec 0S s et il suffit de
b

montrer que pour tout s € S, GlSpec eé g est séparé (EGA I 5.5.5), ce qui
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résulte de (VIA 0.2), puisque @, o est un anneau local artinien.
3

Théoréme 5.3. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes localement

de présentation finie sur § et universellement ouvert le long de la section

unité, H un S-préschéma sur lequel G opére de facon que le morphisme :

—
G xSH H xSH

(g, h) —> (g.h, h)

soit surjectif (intuitivement H est un espace homogéne sous G). On suppose

de plus que pour tout s € S, il existe un sous-préschéma ouvert U de H,

séparé sur S, tel que US soit dense dans HS. Alors H est séparé sur S.

Corollaire 5.4. Soient §, G, H comme ci-dessus et, supposons de plus H &

fibres connexes, alors H est séparé sur S et quasi-compact sur S,

En effet, comme H_ est connexe, Hs est aussi irréductible (s'il
n'est pas vide) de sorte que si U est un ouvert affine de H tel que Us soit

non vide, US est dense dans Hs’ et le théoréme s'applique.

Corollaire 5.5. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, locale-

ment de présentation finie, & fibres connexes, et universellement ouvert sur

S. Alors G est séparé et de présentation finie sur S.

En effet, on vient de voir que G est séparé sur S, donc quasi-séparé.

D'autre part G est quasi-compact sur S d'aprds 3.6.

5.6. Démonstration de 5.3, Avant d'établir 5.3, prouvons quelques lemmes.

Le lemme suivant remplace avantageusement EGA IV 19.5.10, en ce qu'il est

indépendant d'hypothéses noethériennes.
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Lemme 5.6.1, Soient S un préschéma, f : X —> S un S-préschéma localement de

présentation finie, s un point de S, x un point fermé de Xs’ z le point géné-

rique d'une composante irréductible Z de Xs’ contenant x telle que

dimx(XS) = dim Z et supposons que f soit universellement ouvert en z (donc

aussi en x). Alors il existe un morphisme g : §" —> S§' —> S avec §' —> §

étale de présentation finie couvrant s, 8" —> S', fini, de présentation

finie, surjectif, tel que g~1(s) soit réduit 2 un point s", et un S-morphisme

h : 8" —> X tel que h(s") = X,

Il est clair que l'on peut supposer X affine de présentation finie

sur S, puis par passage & la limite remplacer S par Spec O , puis supposer

S,s
S strictement hensélien, de point fermé s. Soit alors n = dimst. Le choix
d'un systéme de parametres de O et le "Main Theorem", montrent alors,

S)
que quitte & restreindre X, il existe un S-morphisme quasi-fini et de présen-

tation finie u : X —> S [T Tn]= Y. De plus u(x) est un point fermé de

1
Y_ et on peut supposer que unlu(x) a un espace sous-jacent réduit & un point,
Soit V le sous-schéma de X image réciproque par u d'une section de Y au-dessus
de S passant par u{x), Donc V est quasi-fini sur S et contient x comme unique
point au-dessus de s, Comme S est hensélien, V = V'ILV", avec V' fini sur S

et V" au-dessus de S-s, de sorte que V' est spectre d'un anneau local. Montrons
que V' —> 8 est surjectif., Pour cela, on peut remplacer S par le sous-schéma
fermé réduit sous-jacent & une composante irréductible de S, puis supposer §
normal, donc géométriquement unibranche. Comme f est universellement ouvert

en z, il existe une composante irréductible %,de X contenant z et équidimen-
sionnelle sur S (de dimension relative n) au point z. Comme u est quasi-fini

et Y de dimension relative n, nécessairement,3 domine Y. Toujours parce que

u est quasi-fini, % va étre aussi équidimensionnelle sur Y au point
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x. Comme Oy ulx) oSt géométriquement unibranche (EGA IV 14.4.1.1.), le
3
théoréme de Chevalley nous dit que u est universellement ouvert en x, donc

V et aussi V' sont universellement ouverts sur $ en x, a fortiori, V' domine S,

Corollaire 5,6.2, Soient S, G, H, s, comme dans le théoréme, U un sous-pré-

schéma ouvert de H tel que US soit dense dans HS et soit T ume partie de Hs'

Alors il existe un morphisme g : 8" —> §' —> § comme dans le lemme 1 et

un élément b € G(8") tel que g_l(T) soit contenu dans b. U.

-

Quitte a restreindre S, on peut supposer qu'il existe un voisinage
ouvert V de la section unité de G qui est de présentation finie et universel-
lement ouvert sur S. On va construire b dans V(8"). On voit alors que 1'on
peut encore remplacer S par le spectre d'un hensélisé strict de OS,s' On peut
supposer les a; € T fermés dans HS. Si certains des points a; ont des corps
résiduels qui sont des extensions{nécessairement radicielles finies) non
triviales de %(s), quitte & faire une suite finie d'extensions plates, finies,

de présentation finie, du type Oy _ —> O S[T]/(Tp- x) {(x € Og s)’ on voit
3 3

S,
que 1l'on peut supposer les a; rationnels. L'hypothése faite sur H, entraine
qu'il existe, pour 1 = 0, 1,..,n, des points fermés bi de Gsx HS qui s'en
vont, par le morphisme canonique, sur les points (ai, ao) de H, x H_. Procédant
comme plus haut, on peut supposer les bi rationnels, donc de la forme (bi’ho)
ot b, € G (x(s)) est tel que a.= b,.a . Soit alors W_ l'ouvert de G_ image

i s i "i"7o s s
réciproque de U, par le morphisme : b > b.ao. L'hypothése faite sur U,
entraine que WS est dense dans GS. Si bS est un point rationnel de Gs’ on a

alors les équivalences suivantes

~1 -1 -1
a, € bS.US > b, b,.a_ € U, <> b, bi € W <> b, € bW,
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Comme WS est dense dans Gs’ il en est de méme des bJ._‘«I.g”l et de leur intersec-
tion., On peut donc trouver un point fermé x de Vsﬂ[g biws-l]. Quitte a faire
une extension finie surjective, de présentation finie, on peut supposer,
d'aprés le lemme 1, qu'il existe une section b de G passant par x. Il est clair

que la section b répond & la question.

Lemme 5.6.3. Soit X un S-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) X est séparé sur S.

ii) Pour tout S-préschéma T, toute section h : T —> XT est une immersion

fermée.

iii) Pour tout S préschéma réduit T, deux morphismes fl et f2 : T ~—> X qui

cofncident sur un ouvert demse U de T cofncident.

iv) Pour tout S-préschéma T, tout point t € T et tout couple de points ration-

nels X1s Xy de X, = XX Spec #®(t), il existe un morphisme g : T" -> T' = T

avec T' -> T ouvert, T" —> T' fermé dominant, avec g*l(t) # @, et enfin

. . . -1
sous-préschéma ouvert V de XT“ , séparé sur T", qui contienne g (xl) et

i) => iv) : on prend T" = T et V = X
iv)=> iii) : on peut supposer T = S, Comme T est réduit, pour voir que f1=f2,
il suffit alors de voir dque f1 = f2 ensemblistement, Soit donc t € T et
montrons que fl(t) = fz(t). Soit g : T" = T' = T comme dans iv), Comme U
est dense dans T et que T' —> T est ouvert, l'image réciproque U' de U dans

T' est dense dans T', Soit U'l'image réciproque de U' dans T" et T" son

adhérence dans T". Comme T" —> T' est fermé dominant, U" —> T' est surjectif,

donc U" A g_l(t) n'est pas vide. Il est clair alors que l'on peut remplacer
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U et T par les sous~-préschémas réduits de T" ayant U" et " pour espaces Sous-

jacents et remplacer f1 et f2 par leurs images réciproques par le changement

de base U" —> T. Bref, nous pouvons supposer qu'il existe un ouvert V de XT’

séparé sur T qui contient fl(t) et fz(t). Soit W = fII(V) A f;l(v), c'est un

ouvert de T, contenant t,et U 1 W est dense dans W, On peut donc remplacer T

par W, Mais alors il est clair que £, =4£, , donc fl(t) = fz(t).

iii)=> ii). On peut supposer T réduit. Soit E le sous~-préschéma h(T) de X

et soit E le sous-préschéma fermé réduit de X, ayant 1'adhérence de E pour

T
espace sous-jacent, de sorte que E est un sous-préschéma ouvert dense de E,
Aprés changement de base E—>S ; on a deux sections de XE qui colncident

sur E, donc elle cofncident et par suite E = E.

ii)=> i). On prend T = X et pour h la section diagonale.

Le théoréme résulte alors trivialement du lemme 2 iv)==> i) et du corollaire

au lemme 1.

Contre-exemple 5.6.4, Tout S-groupe G n'est pas séparé., Soit S un préschéma

ayant un point fermé non isolé s ; soit G le préschéma obtenu en recollant
deux exemplaires de S le long de l'ouvert S - {s}, on voit aisément que G
n'est pas séparé sur S, et qu'il est muni d'une structure naturelle de groupe
dont toutes les fibres sont neutres, sauf la fibre GS qui est isomorphe au

groupe & deux éléments Z/2 Z.

Corollaire 5.6.5. Soit G un S-groupe localement de présentation finie, 2

fibres connexes, et universellement ouvert sur S ; alors G est de présentation

finie sur S.
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Cela résulte de (5.3) et de (3,6).

Remarque 5.7, Une démonstration analogue a celle de (5.3), mais utilisant (4.7)
permet d'établir le résultat suivant :

Soit G un S-groupe localement de présentation finie et universellement
ouvert sur S aux points de QZ' Soient 0 et T deux S-sections de G° (i.e. soient

o, T € ¢°(S)). Alors le sous-préschéma de S des cofncidences de O et 1T est fermé

6. Sous-foncteurs et sous-préschémas en groupes (%),

Définition 6.1. (i) Soient X un S-foncteur (c'est-a-dire un foncteur de

(Sch/s)° dans (Ens)), G un S~-foncteur en groupes, u et v deux S-morphismes

de X dans G. On appelle transporteur de u dans v et on note Transp(u,v) le

H#

sous S-foncteur T de G défini_par T(S') {g € 6(s") | (int glo ug, = VS,}.

(ii) Soient G un S-foncteur en groupes, X et Y deux sous S-foncteursde G ; on

appelle transporteur de X dans Y (resp. transporteur strict de X dans Y) et

on note Transp(X,Y) (resp. Transpstr.(X,Y)) le sous-S-foncteur T de G défini
par T(s') = {g € G(s') | (int g)(Xg,) < Y, (resp. (int g)(Xg,) = ¥ ,)},

Notons qu'on a  Transpstr (X,Y) = TransE;(X,Y) N c(Transp .(Y,X)), ot ¢

désigne la symétrie de G,

(iii) Soient G un S-foncteur en groupes, X un S-foncteur, u un S-morphisme de

X dans G ; on appelle centralisateur de u le sous-S-foncteur en groupes

Centr{u) = Transp{u,u) de G.

(iv) Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur de G, i le

S-morphisme canonique H —> G ; on appelle centralisateur de H dans G

(resE. normalisateur de H dans G) le sous-S-foncteur en groupes de G

(*) Sur ce mBme theme, voir également les résultats de XI 6, dont la place natu-
relle serait dans le présent exposé VI, . On y trouvera en particulier des
critéres de représentabilité pour certgins sous-foncteurs en groupes d'un
schéma en groupes donné,
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Centr H = Centr(i) = Transp(i,i) (resp Norm H = Transpstr (H,H) ). Enfin,
A~ p&3 AT

on appelle centre de G le S-foncteur en groupes Centr G = Centr G.
-3

Proposition 6.2. Soit G un S-groupe . Considérons pour un sous-foncteur T du

foncteur G, la propriété suivante :

(+) pour tout s € S, TS est représentable par un sous-préschéma fermé de Gs.

(i) Soient X un S-préschéma et u et v deux $-morphismes de X dans G. Alors

Transp (u,v) vérifie la condition (+),

(ii) Soient u : X —> G et v : Y —> G deux monomorphismes de préschémas ;

supposons que pour tout s € 8§, vy soit une immersion fermée, alors Transp . (X,Y)
p\&3

vérifie la condition (+) ; supposons que pour tout s € §, ug et v soient des

immersions fermées ; alors Transpstr (X,Y) vérifie la condition (+).
o

(iii) Soit u : H —> G un monomorphisme ; alors Centr H vérifie la condition
e}

(+) ; si, de plus, pour tout s € S, u, est une immersion fermée, alors Norm H
— 1€

vérifie la condition (+).

(iv) Soit u : X —> G un morphisme ; alors Centr(u) vérifie la condition (+).

I1 suffit de démontrer (i) et (ii) ; 1l'assertion (i) résulte de
s
(VIII 6.5 b)) ¢ appliqué aux S-morphismes : 4y, ¢ e — HomS(X,G) définis
par ql(g) = (int g) o u et qz(g) = v, compte tenu de ce que pour tout s € S,

G est séparé (VIA 0.2). L'assertion (ii) résulte de (VIII 6.5 e)).

Remarque 6.3, Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe et H un

sous-préschéma en groupes de G ; supposons G et H de type fini sur k et réduits ;

(*) Le lecteur observera que les développements de (VIII n° 6 et de XI n® 6) ne
dépendent pas des numéros antérieurs de ces exposés, ni des exposés VI et VIL

et auraient pu venir dés le présent exposé, ot était leur place naturelle.
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alors Norm:H (resp. CentrGH) est représentable par un sous-préschéma en groupes

de G, dont le sous-préschémg réduit associé n'est autre que le normalisateur

(resp. le centralisateur) de H dans G au sens de Bible.

Proposition 6.4. Soient G un S-groupe, et u : X —> G un monomorphisme de

S-préschémas, Posons T = Transp.(X,X). Les conditions suivantes sont équi~
o

valentes :
(i) T est un sous-foncteur en groupes de G.

(ii) T = Tramspstr  (X,X) = Norm X

Ces conditions sont vérifiées dans chacun des deux cas suivants

a) X est de présentation finie sur S.

b) T est représentable par un préschéma de présentation finie sur S.

L'équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de ce que, quel
que soit le morphisme S' —> §, quels que soient t,t' € T(S'), on a t.t' € T(8'),
et de ce que TranSpstr:(X,X) = TN c(T) (6.1 (ii)).

Plagons-nous dans le cas a). Soit t € T(S), alors int(t) est un
monomorphisme de X dans X, donc un S-automorphisme de X (EGA IV 17.9.6), si
bien que t appartient 3 Transgstr:(X,X), d'od a).

Dans le cas b), il est clair que u(TXST)<: T, et 1'assertion résulte

du lemme suivant :

Lemme 6.4,2. Soit G un S-préschéma de présentation finie, muni d'une loi

associative {(au sens de EGA Orr1 8.2.5). Supposons que pour tout S-préschéma

S' et tout g € G(S8'), les translations 3 droite et 3 gauche par g dans 1l'en-

semble G(S8') soient injectives et que G(S) # @. Alors G est un S-groupe.

Il suffit de montrer que, quel que soit le S-préschéma S', 1'ensemble
G(S') est un groupe ; or, de l'hypothése résulte aussitdt que les translations

a2 droite et a gauche par tout élément g € G{(S') dans GS' sont des S-monomor-
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phismes de GS, dans GS" Ce sont donc des S-automorphismes, puisque G est de

présentation finie sur S (EGA IV 17.9.5), si bien que les translatioms 2

droite et & gauche par g dans l'ensemble G(S') sont bijectives, et on est

ramené au lemme suivant :

Lemme 6.4.3. Soit G un ensemble non vide muni d'une loi associative telle que les

translations & droite et 3 gauche soient bijectives. Alors G est un groupe.

La démonstration est laissée au lecteur,

Défimition 6.5. Soient G un S-groupe et soit u : H —> G un monomorphisme,

o
On_appelle centralisateur connexe de H dans G et on note Centr H la composante
V3

neutre du foncteur Centr H (cf. 3.1 et 6.2 (iv)). Lorsque pour tout s € §, u
AT

s

est une immersion fermée (ce qui a lieu lorsque H est un S-préschéma en groupes,

que G et H sont localement de type fini sur S et que u est un S-morphisme de

groupes quasi-compact (1.4.2)), on appelle normalisateur connexe de H dans G,

) <
et on note Norm H la composante neutre du foncteur Norm H. Etant donné un
A\~ 4 G

morphisme u : X —> G, on définit de méme le foncteur Centr(u).

Proposition 6.5.1. Soient G un S-groupe localement de présentation finie et

quasi-séparé sur S, H un S-groupe lisse a fibres connexes et u : H —> G un

monomorphisme, Soit N le normalisateur (¢f. I ou 6.1) de H dans G. On verra

y ¢

(X1 6.11 que N est représentable par un sous-préschéma en groupes fermé

de G et de présentation finie sur G. Ceci étant, les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) Le morphisme canonique H —> N est une immersion ouverte.

(ii) N° = H (cf. 3.10).

(*) Voir note page 40.
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(iii) Pour tout s € 8, on a : Hs = (NS)O.

La condition (i) entrafne (ii) d'aprds (3.10.1), puisque H° = H.

I1 est clair que (ii) entrafne (iii), car H = (NO)S = (NS)O.

Montrons enfin que (iii) entraine (i). Puisque H, = (NO)S, quel que
soit s € S, HS —> NS est une immersion ouverte, de plus H et N sont locale-
ment de présentation finie sur S et H est plat sur S, domc (EGA IV 17.9.5),

H — N est une immersion ouverte,

Définition 6.6. Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur en

groupes ; on dit que H est invariant (resE. central, resp. caractéristique)

dans G si Norm H = G {resp. 8i Centr H = G, resp. si, gquels que scient le

S-préschéma T et 1'automorphisme a € Aut

: C t
T—gr.G’ on a a(HT) HT), autrement

dit, si, quel que soit le S-préschéma T, le sous-groupe H(T) de G(T) est

invariant dans G(T) (resp. central damns G(T), resp. invariant par tout auto-

morphisme de GT).

Si H est central (resp., caractéristique), il est invariant.

Remarque 6.7. Soient G et H deux S-groupes et u : H 2 G un monomorphisme,
Pour que H soit invariant (resp. central, resp. caractéristique) dans G, il
faut et il suffit que le morphisme

ol (e o prz),(uo (uxidG) ) o Hx G —> G (défini par (h,g) t+—> g_l.hg
quels que soient g € G(S') et h € H(S')) se factorise a travers u (resp. soit
égal a u o 12 resp. que pour tout S-préschéma T et tout T-automorphisme
se factorise & travers u(T)).

de groupe a de GX,T, a o ug

s T)
Exemple 6.8. Soit G un S-foncteur en groupes. Alors Centr G est caractéristique

. < o ‘ PP
et central. Si, pour tout s € S, GS est représentable, G  est caractéristique.
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Cela résulte des définitions et de (3.3).

7. Sous-groupes engendrés ; groupe des commutateurs

Dans ce numéro, k désigne un corps fixé.

Proposition 7.1. Soient G un k-groupe, (Xi)i €1 une famille de k-préschémas

séparables (EGA IV 4.6.2) ; pour tout i € I, soit fi : Xi —3> G un k-morphisme,

(i) I1 existe un plus petit sous-k-préschéma en groupes fermé de G majorant

chacun des £ , soit TG((fi)i c I)' C'est un k-préschéma séparable (donc lisse

dans le cas ol G est supposé localement de type fini sur k).

(ii) Posons X = l . Xi’ et soit £ : X —> G le morphisme dont la restriction
i€l

5 . 1 _ . 1 .1 .

a Xi est fi’ pour tout i € I, Posons X = XilX, soit £ : X° —> G le morphisme

dont les restrictions & X sont respectivement f et c¢c o £, Pour tout n> 1, posons

n-1 et = "o (flx fn-l)

n 1 n
= » —)
X X xk Kk : X G. Alors TG((fi)i c I) est le

sous-préschéma réduit de G ayant pour espace sous-jacent 1'adhérence de la

réunion des fn(Xn), pour n > 1.

(iii) Pour tout k-préschéma S, (I‘G((fi)i ¢ I))S est le plus petit sous-préschéma

majorant chacun des f, : X, — G,. Si on suppose que

en groupes fermé de G i.s S g
3

S
G est localement de type fini sur k, alors (I‘G((fi)i c I))S est le plus petit

sous-préschéma en groupes de G

s majorant chacun des fi

»8°
Remarquons tout d'abord, que pour démontrer (i) et (iii), en définis-
sant X et £ comme dans (ii), on est ramené au cas olt I est réduit & un élément.
Soit H le sous-préschéma réduit de G d'ensemble sous-jacent
\/ £8(x™). alors H est séparable (EGA IV 11.10.7). Il est clair que tout
n21

sous~-préschéma fermé de G qui domine f domine aussi H. Donc pour montrer (L

et (ii), il suffit de montrer que H est un sous-préschéma en groupes de G, donc
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que la restriction de ¢ 32 H et la restriction de U 2 kaH se factorisent &
travers l'injection H —> G. Puisque H est séparable, kaH est réduit, et il
suffit de vérifier que c(H) C H et que u(kaH)<: H (ensemblistement)., Mais

d'aprés (EGA IV 11.10.6), la réunion des fn(ﬂ)(xnxkﬁ) est dense dans HX H.

De méme, quel que soit n = 1, la réunion des f?xn)(xnxkxm), pour m = 1, est

n n m n, ,m
, . £
dense dans X XkH. Donc il suffit de montrer que u(f (H)( (xn)(x XkX ) H

et que c(£7(X™) € H. 0r w(e™ oy (€7 XXM = pCCE% £ X% X™)

n+m( C H ; et, puisque c(fl(xl))<: fl(Xl), on a, quel que soit

= f n+ﬂ5

X
n ., c(£°x™M) < £°(X") < H. ce qui démontre (i) et (ii).

Montrons maintenant (iii). Soit G' un sous-préschéma en groupes fermé

de G, majorant fS ; 11 s'agit de montrer que G' majore HS, ou, ce qui revient

S
= 1 - X t o of : ]
au méme, que HS HSXGSG . Posons HS HS GSG G' N HS. Puisque G' et HS
majorent tous deux les fg, il en est de méme de Hé. Oor (EGA 1V 11.10.6),

. . n . . .
puisque la famille des £ X" —> H est schématiquement dominante, il en est

. oo, 0 . :
de méme de la famille des fS : XS HS’ si bien que HS

des fg, est égal a HS (EGA IV 11.10.1 c¢)). Montrons maintenant la seconde

> qui majore chacun

assertion de (iii) dans le cas oit G est localement de type fini sur k. Soit

G' un sous-préschéma en groupes de GS majorant fS. I1 s'agit de méme de

montrer que, si on pose H! = Hbe G', on a H, = H,. Il suffit pour cela de

S S S S

montrer que Hé est fermé dans HS et d'appliquer le raisonnement précédent.

et H! ont méme ensemble sous-jacent, a fortiori,

Il suffit donc de montrer que HS 3

il suffit de montrer que, pour tout s € §, HS ¢ = H’S s Mais alors
3 3

' = g'X . T g _ & <
Hs,s GS K(S)HS,S ; et Gs’ étant un sous-#(s)-préschéma en groupes de GS,S’
est fermé (1.4), donc Hé . est fermé dans Hy o5 et alors le raisonnement

3 3

- s - ] ~ n ¥ -
du début, appliqué 2 HS,S’ 2 HS,s et aux fS,s montre que HS,S HS,s’ cqfd.
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Définition et remarque 7.2, (i) Etant donné un k-groupe G, une famille

(Xi)i ¢ 1 de k-préschémas séparables, et pour chaque i € I, un k-morphisme

fi : Xi —> G, on appelle sous-préschéma en groupes fermé de G engendré par

la famille (fi)i , et nous noterons dans ce numéro TG((f.). ), le plus

€1 i‘i€e€1

petit sous-préschéma en groupes fermé de G majorant chacun des fi' Dans
le cas ol 1 est l'injection d'un sous-préschéma Xde G séparable sur k, on
écrit TG(X) au lieu de TG(i).

(ii) I1 est clair que si X1 et X2 sont deux k-préschémas séparables et

f1 : Xl —> G et f2 : X2 —>» G deux. k-morphismes tels que les ensembles

fl(xl) et fZ(XZ) soient égaux, alors TG(fl) = TG(fz).

(iii) Soit E une partie de G telle que le sous-préschéma réduit E de G soit

séparable, on appelle sous-préschéma en groupes fermé de G engendré par E,

et on note TG(E) le sous-préschéma en groupes TG(i), olt i est 1l'injection
du sous-préschéma réduit E de G dans G.

(iv) Dans le cas ot G est localement de type fini sur k, tout sous-préschéma
en groupes de G étant fermé (1.4), on parlera de "sous-préschéma en groupes
engendré" au lieu de "sous-préschéma en groupes fermé engendré",

(v) Soit X un k~préschéma séparable et f : X —> G un k-morphisme. Supposons

que £(X) contienne 1'élément unité e de G. Posons X'l = Xka et

,n-1 ,n—l)

el o yo (ka(c o £f)), etpour n> 1, X'" = X'lka et £'% = uo(f'kaf

Alors TG(f) est le sous-préschéma réduit de G dont 1'espace sous-jacent est

1'adhérence de la réunion, pour n =1des £7°x'™). En effet, puisque f(X)

contient e, on a : £(X) C f'l(X'l)<: fz(Xz) (notation de 7.1 (ii)). Puisqu'on
1,1 10,1 2,2 e .

a aussi £ (X7) < £'(X'"") < £7(X7), pour qu'il existe un entier n tel que

™) = TG(f), il faut et il suffit qu'il existe un entier m tel que

f Moo My
£UE@') = TG(f).
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(vi) I1 résulte de la remarque précédente que, si X est un k-préschéma

séparable et géométriquement connexe, et si f : X —> G est un k-morphisme tel

que f(X)} contienne 1'élément neutre de G, alors le k-groupe TG(f) est connexe.

En effet, chacun des X' est alors connexe, si bien que la réunion des f'(X'")
(qui contiennent chacun e) est connexe, il en est donc de méme de son adhérence
T (£).

ot

(vii) Soient A et B deux sous-k-préschémas en groupes séparables d'un k-groupe G.

On appelle sous-préschéma en groupes des commutateurs de A et B dans G et on

note (A,B)G ou simplement (A,B) le sous-préschéma en groupes fermé de G
engendré par le morphisme v : AXB —> G défini par : (a,b) > a.b.a tpt
pour a € A(S) et b € B(S). Lorsque G est séparable sur k, on appelle groupe
dérivé de G, et on note Der(G), le groupe (G,G). Pour qu'un k-groupe séparable

G soit commutatif, il faut et il suffit que Der(G) soit le k-groupe unité,

¢ = ( g £7(x™) (avec les notations de
n >
7.1 (ii)). Notons que Té(f) est une partie de G stable pour la loi de groupe

(viii) Il nous arrivera de poser I

(au sens de 3.0).

Corollaire 7.3. Soient G un k-groupe, X un k-préschéma séparable, f : X -> G

un k-morphisme, Soit § un k-préschéma.

(i) Soit u < End G, tel que 1'on ait l'inclusion de préfaisceaux

S-gr. S

u(fs(XS))<: fS(XS) (ol fS(XS) désigne le sous-préfaisceau de G, image de X

par fs). Alors, on a u((TG(f))s)<: (TG(f))S (en tant que préfaisceaux).
. v s 1 s -
(i bis) Soit u € Auts_gr Gg tel qu'on ait u(fS(XS) fS(XS) (en tant que

préfaisceaux) ; alors on a u((TG(f))S) = (TG(f))S (en tant que préfaisceaux).

(ii) Soit u € Ends—gr G. tel que la restriction de u au préfaisceau fS(XS)

S

soit 1'identitité ; alors la restriction de u au préschéma (T‘G(f))S est

1'automorphisme identique.
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(iii) Soit Y un k-préschéma séparable et g : Y —> G un k-morphisme., Supposons

que, quel que soit le k-préschéma S', pour a € X (S') et £ € Y(8'), f o a et

g o b commutent (resp. (int (£ o a)) (gs;(YS,)) = gs,(YS.)). Alors on a

TG(E)‘: Centr TG(g) (xesp. TG(f)fi NormG TG(g)) (en tant que préfaisceaux).

(iv) Soit % un point de G rationnel sur k, Alors le k-groupe TG({ x }) est

commutatif,

(v) Soient A et B deux sous-préschémas en groupes de G séparables sur k. Si A

et B sont invariants (resp. caractéristiques), il en est de méme de (A,B).

Montrons (i). Posons H = (TG(f))S et H' = u-l(H). D'aprés (7.1 (1ii)),
il suffit de montrer que fs se factorise a travers H'. Par hypothése, u o fs
appartient 2 u(fS(XS))(X), donc & (fS(XS))(X), donc a fortiori & H(X), ce qui

-

signifie que u o fS se factorise a travers l'injection canonique de H dans GS'
donc que fS se factorise a travers H', cqfd.

I1 est clair que (i bis) est une conséquence de (i).

Montrons (ii). Puisque G est séparé sur k ( VIA'O.Z) Gg est séparé
sur S, donc la section unité de GS est une immersion fermée (5,1), si bien
que Ker (U o{u,c)) est un sous~ préschéma en groupes fermé de Gs(u(resp. c)
désignant la muitiplication (resp. la symétrie) de GS). Par hypothese le
préfaisceau Ker (U o{u,c)) contient le préfaisceau fS(XS), donc Ker (U o(u,c))
contient (TG(f))S (7.1 (iii)).

Montrons (iii). Rappelons (6.2 (iii)) que Centr, AE:)

(resp. Norm, TG(g)) est représentable par un sous-préschéma en groupes fermé
de G. Par hypothése compte tenu de (ii) (resp. (i)), Centr FG(g)

(resp. Norm FG(g)) contient f(X) en tant que préfaisceau, il contient donc

TG(f), cqfd,
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L'assertion (iv) est un cas particulier de {(iii), ol 1l'on prend
pour f et g l'injection du préschéma réduit de G ayant pour espace sous-jacent
le point fermé {x} dans G. Ce sous-préschéma est séparable puisque X(x) = k.
Montrons enfin (v). Soient S un k-préschéma, et u un automorphisme
intérieur (resp. un automorphisme de S-groupes) de GS' Par hypothése,

u(AS) = AS’ et u(BS) = B. ; on en déduit aisément, avec les notations de

S

(7.2 (vii)), que u(vS(A X B.) =v_ (A XB

%o Bg s (Ao S) ; donc, d'apreés (i), on a

u{(A,B)) = (A,B), cqfd,

Proposition 7.4. Soient G un k-groupe localement de type fini, X un k-préschéma

séparable, de type fini, et soit f : X —> G un k-morphisme., Supposons que

X soit géométriquement conmexe et que f(X) contienne 1'élément neutre e de G.

Alors (notations de (7.1 (ii)), il existe un entier N tel qu'on ait

fN(XN) = TG(f) (ensemblistement).

D'aprés (7.1 (iii) et EGA IV 2.6.1), nous pouvons supposer k algé-
briquement clos, D'apreés la remarque (7.2 (vi)), nous pouvons supposer que
¢ = ¢° ; enfin, d'aprés la remarque (7.2 (v)), il suffit de montrer qu'il

existe un entier N tel que (notations de (7.2 (v)) 1l'on ait : f’N(X'N)== TG(f).

Premier cas. Supposons X irréductible. Alors les £'™(X'™) forment une suite
croissante de fermés irréductibles dans l'espace G, qui est noethérien,
puisque G = c° est de type fini sur k (VIA 2.4). Donc cette suite est sta-
tionnaire, et il existe un entier m tel que erx™ = TG(f). De plus, puisque
X et G sont de type fini sur k, les £'" sont de type fini. Par conséquent,
£'™(X'™) est comstructible dans G (EGA IV 1.8.5), donc contient un ouvert U

de son adhérence TG(f) (EGA 0., 9.2.3). Alors (VIA 0.5), on a

v
T () cuue £120x12m) = T,(£), si bien que gr2mxi2my T ().
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Deuxidme cas. Supposons que X ait deux composantes irréductibles Al et A2.
Alors il existe a € (A1 n AZ)(k), puisque X est connexe. Donc les quatre
parties irréductibles AixkAj(i,j = 1,2) recouvrent Xx X, et 1'image de

chacune d'entre elles par f‘1 contient e, 8i fi? désigne la restriction

de f'l au sous-préschéma réduit Aix Aj’ posons

k
Y= (ApGA X (A X A X (A X A )X (4K, A) et
g = o (o (DX (£12))x, (1 o ((£35)x, (£57))). Alors Y est irréductible,

réduit et de type fini, donc on vient de voir qu'il existe un entier m tel
que g™ = TG(g). Mais en fait, f'l(X'l)‘: g(Y) Cf'A(X'a), si bien que

- Joam,4my
TG(f) = TG(g) et que f' (X' ) = TG(f).

Cas_général. Raisonnons par récurrence sur le nombre des composantes irréduc-
tibles de X (ce nombre est fini puisque X, étant de type fini sur k, est
noethérien). Supposons la proposition démontrée dans le cas oi X a au plus
r-1 composantes irréductibles, et supposons qu'il en ait r, & savoir

A1 e At' Alors e appartient & 1l'un des Ai’ supposons par exemple que

e € Al' Posons alors Y = TG(fr), ot fr désigne la restriction de f au-sous-
préschéma réduit A1 U ... UAr-l (nous supposons la numérotation des Ai choisie
de facgon que ce préschéma soit connexe, ce qui est toujours possible). Posons
zZ= ?fK;T. Alors Y est un sous-groupe irréductible réduit et fermé de G

(7.2 (vi)). Soit alors T =Y U Z et i l'injection du sous-préschéma fermé
réduit T de G. Il est clair (7.2 (ii)) que TG(i) = TG(f) et que T est connexe
(car puisque X est connexe, A1 U ... UAr-l et Ar ont en commun un point a,

et Y et Z ont en commun le point £(a)). De plus, e € T, et T a au plus deux

composantes irréductibles, puisque Y et Z sont irréductibles. D'apres
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1'hypothése de récurrence, il existe un entier m tel que, si on note Xr le

sous-préschéma réduit A_. U ... U A de X, on ait : £mE™ =T (f) = Y,
r- r r G 'r

1 1
Donc, puisque X;(: XetZc F(X), ona f(X)c YU z< £™X'™). D'autre part,
puisque T a au plus deux composantes irréductibles, on a déja vu qu'il existe
un entier p tel que i'P(T'P) = TG(i). or FG(i) = TG(f), et Tc f'm(X'm), donc

m o . ‘s
£ x™y = TG(f), et on montre, comme dans le premier cas, que cette derniére

égalité entratne £'2"P(x'2™P) = To(), cqfd.

Lemme 7.5. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, X un S-préschéma,

f:X => G un S-morphisme. On suppose X et G localement de présentation finie

sur S, et que pour tout s € S et pour tout point maximal g de GS, il existe

un point x de X tel que f(x)=g et que f soit plat en x. Alors le morphisme

u o (fxsf) : XXSX —> (G est couvrant pour la topologie fppf.

Notons que 1l'ensemble V des points de X en lesquels f est plat est
ouvert et que f [ V est un morphisme ouvert (EGA IV 11.3.1) ; donc quitte 3
remplacer X par V, on peut supposer f plat. Soit U = £(X), qui est un ouvert

de G. Alors XXSX —>> G est égal au composé XxSX —> UxSU —> G, ot le premier

morphisme est fidélement plat et localement de présentation finie, puisque

X —> U 1'est. 11 suffira donc de prouver qu'il en est de méme de Ux U —> G.

Or G > § étant localement de présentation finie et plat, il en est de méme

de U : stG —> G (qui est isomorphe & un morphisme déduit du précédent G = §

par un changement de base G —> S, cf. VIA 0.1), donc aussi du morphisme induit

UxSU —> G. Pour prouver qu'il est surjectif, il suffit de regarder fibre par

fibre, ol cela résulte de VIA 0.5.

Proposition 7.6. Soient G un k-groupe localement de type fini, X un k-préschéma

séparable et localement de type fini, et £ : X — G un k-morphisme. Pour que
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le foncteur TG(f) soit le faisceau associé pour la topologie fppf (ou la

topologie fpqc) au sous-préfaisceau en groupes de G engendré par 1'image du

morphisme de foncteurs £, il faut et il suffit que l'on ait :

™ - T, (f)

n=z1

Lorsque G est de type fini sur k, cette condition implique déja qu'il existe

un entier n tel que f" : X" —i>-TG(f) soit couvrant fpgc (et a fortiori
surjectif).

Posons X° = | | x™ ; soit £® XG)—4>‘FG(f) le morphisme dont
n=z1
la restriction 2 chacun des X" est le morphisme " — TG(f) déduit de f". Le

. s 3z 2 . - . . @® ®
faisceau considéré dans 1'énoncé est alors le faisceau image de X par £ H
donc (IV 4.4.3), dire que le foncteur FG(f) est le faisceau considéré revient

. @® ® . .
3 dire que f est couvrant. Montrons que, pour que f soit couvrant, il faut
. . @® . - . e s P . .
et il suffit que f soit surjectif. La condition est évidemment nécessaire ;
‘o . @ . . ® @® ® ®
réciproquement, si f est surjectif, alors : uo (f X, £ ) ¢ X XX —>-TG(f)
+m

m : . P
kX est canoniquement isomorphe a X s

et que dans cet isomorphisme, Uo (£

est couvrant (7.5) ; or puisque x™x

kfm) correspond 2 fn+m’ il est clair que

uo(fa&qub se factorise & travers fai si bien que £f® est couvrant. Enfin,

dire que £* est surjectif revient 2 dire que \__J f"x") = TG(f). Si G donc
=

TG(f) est de type fini, on en conclut qu'il e:isti n avec £(x") = FG(f), car

les £7(X") sont des parties ind-comstructibles des TG(f) (EGA 1V 1.8.4) de

réunion FG(f), et on applique EGA IV 1.9.9. Cela acheve de prouver 7.6.

Remarque 7.6.,1, Evidemment les conditions équivalentes de 7.6 impliquent que
le faisceau F envisagé est représentable. La réciproque est fausse en général
(prendre X réduit a un point !). Noter cependant qu'il résulte de EGA IV 8,14.2

que si F est représentable, il est localement de présentation finie sur k, donc
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la question est alors si le monomorphisme dominant F —> TG(f) est un iso-
morphisme, ou encore, une immersion fermée. Ce sera le cas en vertu de 1.4.2
si F est de type fini, par exemple si F connexe (3.5), par exemple si X est

connexe et si f(X) contient 1'élément unité de G.

Lemme 7.7. Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe localement de

type fini, X un k-préschéma séparable et localement de type fini, f : X > G

un k-morphisme et H un sous-préschéma en groupes de G tel que HE £(X),

Posons T'' = L.__J £7(x™). Soit Té (resp. Ho) le groupe des points de G(k)
n=z1
appartenant & T'' (resp. a H) (cf. 7.2 (viii)). Supposons que H soit d'indice

fini dans Té. Alors il existe un entier m tel que £(x™ = TG(f) (cf, 7.6),

et TG(f) est réunion d'un nombre fini de translatés de H.

Quel que soit n =1, fn(Xn) est une partie ind-constructible de G
(EGA IV 1.9.5 (viii)), il en est donc de méme de I'', si bien que, puisque G
est un préschéma de Jacobson, Té est dense dans T''. Par hypothése, il existe

. PR . [ | I .H .. . [ S
une suite finie a >a de points de To telle que To a1 JJ Uar Ho, d'ol

1’

TG(f) =T' = Té = a HOU...Uar.H0 = a .HOU..Uar.Ho = a .HOU...Uar.Ho puisque

1 1

la translation par a; est un homéomorphisme de G sur G, si bien que

1°

TG(f) =a HU...U a_.H. Il est d'autre part clair qu'il existe un entier p

1
tel que chacun des a, (1<1i<r) appartienne 2 £P(xP). Enfin, puisque

+1
Hc f(X), quel que soit i, on a : a,.HC fp+1(Xp+l), si bien que fp+1(Xp )=TG(fl

Proposition 7.8. Soient G un k-groupe localement de type fini, A et B deux

sous-k-préschémas en groupes séparables (i.e. lisses) de G. Supposons remplie

1l'une des conditions a) ou b) suivantes :

a) A et B sont invariants et de type fini sur k.




3N

b) A est connexe et B est de type fini sur k.

Alors (A,B) est de type fini sur k, et le foncteur défini par (A,B)

est le faisceau associé pour la topologie fppf (ou la topologie fpqc) au

préfaisceau en groupes des commutateurs de A et B dans G. De plus,

(A,B)° = (a,8%).(a%B).

D'aprés (7.6) pour montrer que (A,B) est le faisceau associé désiré,
il suffit de montrer qu'il existe un entier n tel que vn(Aka)n) = (A,B)
(notations de (7.2 (vii)). Pour montrer cela, ainsi que pour montrer les
deux autres assertions, on peut supposer k algébriquement clos (7.1 (iii),

EGA IV 2.6.1 et 2.7.1 et VI, 2,1.1).

Soient alors Bo,...,Bp les composantes connexes de B et A,O,...,Aq
celles de A (ces composantes sont en nombre fini puisque A et B sont supposés

de type fini sur k, donc noethériens). Soit v la restriction de v a AikaJ.

ij
Alors chacun des Ai et des BJ est irréductible (VIA 2.4,1), il en est donc

de méme de AOXkBJ et de Aikao. Puisque 1'élément neutre de G appartient 2

A° et a B®, il appartient 2 voj(onkBj) et 2 vio(A}x 8°). Alors chacun des

k
FG(voj) et des rb(vio) est connexe (7.2 (vi)). De méme, si Yo (resp. uio)
désigne 1'injection de T, (v .) (resp. Te (v. )) dans G, (A%,B) =T ((uo )? 0)
et (4,8°) = ((ulo)g ) sont connexes, De plus, on déduit aisément de (7.4)
et des constructions précédentes, qu'il existe un indice n tel que (A ,B) et
(A,Bo) soient inclus dans vn((Aka)n). Dans le cas b), on a (A,B) = (AP,B),
et on a terminé,

Placons-nous maintenant dans le cas a). Soit H le sous-préschéma

en groupes de G engendré par la réunion de (a,8%) et de (a%,B) ; toujours
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d'apreés (7.4), H est connexe, et il existe un entier m tel que vm((Aka)m)<3 H.
Donc l'ensemble sous-jacent 2 H n'est autre que (A,BO).(AP,B).

Etant donnée une partie X de G stable pour la loi de groupe (cf. 3.0),
nous noterons Xo le groupe des points fermés de G appartenant & X, Posons

T = L\__J vq((Aka)q). Alors, d'aprés la prop. 7.9 ci-dessous, on a :
q=1

(a°B) = (a%,B ), (A,B°) = (Ao ,B°) et T' = (A ,B ), si bien que

[o] [0} o] Q [ (o] [s] (o] o]
H =(A%B ).(A ,B°) est d'indice fini dans ['' (Bible exp. 3, appendice)
o] o] o (o (o] o]
puisque A.o et Bo sont invariants, et que Ag (resp. Bg) est l'indice fini
dans A (resp. B). Nous sommes alors dans les conditions du lemme (7.7) :
puisque V'((Ax B)™) H, il existe un entier p tel que V'P((ax B)'F) = (4,B),

et il existe une suite finie a 2 de points fermés de G telle que :

12 e
(A,B) = a;.H U...Uan.H. Alors puisque H est de type fini sur k, chacun des
aH est quasi-compact, donc leur réunion (A,B) est quasi-compacte, donc de
type fini sur k. Puisque H est irréductible, il en est de méme de chacun des

ai.H et puisque e € H, il est clair que H = (A,B)o, cqfd.

Proposition 7.9. Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe locale-~

ment de type fini,.

(1) Soient A et B deux parties ind-constructibles de G. Notons A =A(k) < G(k)

1'ensemble des points fermés de G appartenant & A, Alors (A.B)0 = AO.BO, 1e

second produit étant pris dans le groupe Go = G(k).

(ii) Soient X un k-préschéma séparable et localement de type fini, et

f : X —> G un k-morphisme, Posons F'G(f) = L___} £2(x™). Alors (I"G(f))o est
nz21
le sous-groupe de G0 = G(k) engendré par (f(X))o.

(iii) En particulier, soient A et B deux sous-préschémas en groupes lisses de
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G ; posons I'' = ( }vn(Aka)n) (notations de 7.2 (vii)). Alors Té est le
nz1
groupe des commutateurs de Ab et Bo dans Go.

Montrons d'abord la premiére assertion. Il est clair que AO.B0<I (A.Bzf
Réciproquement, soit z € {A,B)O. Alors u-l(z) est un fermé de Gx G, et AXB
(cf. 3.0) est une partie ind-constructible de GX G, si bien que u_l(z) n (Aka)
est une partie ind-constructible non vide de ka G ; elle contient donc un
point fermé de G (EGA IV 10.1.2) dont les projections x et y sont des points
fermés de G (EGA IV 10.4.7) tels que x € A, vy € B et x,y = z, si bien que
(A,B) =A_.B .
0 o' "o
Pour montrer la seconde assertion, remarquons que, £ &tant loca-
lement de type fini, £7(X") est une partie ind-constructible de G (EGA IV
1.9.5). La premidre assertion permet alors de montrer par récurrence que,
. n, n ~1.n L
si on pose A = (f(X))O, ona: (f&X ))0 = (AU A7), et par conséquent,

(Té(f)) =J¢"a™) =W avu A-l)n, qui est le sous-groupe de G
° nz1 ° nz1 °

engendré par A = (f(X))o.

La troisiéme assertion résulte de la seconde et des définitions.

Corollaire 7.10. Sous les conditions de 7.8, si k est algébriquement clos, alors

(A,B) (k) est le sous-groupe des commutateurs de A(k) et B(k) dans G(k).

En effet, il suffit d'appliquer 7.9 (iii), 7.8 et 7.6.

8. Préschémas en groupes résolubles et nilpotents

8.1. Soient C une catégorie, T une topologie sur C (IV) G un préfaisceau en
groupes sur (t, A et B deux sous-préfaisceaux en groupes de G. On note Comm(A,B)
le préfaisceau en groupes des commutateurs des préfaisceaux A et B dans le

préfaisceau G. Si G, A et B sont des faisceaux, on note Comm (A,B) le faisceau

T
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associé au préfaisceau Comm(A,B),
Si A est invariant dans G, on montre aisément que QQEE‘F(G:G)
(resp. QEEE-F(G»A))eSt le plus petit sous-faisceau en groupes invariant C
de G tel que le faisceau quotient G/C (resp. A/C) soit commutatif (resp. central

dans G/C).

Proposition 8.2. Soient 8 une catégorie, | une topologie  sur G, G un faisceau

en groupes sur (G, n un entier positif ou nul, Les conditions suivantes sont

équivalentes :
(i) Si_om pose : K, =G, et pour p 2 1, Kp = Comm(Kp—l’Kp-l)

(resp. KP = Comm(G,K

o l)), alors Kn est le préfaisceau en groupes unité.

Py . [ J— > ! = 1 L]
(ii) Si on pose K! =G, et pour p = 1, Kp Comm.“(Kp_l,Kp_l)

(resp. Ké = Comm (G’K;—l))’ alors K& est le faisceau en groupes unité.

(iii) Il existe une suite H° = G, Hl,...,Hn de sous~faisceaux invariants de G,

telle que, quel que soit i, le faisceau quotient Hi/ﬂi+1 (resp. G/Hi) soit

commutatif (resp. central dans G/Hi+1) et que Hn soit le faisceau unité.

Il est clair que K C K; ; par conséquent (ii) entrafne (i).

Montrons que (i) entrafne (ii). Il résulte de (IV 4.4.7) que si on
note A le faisceau associé 2 un préfaisceau A, et si A et B sont deux sous-pré-
faisceaux en groupes de G, alors on a : gggg.riz,§)<: §§§§ZK:§7. On en déduit
aisément par récurrence qu'on a K;<: EP’ donc K;<: En ; par conséquent, si K
est le préfaisceau unité, En = Kn est le faisceau unité, donc K& est le faisceau
unité,

Enfin les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes d'aprés la

remarque (8.1).
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Lorsque ces conditions sont satisfaites, le faisceau G est dit

résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n), Lorsqu'il existe un

entier n tel que ces conditions soient satisfaites, on dit que G est résoluble

(resp. nilpotent). On notera que cette condition est indépendante de T .

Proposition 8.3. Soient k un corps, S5 un k-préschéma non vide, Q1 une extension

algébriquement close de k, G un k-groupe lisse de type fini. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) G est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(ii) kaS est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(iii) Le groupe G(Q) est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(iv) Si_on pose K =G, et pour p 2 1, KP = (Kp~1’Kp-1) (resp. Kp = (Gpr-l))

(cf. 7.8), K est le k-groupe unité.

L'équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de la définition
(8.2), étant donné que la formation du préfaisceau en groupes des commutateurs
commute aux changements de base (IV 4.1.3),

L'équivalence des conditions (i) et (iv) résulte de (7.8).

Pour montrer que les conditions (iii) et (iv) sont &quivalentes,
on peut supposer que k = (J, et alors l'équivalence des conditions (iii) et (iv)

résulte de (7.10).

Proposition 8.4. Scit G un S-groupe de présentation finie, tel que pour tout

s € 8, GS soit lisse sur #{s), Soit T 1l'ensemble des s € S tels que Gg soit

résoluble (resp. nilpotent), Alors T est localement constructible dams S.

Si on suppose de plus G plat et séparé sur S (1,3. lorsque G est lisse de
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présentation finie et séparé sur S), alors T est fermé dans S.

Il est clair qu'on peut supposer S affine d'anneau A. Il existe alors

(10.1 et 10.10 b)) )

un sous-anneau noethérien A' de A et un A'-groupe de

type fini G' tel que G'®A,A soit isomorphe & G. De plus (EGA IV 10.8.5 et

11.2.6), si G est plat et séparé sur S, on peut supposer G' plat et séparé

sur Spec A'. De méme (EGA IV 9.7.7 et 9.3.3), on peut supposer que, pour

tout s' € §', Gé est lisse sur #(s). D'autre part puisque, si s' désigne

1'image de s dans Spec A', on a : Gé,@%(s,)K(s) - d G, pour que G_ soit

résoluble (resp. nilpotent), il faut et il suffit qu'il en soit de méme de

G;, (8.3). Nous somme donc ramenés zu cas oli S est un schéma affine noethérien.
Montrons alors que T est constructible., En appliquant le critére

(EGA 0I I 9.2.3), on voit, en raisonnant comme précédemment, qu'on est ramené

1
3 montrer que, dans le cas oll § est noethérien et intégre, T ou S-T contient
un ouvert non vide de S,

Supposons donc S intégre noethérien de point générique 7 . Posons,
quel que soit s € S, KZ =G, , et Kz = (K§~1,K§-1) (resp. Kz = (G,Kg-l)).

Montrons d'abord que la suite des sous-préschémas fermés Kg est
stationnaire ; il résulte de (7.3{(v)) que chacun des K% est invariant, donc
la suite des Kg est décroissante ; cette suite est alors stationnaire puisque

Gﬂ est noethérien ; il existe donc un entier n tel que, pour tout p 2 n , on

ait : K2 = K% .
n m

(*) Nous nous servirons au cours de cette démonstration de résultats établis

au numéro 10 qui ne dépendent, pas plus que le numéro 9, du présent n° 8.
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D'autre part, nous verrons en (10,12 et 10.13) qu'il existe un ouvert
non vide S' de S et un S'-groupe de présentation finie D tel que pour tout
s € §8', on ait D_ = Kz et (DS,DS) =D, (resp. (GS,DS) = Ds)' Nous pouvons
supposer que S' = S5, Alors, quel que soit s € §, et quel que soit p 2 n, on a
D = Kz » si bien que G_ est résoluble (resp. nilpotent) si et seulement si
D, est isomorphe au #n(s)-groupe unité.

Mais d'aprés (EGA IV 9.6.1) (xi), l'ensemble des s € §' tels que le
morphisme structural DS —> Spec #(s) soit un isomorphisme est constructible,
donc ou bien est rare, ou bien contient un ouvert non vide de §.

Montrons que si G est plat et séparé sur S, T est fermé ; puisque
T est localement constructible, pour que T soit fermé (EGA IV 1.10.1), il
faut et il suffit que T soit stable par spécialisation,

Soit donc s € 8§ et s' une spécialisation de s dans $. Puisqu'on
s'est ramené au cas ot S est noethérien, d'aprés (EGA II 7.1.9), il existe
un de valuation discréte A et un morphisme A —> § tel que s (resp. s') soit
1'image du point générique o (resp. du point fermé a) de A, Il suffit alors de
montrer que si on pose G' = G8>SA, et si q& est résoluble (resp. nilpotent),
il en est de méme de Gé. Remarquons que, puisque G est plat et séparé sur §,
qi est plat et séparé sur A, de sorte qu'on est ramené au cas olt S est le
spectre d'un anneau de valuation discréte A.

Puisque qi est supposé résoluble (resp. nilpotent), il existe un
entier q tel que gi (avec les notations introduites précédemment) soit iso-
morphe au #{a)-groupe unité. Soit EE 1'adhérence schématique (au sens de

(EGA 2.8.5)) de g: dans G. Montrons, par récurrence sur p, que (%5 )a‘D KZ .

Notons d'abord que, puisque G est plat sur A, 6; est égal a G (EGA IV 2,8.5),
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o

donc (ig)a = Ka

Notons vV, Vv , V les morphismes
L] a! al Va’ p

P ) , P — P P >

ks % G, (K ) Xx(a)( ) G, » K Xx(a)K G, »

KX KP-—>G (resp. X, K> —> G, 6 x , (k¥ ) —>¢
n(a) A > Pa™u(a) K ’a a’

P_ p crio g
xu(a)Ka Ga s Gy X w(a) %1 ~—% G, définis comme dans (7.2 (vii)). Alors

puisque Va se factorise 2 travers %1 , V se factorise i travers §§+1 qui est
évidemment un sous-préschéma en groupes de G, donc E§+l contient FG ). D'aprés

(7.1 (iii)), (TG(;))a = FG (;a) ; d'aprés, 1'hypothése de récurrence,
a

kPx
K x(a) (K ) X

p+l _ - =p+1
K I‘Ga(va) c TGa(va) c (KOL )a.

)(gi)a (resp. Gaxu(a)Kz )(gx) ), si bien que

#(a au(a

Mais puisque kY est isomorphe #{Q)-groupe unité, et que le A-groupe
unité est plat sur A et est isomorphe 2 un sous-préschéma fermé de G (G étant
séparé sur A (5.1)), il résulte de (EGA IV 2.8.5) que Kg est {somorphe au
A-groupe unité, donc que K:<: (ig)a est isomorphe au #(a)-groupe unité, si bien

que Ga est résoluble (resp. nilpotent), cqfd.

9. Faisceaux quotients,

Le présent numéro se borne pour l'essentiel 3 un rappel dans le cas
particulier d'espaces homogenes, de groupes,de faits généraux bien connus sur

le passage au quotient par des relations d'équivalences plates (cf, IV),

Définition 9,1. Etant donné un monomorphisme u : ¢' —> G de S-groupes, on

note G/G' (resp. G'\G) et on appelle faisceau quotient 2 droite (resp. 2

gauche) de G par G' le faisceau (pour la topologie fpqc) quotient de G par la




379

8o (idGXU)
relation d'équivalence définie par le monomorphisme : GX_ G' — > GXSG

s S
' Yo(uX1dG) . ' ‘
(resp, G X 6 ——> GXSG), ot & (resp. y) désigne 1'automorphisme de

GXsG défini par (g,h) F> (g,g.h) (resp. (h,g) > h.g,g)) pour g € G(T) et

h € ¢'(T).

Proposition 9.2. Soit u : G' ~¥» G un monomorphisme de S-groupes. Supposons

que G/G' soit représentable par un S-préschéma G", Alors :

(i) Le morphisme canonique p : G —> G" est couvrant pour la topologie fpqec.

(ii) Si on pose ¢" = p o € (ce morphisme s'appelle section unité de G"), les

diagrammes suivants sont cartésiens :

fo(id_xu)
Gx G ¢ e g' ———> G
5
PTy p ! P
G p G" . s ___'e"__} G"

En particulier, u est une immersion,

-

(iii) Il existe sur G" unme structure unique de S-préschéma 3 groupe d'opérateurs

32 gauche G, telle que p soit un morphisme de S-préschémas & groupe d'opérateurs

G.

(iv) Si on suppose de plus que G' est-invariant dans G, il existe sur G" une

structure unique de S-groupe telle que p soit un morphisme de S-groupes.

(v) Soit 8, un S-préschéma ; posons G, = GX.S G' = G'x 8,3 alors GO/Gé

est représentable par Gg = G"X So'

8

(vi) Soit I une propriété pour un S-morphisme., Supposons IP stable par chan-

gement de base ; alors si p : G —> G" vérifie IP, il en est de méme du
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morphisme structural 11! : G' —2* S,

(vii) Soit P une propriété pour un S-morphisme. Supposons IP de nature locale

pour la topologie fpgc (cf. 2.0). Alors, pour que le morphisme p : G —> G"

vérifie P, il faut et il suffit qu'il en soit de méme de ' : G' —> §',

(viii) Soit P une propriété pour un S-morphisme ; supposons P de nature locale

pour la topologie fpqc, et stable par composition ; alors, si les morphismes

structuraux G" —> § et G' —> § vérifient P, il en est de méme du morphisme

structural G —> S,

(ix) Supposons G réduit ; alors G" est réduit,

(x) Pour que G" soit séparé sur S, il faut et il suffit que u soit upne immersion

fermée, ou encore que €' soit une immersion fermée.

(xi) Pour que G' soit plat sur S, il faut et il suffit que p soit un morphisme

plat, ou encore fiddélement plat. Dans ce cas, pour que G" soit plat sur S,

il faut et il suffit que G soit plat sur S.

(xii) Pour que G' soit plat et localement de présentation finie sur §, il faut

et il suffit que p : G —> G" soit fidélement plat et localement de présentation

finie.Sous ces conditions, pour que G" soit localement de présentation finie

(resp. localement de type fini, resp. de type fini, resp., lisse, resp. étale,

resp, non ramifié, resp. localement gquasi-fini, resp. quasi-fini) sur S, il

suffit qu'il en soit de méme de G sur S, (et la condition est également néces~

saire dans les deux premiers cas, cf. (viii)).

(xiii) Supposons G' plat et de présentation finie sur S. Alors p est de pré-

sentation finie et fideélement plat ; de plus, pour que G soit de présentatiomn

finie sur S, il faut et il suffit qu'il en soit de méme de G".
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Rappelons que la relation d'équivalence considérée est effective
universelle (IV 4.4.9). Alors les assertions (i), (iii), (iv), (v) et la
premigre assertion de (ii) résultent de (IV 4.4.3, 5.2.2, 5.2.4, 3.4.5 et 3.3.2
(iii)). La seconde assertion de (ii) résulte de la premilre, comme le montre
S est isomorphe a G' :

G

) po(id Gxu)

> GXSG' G

le diagramme cartésien suivant, puisque (GxSG')x

{{eg oT'), idG’

m pry P

S G > "

Enfin, il est clair que €" est une S-section de G", donc une immersion
(EGA T 5.3.13) ; d'aprés le diagramme cartésien précédent, il en est de méme
de u, ce qui achéve de montrer (ii). De plus, (vi) est une conséquence immé-
diate du second diagramme cartésien de (ii).

Montrons (vii). D'aprés (i), p est couvrant pour la topologie fpqc ;
donc, d'apreés (ii), pour montrer que p vérifie P, il suffit de montrer que la

premigre projection pr, : GXSG' -3 ¢ vérifie P, ce qui résulte de ce que [P

1

est stable par changement de base, puisque pr, provient de T' par changement

1
de base,

I1 est clair que (viii) résulte de (vii), car M =T" o p, ol
m ; G" —> S désigne le morphisme structural.

Montrons (ix). D'aprds (i), p est un épimorphisme ; muisque G est
réduit, p se factorise & travers l'immersion Gged —> G, qui est donc aussi
un épimorphisme, donc un isomorphisme (IV 4.4.4).

Montrons (x). $i G" est séparé sur S, €" est une immersion fermée
(EGA I 5.4.6) ; d'apres (ii), si €" est une immersion fermée, il en est de

méme de u ; enfin, si u est une immersion fermée , il en est de méme de

éo(idGXu) : GXSG' —> GXgG 3 donc, d'aprés le lemme (9.2.1) ci-dessous, G"
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est séparé sur S.
L'assertion (xi) résulte de (vii) et de (EGA IV 2.2.13).
L'assertion (xii) résulte de (vii), de (EGA IV 17.7.5 et 17.7.7) et
de ce que, p étant universellement ouvert, quel que soit s € S, si l'espace
sous-jacent & Gs est discret, il en est de méme de 1'espace sous-jacent 3 G:.
Enfin, l'assertion (xiii) résulte de (vii), (viii), et de (EGA IV

17.7.5).

Lemme 9.2.1., Soient X un S-préschéma et R une relation d'équivalence définie

sur X par le monomorphisme v : R —> XXSX. Supposons R effective, Alors :

(i) v est une immersion.

(ii) Pour que Y = X/R soit séparé sur S, il faut et il suffit que v soit une

immersion fermée.

Rappelons (IV 3.3.2) que par définition le morphisme naturel
R —> XXX est un isomorphisme. On en déduit (EGA I 5.3.5) le diagramme

cartésien suivant :

v
I XI SX
Y _v/$ 2 YXSY

Alors, puisque AY/ est une immersion (EGA I 5.3.9), il en est de méme de v.

s
De méme, si Y est séparé sur §, AY/S est une immersion fermée, donc il en est
de méme de v, Réciproquement, puisque p est couvrant pour la topologie fpqc

(IV 4.4.3), que la propriété pour un morphisme d'@tre une immersion fermée est

de nature locale pour la topologie fpge (EGA IV 2.7.1) et que pXgp est aussi
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couvrant pour la topologie fpqe (IV 4.2.3), si v est une immersion fermée,

il en est de méme de A

v/s’ donc Y est séparé sur S,

Remarque 9.2.2. Sous les hypoth&ses générales de (9.2), si on suppose G' plat
et localement de présentation finie sur S, alors p est couvrant pour la topo-
logie fpqc (9.2 (vii), donc les assertions (vii) et (viii) de (9.2) peuvent

&tre étendues aux propriétés PP de nature locale pour la topologie fppf.

Remarque 9.3. a) La question de savoir si un quotient G/G' est ou non repré-
sentable est souvent délicate ; dans ce séminaire nous démontrons la repré-
sentabilité de certains quotients particuliers.

En général, pour pouvoir affirmer que le quotient G/G' est repré-
sentable, il ne suffit pas de supposer G et G' de présentation finie sur S
et G' plat sur S, car méme lorsque G et G' sont lisses sur S, il se peut que
G soit & fibres connexes, et que G' ne soit pas fermé dans G ; par suite
G/G' devrait &tre séparé (5.3), ce qui est en contradiction avec (9.2(x)).

Pour obtenir un tel contre-exemple, on peut prendre pour S le
spectre d'un anneau de valuation discréte, poser G = (Gm)s' Considérons
d'autre part un entier n > 1, inversible sur S ; alors un = Ker (G —3—> G)
est un sous-groupe fermé de G étale sur S (cf. VII). Soit G' le sous-groupe
ouvert de un obtenu en Stant de un la partie fermée de la fibre fermée de un
complémentaire de 1'origine. Alors G' n'est pas fermé dans G, donc G/G' n'est
pas représentable, (On peut aussi fabriquer de tels exemples ol G' est lisse
a fibres connexes).

b) Il n'est pas exclu que G/G' soit représentable en revanche, lorsque

G et G' sont de présentation finie sur S, et que G' est plat sur S et fermé



384

dans G (*). Sous ces hypothéses, on sait que G/G' est représentable dans les
cas particuliers suivants

1°- 8 est le spectre d'un anneau artinien (VIA).

2°- @' est propre sur § et G quasi-projectif sur $ (V 7.1).

3°- 8§ est régulier de dimension 1 (Raynaud, & paraitre),

10. Passage & la limite projective dans les préschémas en groupes et les

préschémas 3 groupe d'opérateurs.

10.0. Rappelons le résultat essentiel de (EGA IV 8.8) : Etant donnée la situation

suivante : So un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, I un ensemble préor-

donné filtrant croissant, «ji)iGI un systéme inductif de,Gé -Algébres commu-
o
tatives quasi-cohérentes, (= %Egl(]i, Si = Spec C%.pour i €1, et S = Speclt,

alors la catégorie des S-préschémas de présentation finie est déterminée 3
équivalence prés par la donnée des catégories des Si—préschémas de présentation

finie, des foncteurs entre ces catégories pij P X XX Sj pour i < j, et

S,
i
isomorphismes de transitivité pjk ° pij:$ pik . Précisons. Etant donné j € I,

et un Sj-préschéma de présentation finie Xj’ nous poserons, pour tout i € I tel
que j <i, X, =XX,S.,etX=XX,S. Alors (EGA IV 8.8.2) :
= i j s, i is,
J 3
i) Etant donné j € I, et deux Sj-ggéschémas de présentation finie

) . . . .
X, et Y., l'application canonique de lim HomS

(xi’Yi) dans Hom(X,Y) est bijec-
iz] 1

ii) Pour tout S-préschéma de présentation finie X, il existe un

indice j € I, un Sj—préschéma de présentation finie Xj et un S-isomorphisme
X5 .
—)XjXSjS

(*) C'est trop optimiste, comme le montre M. Raynaud dans sa thése
(loc. cit. X 14).
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On en conclut (EGA IV 8.8.3) que, chaque fois qu'on aura un diagramme
D portant sur un nombre fini d'objets et de flaches de la catégorie des
S-préschémas de présentation finie, on peut trouver un indice i € I et un
diagramme Di dans la catégorie des Si-préschémas de présentation finie, tels
que le diagramme D provienne & isomorphisme prés du diagramme Di par change-
ment de base § — Si' On peut méme trouver i et Di tels que tout carré

cartésien de D provienne d'un carré cartésien de Di'

10.1. De plus, un grand nombre de propriétés courantes pour un morphisme,
stables par changement de base, possédent la propriété suivante ; étant donné
un indice j € I deux Sj-préschémas de présentation finie Xj et Yj et un
Sj-morphisme uj : Xj ——>Yj, pour que u = quSjS ait la propriété P , il faut

et il suffit qu'il existe un indice i € I tel que j < i et que u, = uij Si
j

ait la propriété IP . Il en est ainsi dans le cas oli IP est 1'une des pro-

priétéssuivantes pour un morphisme : &tre séparé, surjectif, radiciel, affine,
quasi-affine, fini, quasi-fini, propre, projectif, quasi-projectif, un isomor-
phisme, un monomorphisme, une immersion, une immersion ouverte, une immersion

fermée, lisse, non ramifié ou &tale (EGA IV 8.10.5, 11.2.6 et 17.7.6). Remar-

quons qu'il en est encore ainsi dans le cas ol IP est la propriété d'étre couvrant

pour la topologie fiddlement plate localement de présentation finie (notée fppf);

en effet, étant donnés deux S-préschémas de présentation finie X et Y, et un
S-morphisme u : X —> ¥, il résulte de (IV 6.3.1 (i)) que, pour que u soit
couvrant pour la topologie fppf, il faut et il suffit qu'il existe un S-préschéma
Z et un S-morphisme v : Z —> Y fidélement plat et de présentation finie qui

se factorise & travers u,
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Le but de ce numéro est de donner des variantes de ce genre de
résultats pour la catégorie des S-groupes de présentation finie, celle des
S-préschémas & groupe d'opérateurs, et pour certaines propriétés pour des
monomorphismes de groupes (&tre invariant,central 32 faisceau quotient représen-
table, etc ...).

Les deux résultats préliminaires de ce type sont les suivants

10.2, Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I, Gj et Hj

deux Sj-groupes de présentation finie ; posons, pour tout i € I tel que

j<1i, G =GX, 5 ,G=GCX

S, et définissons de méme G Hi et H., Alors

i i Sj i h| SJ
) . . . , . e s
1'application canonique de %l? HomSi-gr.(Gl’Hl) dans Homs_gr.(G,H) est bijective

10.3. Dans la situation rappelée au début de (10.0), soit G un S-groupe de

présentation finie ; alors il existe un indice j € I, un Sj-groupe de présen~

tationﬂgégggiGj , et un S-isomorphisme de groupes de G sur GjXS s .
B

Les assertions (10.2) et (10.3) sont des conséquences faciles de
(10.0) et (10.1), compte tenu de 1l'interprétation de la structure de S-groupe

donnée en (EGA 0III 8.2.5 et 8.2.6).

10.4, Soient j € I, Gj et Hj deux Sj-groupes de présentation finie, et

uj : Gj-4> H.j un morphisme de Sj—groupes. Pour que u = quS S soit un mono-
i

morphisme central (resp. un monomorphisme invariant), il faut et il suffit

qu'il existe 1 € I, 1 2 j tel que u, = uij Si ait la méme propriété,
J

C'est une conséquence immédiate de (10.0) et (10.1) compte tenu de
la caractérisation donnée en (6.7) des monomorphismes de groupes centraux

et invariants.
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Corollaire 10.5., Soit j € I, et soit Gj un Sj-groupe de présentation finie. Pour

que G = G X

i%s S soit commutatif, il faut et il suffit qu'il existe i € 1,

]
i=j, tel que Gi = GjXS Sj soit commutatif,

3

En effet, il revient au méme de dire qu'un S-groupe est commutatif, ou

que, considéré comme sous-préschéma en groupes de lui-méme, il est central.

Proposition 10.6. Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient

jeE I, Gj un Sj-groupe de présentation finie, G3 un sous-préschéma en groupes

de Gj plat et de présentation finie sur Sj' Pour que GjXS S/GJ!XS S soit
k| h]
représentable (pour la topologie fpqc), il faut et il suffit qu'il existe

i€1I,1i2=j, tel que GjXS Si/ijS Si soit représentable.
| k|

C'est une conséquence du lemme plus général suivant :

Lemme 10.7. Soit T la topologie fppf ou fpqc ; soient j € I, Xj un Sj-gréschéma

de présentation finie, et Rj une relation d'équivalence sur Xj définie par un

Sj—monomorghisme vj : Rj —> X X

i S.Xj tel que le morphisme pry . 0V, : R, > X,

j s 3 1 3

déduit de vj par composition avec la premiére projection ijS Xj -—> X, soit
]

plat et de présentation finie. Alors, pour que le faisceau quotient

XjXS S/ijS S pour la topologie T soit représentable, il faut et il suffit
] ]
qu'il existe i € I, i j, le faisceau quotient ij

Sjsi/Rijsi pour la
topologie T soit représentable.

Compte tenu des énoncés de (EGA IV 8.8.2, 8.8.3, 8.10.5 et 11.2.6)

rappelés en (10.0), ce lemme est conséquence du résultat suivant :

Lemme 10.8. Soit T la topologie fppf ou fpqc ; soient X un S-préschéma de

présentation finie (resp. localement de présentation finie), R une relation




d'équivalence sur X définie par un momomorphisme v : R —> KxSX tel que pPry o v

soit plat et de présentation finie (resp. plat et localement de présentation

finie). Alors les conditions suivantes sont &quivalentes

(i) Le faisceau quotient X/R pour la topologie T est représentable.

(i1) Il existe un S-préschéma de présentation fimie (resp. locale-

ment de présentation finie) Y et un morphisme fideélement plat p : X = ¥

tel que le diagramme

pry OV

(0) pr, o v P

p

(ot pr, et pr, sont les projections XX_X—3X) soit cartésien.

1 2 S

Notons d'abord que d'aprés (IV 3.3.2 et 4.4.3), pour que le faisceau
X/R pour la topologie T soit représentable par Y, il faut etil suffit que le
diagramme (D) soit cartésien et que p soit couvrant pour la topologie ‘M

Montrons que i) entrainme ii), L'hypoth&se (i) implique que le

diagramme (D) est cartésien, donc que pr, ov se déduit de p par changement de

1
base par p, et que p est couvrant pour la topologie fpqc. Puisque pry oV
est fideélement plat et de présentation finie, (resp. fidélement plat et
localement de présentation finie), il en est de méme de p (EGA IV 2.7.1),

et comme X est de présentation finie (resp. localement de présentation finie)
sur S, il en est de méme de Y (EGA IV 17.7.4).

Montrons que ii) entraine i), I1 suffit de montrer que p est couvrant

pour la topologie fppf ; or p est fidélement plat par hypothése, et localement
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de présentation finie, puisque X et Y sont localement de présentation finie

sur S,

10.9. Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I, et Gj un

Sj-groupe de présentation finie. Pour que G° = (ijS 8)° soit représentable,
h|

. . : . . s . o — o

il faut et il suffit qu'il existe i € I, i = j, tel que (Gi) (ijs Si)

i

soit représentable.

La condition est suffisante (3.3).

Montrons que la condition est nécessaire. En effet, G°

est de pré-
sentation finie sur S et ouvert dans G (3.9). D'aprés (10.0), il existe i € I,

i = j, et un sous-préschéma en groupes ouvert G; de Gi tel que G;XS‘S = G°.

Le morphisme structural G° = S est connexe (i.e, 3 fibres géométri;uement
connexes (VIA 2.1.1). Alors, (EGA IV 9.3.3 et 9.7.7), quitte 3 augmenter i,

on peut supposer que le morphisme structural G; —> § est connexe, donc que l'es-

pace sous-jacent a G; n'est autre que (Gi)° (3.10.1), donc que G représente

(6)° .
10.10. Rappelons deux cas particuliers trés utiles de la situation énoncée
en (10.0) :

a) Etant donné un point x d'un préschéma X, on pose So = Spec Z et on
considére la famille (si)iEI filtrante décroissante des voisinages ouverts
affines de x ; alors 8 = Spec ny,x' En particulier, si x est le point générique
d'un schéma intégre X, on trouve S = Spec n(x).

b) On pose S, = Spec Z, et on considére la famille (Cli)iEI préor-

donnée par inclusion des sous-Z-alggbres de type fini de 1'anneau d'un schéma
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affine S, Etant donné que 1es()1-sont des anneaux noethériens, cela permet
dans de nombreux cas de passer du cas noethérien au cas général.
Nous allons maintenant donner deux résultats concernant le cas

particulier envisagé en a).

Proposition 10.11. Soient S un préschéma intégre de point générique 1 , G un

S-groupe de présentation finie, X un S-préschéma de présentation finie, u et v

deux S~-morphismes de X dans G, 1 : H—> G et j : K —> G deux monomorphismes

de présentation finie. Alors

(1) il existe un ouvert non vide S' de S tel que si on note G'

(resp., H', resp. X', resp. u', resp. v') la restriction de G(resp. H, resp. X,

resp. u, resp. v) au-dessus de l'ouvert S' de S, le foncteur

Transpu',v') (resp. Centr(u'), Centr .,H') soit représentable par un sous-S'-
Iransp

G!

préschéma fermé de présentation finie Ti (resp. G!

1

(ii) supposons que Kﬂ soit fermé dans G (ce qui est le cas si K

n

est un sous-S-préschéma en groupes de G (1.4.2)) ; alors il existe un ouvert

, Iesp. Cé) de G'.

non vide 8' de S tel que si on note G' (resp. H', resp. K') la restriction

de G (resp. H, resp. K) au-dessus de l'ouvert §' de S, le foncteur

transgg,(ﬂ',K') (resp. Norm ,K') soit représentable par un sous-S'préschéma

fermé de présentation finie Té (xesp. N') de G'.

(iii) supposons que H, et K soient fermés dams G (ce qui est le

cas si H et K sont des sous-préschémas en groupes de G (1.4.2)) ; alors il

existe un ouvert non vide S' de S tel que si on note G' (resp. H', resp. k")

la restriction de G (resp. H, resp. K) au-dessus de 1l'ouvert S' de S, le
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foncteur Transpstr .,(H',K') soit représentable par un sous-S'-préschéma fermé
L+

de présentation finie de G'.

Puisque Gn s Xn s Hn s Kn sont plats sur le corps ® (N), et que

G, est séparé sur x(m) (VI, 0.2), d'aprés (10.2, 10.10 a), EGA IV 8.8.2 et
8.10.5), il existe un ouvert affine S' de S tel que G' soit un 8'-groupe

de présentation fini, plat et séparé sur S', et que X', H' et K' soient plats
et de présentation finie sur S', Si on suppose Hﬂ (resp. Kﬂ) fermé dans Gn,
on peut choisir S' de sorte que H' (resp. K') soit fermé dans G'. D'aprés
(EGA IV 11.3.15), quitte & remplacer 8' par un ouvert affine de S', on peut
supposer que G', H', K' et X' sont essentiellement libres sur S' (au sens
de VIII (6.1)). Il résulte alors de (VIII 5.5 b) et e)(*)) que, sous les

hypothéses de 1l'énoncé, les foncteurs considérés sont représentables par

des sous-préschémas fermés (donc de présentation finie sur S') de G'.

Proposition 10.12, Soient S un préschéma intégre, G un S-groupe de présen-

tation finie, A et B deux sous-préschémas en groupes de présentation finie

de G, 2 fibre générique lisse, tels que A soit a fibre générique connexe

(resp. A et B soient invariants dans G). Alors il existe un ouvert non vide

S$' de S et un sous-préschéma en groupes fermé, D' de présentation finie, 2

fibres lisses de G' = GfS', tel que D' soit 2 fibres conmexes (resp. soit

invariant dans G'), et que D' représente le faisceau associé, pour la topologie
q

fppf ou fpqc, au préfaisceau en groupes des commutateurs de A et B dans G.

En particulier, pour tout s € 8', on a D; = (As’Bs) avec les notations de

(7.2 (vii)).

(*) Voir note page 40.
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Soit 7 le point générique de S ; posons Dﬁ = (Aﬂ ’Bﬂ)' D'aprés

(7.8) (resp. 7.3 v)), D! est connexe (resp. invariant dans Gn). D'aprés

i

(10.1 et 10.10 a)), il existe un ouvert non vide S' de S et un sous-S'-

»

préschéma en groupes D' de présentation finie et fermé dans G', & fibres

séparables (EGA IV 9.7.7 et 9.3.3), ayant Dﬁ pour fibre au point M , et

tel que D' soit 3 fibres connexes {i.e. géométriquement connexes (VIA 2.1.1))

(resp. soit invariant dans G') (EGA IV9.7.7 et 9.3.3, (resp. (10.4)). De
plus, nous avons vu, au cours de la démonstration de (7.8), qu'il existe

n 0y _ pe 3 . 3
un entier n tel que vﬂ((Aﬂ X n(n)Bn) ) =D', ol vn Aﬂ X %(n)Bn Gﬂ

est défini comme en (7.2 (vii)). Nous pouvons définir, par les mémes formules

qu'en (7.2 (vii)) et 7.1 (ii)), les morphismes V' : A’XS,B' > G' et

n .

V! (a'%_,B")" —> G', on a bien v'" Par conséquent (EGA IV

n
s o)™
8.8.3 , 8.10.5 et 11.2.6), on peut choisir S' tel que le morphisme ik

soit plat et se factorise a travers D', et que le morphisme (A'XS,B')n - D'

n+l

déduit de V'™ soit surjectif. Alors (7.5) le morphisme (A'X_,B') —> D!

Sl

déduit de v'H!

est couvrant pour la topologie fppf (et a fortiori pour la
topologie fpqc). Donc D' représente le faisceau associé, pour la topologie
fppf ou fpqc, au préfaisceau des commutateurs de A et B dans G. De plus,

pour tout s € 8', le morphisme (AS X n(s)Bs)n — D; déduit de v: est sur-

jectif ; donec (7.86), (AS,BS) représente le faisceau des commutateurs de

A et B_ dans G {pour la topologie fppf ou fpqc), d'ob D'_ = (As’Bs)'

Corollaire 10.13. Soient S8 un préschéma intégre de point générique M, G

un S-groupe de présentation finie, D un sous-S-préschéma en groupes de

présentation finie de G & fibres lisses et invariant dans G. Supposons

qu'on ait (Dﬂ’Dﬂ) = Dn (xesp. (Gﬂ’Dﬂ) = Dﬂ)' I1 existe alors un ouvert non
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vide S' de S tel que pour tout s € §', on ait (DS,DS) =D, (resp. (GS,DS) = DS).

Cela résulte immédiatement de (10.12) et de (EGA IV 8.8.2.5).

Les énoncés (10.2) et (10.3) concernant la catégorie des S-groupes
de présentation finie s'étendent & la catégorie des couples formés d'un
S-groupe de présentation finie et d'un S-préschéma de présentation finie

a4 groupe d'opérateurs G, De fagon précise :

10.14. (i) Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I,
et Gj et G3 deux Sj-groupes de présentation finie, Hj (resp. Hé) un
Sj~préschéma de présentation finie & groupe d'opérateurs Gj (resp. G&).

Posons, pour i € I, i > j, G, = GjX Si et G = G,X

S S
i 3

3
méme G!, G' , H,, H, H!, et H'. Notons Dihom ((G,H),(G',H')) 1'ensemble
i i i S-gr.

S, et définissons de

des di-morphismes de S-groupes et de S-préschémas 2 groupe d'opérateurs
du couple (G,H) dans le couple (G',H'). Alors 1'application canonique de

lim Dihomg ((G,,H,),(G!,Hd!)) dans Dihom ((G,H),(G',H"')) est bijective,
= i—gr. i°i i’ S-gr.

(ii) Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient G un S-groupe
de présentation finie et H un S-préschéma de présentation finie & groupe
d'opérateurs G ; il existe alors un indice j € J, un Sj-groupe de présentation
finie Gj’ un Sj—préschéma de présentation finie Hj a groupe d'opérateurs Gj
et un di-isomorphisme de S-groupes et de S-préschémas 2 groupes d'opérateurs

de (G,X. S, H,X. 8) sur (G,H).
i Sj j Sj

Définition 10.15. Etant donné un S-foncteur en groupes G et un S~foncteur H

a2 groupe d'opérateurs G, on dit que H est un S-foncteur en espaces homogénes

sous G pour la topologie T, si le morphisme canomnique GXSH — HXSH (défini par
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(g,h)+>»(g.h,h) pour g € G(T), h € H(T)) est un épimorphisme de faisceaux pour

la topologie T.

S8i G est un S-groupe et si H est un S-préschéma & groupe d'opérateurs
G, dire que H est un S-préschéma en espaces homogénes sous G pour la topologie
T revient donc & dire que le morphisme canonique GXSH —> HXSH défini comme

précédemment est couvrant pour la topologie T (IV 4.4.3).

De mBme, dire qu'un S-préschéma H & groupe d'opérateurs un S-groupe
G est un fibré principal homogéne sous G pour la topologie T (IV 5.1.5) revient
a2 dire (IV 5.6 (ii)) que le morphisme canonique GXSH —> HXSH est un isomor-

phisme et que le morphisme structural H —> S est couvrant pour la topologie T.

10.16, Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I, Gj un

-

Sj—groupe de présentation finie, Hj un Sj-préschéma de présentation finie a

groupe d'opérateurs Gj' Pour que H = HjX S soit un S-préschéma en espaces

J
S (resp. un fibré principal homogéne sous G) pour

J
la topologie fidelement plate localement de présentation finie, il faut et

S

homogénes sous G = ijs

il suffit qu'il existe un indice 1 € I, i 2 j, tel que Hi = Hjxs Si soit un
h]
Si-préschéma en espaces homogénes sous Gi = G,X Si (resp. un fibré principal

s,
1%

homogene sous Gi)'

Compte tenu de (10.14) et de (EGA IV 8.8.2, 8.8.3 et 8.10.5),
1'énoncé résulte de la propriété concernant les morphismes couvrants pour la

topologie fppf rappelée en (10.0).
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11, Préschémas en groupes affines.

11.0. Notations : soient S un préschéma, X un S-préschéma, f : X — S le

morphisme structural ; on pose QL(X) = £,(0T,).

Lemme 11.1. Soient X et Y deux S-préschémas quasi-compacts et quasi-séparés

sur §, f:X —> S et g:¥Y — 5§ les morphismes structuraux. Alors 1 'homomor-

phisme canonique

v AR ay) — Gt(xxSY)

Ts

est un isomorphisme dans chacun des cas suivants :

a) f et g sont affines

b) £ ou g est plat et affine

c) g est plat et f*(ﬁk) est un @é~Module plat.

Dams le cas b), on peut supposer que c'est g qui est plat et affine.

Posons S' = Spec (UX),Y' = YX_S', g' = gX

s S' et notons v le morphisme S' — S.

S
Alors Y est quasi-compact et quasi-séparé sur S, et, ou bien S' est plat sur
S (cas c) d'aprés (EGA III (1.4.15.5)), ou bien g est affine (cas a) et b)).

Alors (EGA III 1.4.15 et IV 1.2.7 ou II 1.5.2), on a :
- =
g'*(GY.) = v g%(@(Y) = A(Y) ®%6’S, .

D'aprés (EGA II 1.2.7), f se factorise 2 travers v au moyen d'un
morphisme p ¢+ G ~> §', et on a : KXY = XXS,Y' et p*(Ok) = ﬁé, . Puisque v
et f sont quasi-compacts et quasi-séparés, il en est de méme de p (EGA IV

1.2.2 et 1.2.4). Ou bien Y est plat sur S (cas b) et c)) et alors Y' est

plat sur 8', ou bien X est affine sur S (cas a)), et alors p est un isomor-
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phisme. Dans le premier cas, on peut de nouveau appliquer (EGA III 1.4.15 et
IV 1.2.7), et dans les deux cas, on trouve :

p'*(@’xx Y) = g'*p*(@’x) = g'*(als.) '—'G/Y1 s Ou P' = pxs!Y"
S

D'ol : O——(XXSY) = V*g'*p'*(e;(xSY) = V*g'*(ely,) = V*(O»(Y)®6,S®é|) =

Q,(Y)®@, Q(X) dtapres (EGA II 1.4.7).
S

Corollaire 11.2. On définit un foncteur X > Spec (LX) de la sous-catégorie

pleine des Sch/S des X-préschémas plats quasi-compacts et quasi-séparés sur S

tel que QLX) soit unw?é—Module plat, dans celle des S-préschémas plats et

affines sur 5. Ce foncteur commute aux produits finis, donc transforme S-groupes

en S-groupes.

Définition 11.3. Etant donné un S-groupe G plat, quasi-compact et quasi-séparé

sur S, tel que Q(G) soit plat sur @%, nous noterons Gaf , et nous appellerons

enveloppe affine de G le S-groupe G, . = Spec a(e).

11.4,. Etant donnés deux G’S-Modules E et fﬁ quasi~cohérents, notons

HomS(VC§), V(E)) le S-foncteur des morphismes de S-foncteurs de V(%) dans V(E),

et Honle,(V (ﬁ), V(E)) le sous-S-foncteurs de HomS(V(ﬁ), V(£)) formé des
S
eé-homomorphismes defis—foncteurs en modules {cf, I). Alors

Home,(VC§), V(E))(T) est en correspondance biunivoque canonique avec
S

o ~ 4
HomgS_Mod'(€®6ng,g}®aS Pt Homy (V) V) Fhomy 6i(©), wh).

Soit X un S$-préschéma, Alors l'ensemble des morphismes de S-foncteurs

de X dans Homs(ch), V(€)) est en correspondance biunivoque avec

HomS(XXSVC§), V(£)), donc 1'ensemble des morphismes de S-foncteurs de X dans
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Homg, (V(4), Vv (E)) est en correspondance biunivoque avec un sous-ensemble de

s
HomS(Xxsv(C‘V), v(E)) = Home,S-Mod'(E,a(XXSV({‘}‘))) (EGA II 1.7.13).

Proposition 11.5. Soient X un S-préschéma quasi-compact quasi-séparé sur S,

f : X —> S le morphisme structural, € et @ deux O'S—Modules quasi-cohérents.

On suppose vérifiée 1'une des deux conditions suivantes :

a) f est affine

b)éest plat sur (78.

Alors :
i) 1'homomorphisme canonique ¢ : G- (X) ®§ 5(6“) %Q(XXSV({Y()) est un
S
isomorphisme (oi 8(@) désigne 1'Algebre symétrique de 4).

ii) 1'ensemble des morphismes de S-foncteurs de X dans

o
Homy, (V(g‘), V(€)) est en correspondance biunivoque avec Homg _yioq (E, ax®@3),
S S ‘

Pour montrer i), d'aprés (11.1 a) et b)), il suffit de montrer que

si {Y‘ est plat sur @’S, alors V(%) est plat sur S. D'aprés (EGA IIT 1.4,15.5)
&

il suffit de voir que si {Y‘ est plat sur 38, il en est de méme de & ', ce qui

est un corollaire d'un résultat 44 2 Daniel LAZARD, suivant lequel tout module
plat sur un anneau est une limite inductive filtrante de modules libres de
type fini.

Montrons maintenant ii). Soit @ un morphisme de S-foncteur de X dans

Home,s(V(@), ¥(E)) ; il 1lui correspond un homomorphisme O de @“S-Modules de ¢
dans O«(XXS V({iS")) = O.(X) ®9 5(@) tel que si p est une S-section de X,
1'homomorphisme (CL(1) ® idasﬁ) op:E —>9'S®O,S‘5§= 54 corresponde i
a(n). Mais puisque a(r) € Homos(V(é), v(€£))(s), O,(ﬂ)@idﬁj‘, se factorise a

travers l'homomorphisme canonique injectif §—> onﬂ . On a donc, pour
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chaque S-section 7 de X un diagramme commutatif :

£ —P s aE 57

(n)®id

55 < &

3
ce qui montre que p se factorise i travers 1'homomorphisme canonique injectif

CL(X)®e < '—>Q(X)®9 $%F, donc p peut &tre considéré comme un homomorphisme
8 S
de E'S—Modules de € dans O.(X)®9 \3{‘
S

&
o -Mod. ¢, Q(X)@’es‘y) < HomB’S-Mod.

(E,Q(XXSVd‘)) ; il lui correspond un morphisme & de X dans HomS(V(./;‘), v(Eg)).

Réciproquement, soit p € Hom

Pour tout S-préschéma T et toute T-section 7 de XxST > @{N) correspond 2

a =3 . : o A
{7) & id "'_'D-f 2 e,T , homomorphisme de &£ @ vs - dans > Q® o v s

T
S
done af{m) € Hamﬁ {%’(.{%\‘), ¥{E))(T), ce qui montre que O est un morphisme de
s
X dans Homﬁ. {v(L), V({;‘)), ce qui prouve ii),.

5
11.6. Soient G un S-groupe plat quasi-compact et quasi-séparé sur S, tel que
a.{(G) soit un 3S—Modu1e plat &, et € un B’S—Module quasi-cohérent et plat.
Notons qu'un morphisme de S-foncteursde G dans Endﬁs(W(&)) = Hom&S(V(&), V(&)

définit une opération de G sur £, si et seulement si le morphisme correspon-

dant 0: GXSV(ﬁ) —> VY(g) vérifie les deux conditions suivantes :

1°) siy : GX_G — G désigne le morphisme structural, le diagramme

S
idGXG
GXSGXSV(e) stv(a)
uXidv(&) 8
Gx¥(E) 9 > V()

est commutatif.
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2°) s8i £ : S = G est la section unité de G, le diagramme

Ex idy (&)

sxsv(ﬁ) > stv(g)

"
V()

est commutatif,
11 revient alors au méme de dire que le morphisme p : € ~—>&(G)®9, é
s

déduit de 8 vérifie les deux axiomes suivants :

(M1 sir: o —>00 zar(c;XSG) est 1'homomorphisme @(8),

le diagramme

ida?;p
A% A0 agt
A® id P
£
et < P @

est commutatif,

(CM 2) Si M :0,-—>6$ est 1'homomorphisme O.(£), le diagramme

n® idE
a®t

@’S®E
L

est commutatif,
Il revient au méme de dire que le morphisme eaf : Gafxsv(ﬁ) = v{g)

correspondant 4 p définit une opération de G, sur € (comparer I 4.2).

f
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Par conséquent, il y a correspondance biunivoque entre opérations

de G sur £ et opérations de Gaf sur & .

Lemme 11.7. Soient G un S-groupe quasi-compact et quasi-séparé sur S,plat et

tel que Q{G) soit un 0’S—Modu1e plat &, et £ un G’S—Module quasi-cohérent. On

suppose soit gque G est affine sur S, soit que £ est plat sur S. Soit

p : £ —>A®¢ un homomorphisme définissant une opération de G sur £. Soit 60

un sous—G’S-—Module quasi-cohérent de £ tel que 1'homomorphisme § o =>0RL

déduit de p se factorise 3 travers 1'homomorphisme canonique (injectif, gréce

au fait que (b est plat !)CL®€0 ~>AQ € au moyen de 1'homomorphisme

Py :50 —A® 60' Alors p définit une opération de G sur ao(qu‘on appellera

opération induite sur 50 par p, et on dira que E o est stable sous p).

Cela résulte immédiatement des définitions et de (11.6). On remar-
quera cependant qu'en général 1'application canonique W(Eo) —>WI(L) n'est

pas injective.

Lemme 11.8. Soient G un S-groupe quasi-séparé et quasi-compact sur S tel que

Q(G) soit un 9S—Module libre @ de base (cpi),ﬁﬂ (9'S—Modu1e quasi-cohérent. On

suppose soit que G est affine sur S, soit que G g_tﬁ sont plats sur S. Soit

p :E—>Q ®¢ un homomorphisme définissant une opération de G sur £ , et soit

x € T(s,8). Posons p(x) =% v, ® x; , ol les x, €T (8,£) sont bien déterminés

par cette relation). Alors le sous-module .{"E £ engendré par les X, est stable

sous P, quasi-cohérent et de type fini sur @fs, et x €T (5,9).

I1 est clair que G est quasi-cohérent et de type fini. L'axiome (CM 1)

montre que L A (cpi) ® x; = b q)i®p(xi) ; d'autre part, A(cpi)= z cpj ® a5 d'ot
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by cpj ® aij ® x; = T @, ®p (xi), d'ol, puisque les @, forment une base de Q-,

p(xi) =X aji® x, , ol a5 €T (5,Q), ce qui montre que p(d) CO,®5“ , donc

i

\/J: est stable sous p . Enfin 1'axiome (CM 2) montre que x = I 'r](cpi) X, € I‘(S,J'{).
i

Proposition 11.9. Soit G un S-groupe quasi-compact qQuasi-séparé sur S tel que

Q. =QAG) devienne localement libre aprés extension fidélement plate quasi-

compacte de la base S (ce qui est le cas par exemple lorsque G est un groupe

réductif, comme nous le verrons dans XXV), et soit € ﬂé’S-Module quasi-cohérent.

On_suppose soit que G est affine sur S, et soit G et { sont plats sur S. Soit

p: & —>O®E un homomorphisme définissant une opération de G sur £ . Alors,

-Module quasi-cohérent % de £ il existe un plus petit sous- -

pour tout sous-&. S

S

Ve d
Module quasi-cohérent % de & contenant % qui soit stable sous p. Sa formation

commute 3 toute extension de la base 8' —3> §. Lorsque 4] est de type fini,

s
il en est de méme de P .

On se raméne aisémemrt par descente fidélement plate au cas ot (Lest

un QS—Module libre, auquel cas la proposition est conséquence du lemme 11.8.

Corollaire 11,10, Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé, G un S-groupe

quasi-séparé et quasi-compact sur S, tel que (1{G) devienne localement libre

aprés extension fidélement plate quasi-compacte de la base S, et soit £ un

G’S-Module quasi-cohérent. On suppose soit que G est affine sur S, soit que

G et £ sont plats sur S, On se donne une opération de G sur § . Alors £ est

limite inductive d'une famille filtrante croissante de sous-e’s—Modules quasi-

cohérents de type fini de £ stables sous G.

C'est une conséquence immédiate de (11.9) car & est limite inductive

de ses sous-Modules quasi cohérents de type fini (EGA I 9.4.9, IV 1.7.7).
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Remarque 11.10.1. J.P. Serre a remarqué que dans 11.9 (donec aussi dans 11,10)
i1 suffisait de supposer que pour toute ouvert affine U de 8§, il existe un
morphisme fiddlement plat U' —> U, avec U' affine d'anneau A', tel que
£<8UU' soit défini par un A'-module projectif (pas nécessairement libre). De
plus, lorsque S est localement noethérien régulier et de dimension 1, cette
hypothése peut &tre remplacée par la seule hypoth2se que G soit plat sur S
(ce qui implique que QL(G) est plat) ; voir a ce sujet J.P. Serre, Groupes

de Grothendieck des schémas en groupes réductifs déployés, Pub, Math. n° 39,

p. 37-52.

Proposition 11.11, Soit G un groupe algébrique sur le corps k. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) G est affine.

(ii) G est quasi-affine.

(iii) On peut faire opérer G fidélement sur un k-schéma quasi-affine.

(iv) On peut faire opérer G fidélement sur un vectoriel sur k (pas

nécessairement de dimension finie).

(v) G est isomorphe % un sous-groupe fermé d'un groupe Gl(n)k.

Démonstration. On a (i) =2 (ii) trivialement, et (ii)==> (iii),
car G opére fidélement sur lui-méme par translations & gauche. On a
(iii) => (iv), car si G opére sur X quasi-compact et quasi-séparé sur k, il
opeére aussi sur le vectoriel T(X,gx), grdce au fait que la formation de
f*(gx) (f : X —> Spec k le morphisme structural) commute 3 tout changement

de base S —> Spec k (EGA IV 1,7.12) ; donc il op2re sur l'enveloppe affine
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X' = Spec(T(X,QX)), et le morphisme canonique X -3 X' est évidemment com-
patible avec l'action de G ; ceci dit, si X est quasi-affine i.e. X —> X'
est une immersion ouverte, et si G opére fidélement sur X, il opére fidélement
sur X', ou ce qui revient au méme, sur le vectoriel V = T(X,QX), ce qui
prouve l'implication (iii)=—= (iv).

Supposons maintenant (iv), i.e. que G opére fidélement sur le vectoriel
V. Alors, en vertu de 11.10, V est limite inductive de sous-espaces vectoriels
Vi de dimension finie, stables sous 1l'action de G. Si Ki est le noyau de

l'action induite de G sur Vi » L.e. de G — Aut , alors Ki est un

v,
i
sous-schéma fermé de G, et l'hypothése que G opére fidélement s'exprime

aussitdt par le fait que l'intersection des Ki est le sous-groupe unité de G.

Comme G est noethérien, il s'ensuit que l'un des K, est déji réduit au groupe

i

unité, donc que G —> AutV
i
fermée en vertu de (1.4.2), ce qui prouve que (iv)==> (v). Comme (v) ==> (i)

est un monomorphisme., C'est donc une immersion

trivialement, cela prouve 11.11.

Remarque 11.11.1. M. Raynaud nous signale qu'on peut généraliser 11,11 au cas
d'un schéma en groupes quasi-compact et quasi-séparé G sur un schéma S loca-
lement noethérien régulier de dimension £ 1, en supposant de plus G plat sur
S. On a alors équivalence des conditions suivantes :

(i) G est affine sur S,

(ii) G est quasi-affine sur S.

(iii) On peut faire opérer G fiddlement sur un S-schéma quasi-affine,

(iv) On peut faire opérer G fid2lement sur un Module quasi-cohérent
plat sur S.

(v) (Si G est de type fini sur S et S noethérien), G est isomorphe
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4 un sous-groupe fermé d'un Autv , ot V est un Module localement libre de

type fini sur S.

Lemme 11.12. Soient k un corps, G un k-groupe quasi-compact. Posons A =0a(6).

Etant donné x € A, il existe une sous-k-algébre de type fini V de A tel que

x €V, que MV) C v ®kV et u(V) © V, ot u désigne 1'involution de A correspon-

dant 3 la symétrie de G.

D'aprés (11.3), on peut remplacer G par G donc on peut supposer

af’
G affine.

Soit (@i) une base de A, Alors A(x) =X ®, ® a, et A(wi) =5 mj&bji ;
1'axiome (HA1l) de (I 4.2) montre que % ®; ® A(ai) =Z A (wilgai, d'ol
A(ai) =z bij ® aj. Soit alors V la sous-k-algiébre de A engendréepar les bij
et les u(bij). I1 est clair que V est une k-algébre de type fini. L'axiome
(HA1l) montre aussi que & A (mj) ® bji =% ®; ® A (bji)’ et on en déduit que
A(bij) =3 biﬁgbkj et que A (u(bij)) =7 u(bkj) ® u (bik)’ Puisque A est un
homomorphisme d'algébres, on en déduit que A(V) € V ® KV et u(V) ¢ V. Enfin
1'axiome (HA2) de (I 4.2) montre que a, =T n(aj) bij et que x = ¥ 7 (cpi)ai s

si bien que x € V.

Proposition 11.13, Soient k un corps et G un k-groupe affine d'algebre A. Alors

G est limite projective d'un systéme filtrant croissant de k-groupes affines

de type fini, dont les morphismes de transition sont fidélement plats.

Comme 1'ensemble des sous-k-algeébres de type fini de A stables par A
et u est stable par engendrement, A est limite inductive d'une famille filtrante

croissante (Bi)iEI de sous-k-algébres de type fini stables par A et u. Alors,
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chaque algébre B, munie de 1'homomorphisme B, —> Bi®kBi déduit de A et de la

restriction de u a B, est munie d'une structure d'hyperalgébre associative
augmentée involutive, donc (I 4.2) est la k-algébre d'un k-groupe affine

G;, de type fini sur k. Enfin, puisque A = limV, , G = Lim G, (EGA IV 8.2.3).
Les morphismes de transition sont fideélement plats d'apr2s le lemme suivant :

Lemme 11,14, Soient k un corps, G et H deux k-groupes affines de type fini,

u : G —> H un morphisme de k-groupes, et u® : B —> A 1'homomorphisme de

k-algébres correspondant. Pour que u soit fidelement plat, il faut et il suffit

que u® soit injectif,

La condition est évidemment nécessaire (EGA IV 2,2.3 et Ory 6.6.1).
Montrons qu'elle est suffisante, Posons K = Ker u. Alors G/K est un k-groupe
de type fini (VIA 5.2), et u se factorise en G ——B—ﬂ7 G/K -Z—+> H, ol p
est fidélement plat (VIA 3.2) et ot v est un monomorphisme de k-groupes de
type fini, donc une immersion fermée (1.4.2). Puisque H est un schéma affine,
et que v est une immersion fermée, G/K est un schéma affine (EGA I 4.2.3),
et, si on note C 1'algébre de G/K, 1l'homomorphisme v® : B —> C est surjectif
(loc, eit.). Or, puisque u® est injectif, et que u® = p°® o v°, v° est aussi
injectif : c'est un isomorphisme, donc v est un isomorphisme, et, puisque

p est fidélement plat, il en est de méme de u.

Définition 11.15. Etant donné un corps k, un k-espace vectoriel V, un k-groupe

G opérant sur V, et un vecteur v € V, on dit que v est semi-invariant sous

G si le sous-espace vectoriel kv est stable sous G.
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Notons A 1'algébre de G, et p : V —> A»®kv 1'application linéaire
qui définit 1'opération de G sur V. Dire que v est semi-invariant sous G
revient a dire qu'il existe A € A tel que, pour tout w € kv, p(w)=Mw. Lorsque
v # 0, 1'élément A € A est bien déterminé par cette relation, on 1'appellera
poids de 1'élément semi-invariant v. Dire que v est semi-invariant d'invariant
X revient a dire que ®(g,v) = A(g) v pour tout g € G(k), ot X : G —> gm’k

est le morphisme définit par \. On voit donc que A est un caractére de G,

appelé caractére associé a 1'élément semi-invariant v.

Théoréme 11.16. (Chevalley). Soient k un corps, G un k-groupe algébrique

affine, H un sous-préschéma en groupes fermé de G. Alors il existe un

nombre fini d'éléments a, linéairement indépendants de 1'algébre A de G,

tels que H soit le plus grand sous-préschéma en groupes fermé de G sous

lequel les ai soient semi-invariants ; on peut de plus supposer que tous

les a; ont méme poids sous H.

Rappelons que, puisque G est affine, il en est de méme de H
(I 4.2.3). Soit A (resp. B) 1'algébre de G (resp. H) ; d'aprés EGA T 4.2.3,
il existe un idéal I de A tel que B soit isomorphe 3 A/I. Puisque G opére
sur lui-méme par translations & gauche, il opére aussi sur A, cette opération
se traduisant par 1'application diagonale A : A —> A® A (1 4.2 et 4.7.2).
Puisque G est de type fini sur k, A est de type fini sur k, donc I admet
un systéme fini de générateurs (gl,...,gr). I1 résulte de (11.9) qu'il
existe un sous-espace vectoriel V de dimension finie de A stable sous G,
et contenant chacun des 8- Posons alors W = VN I, c'est un espace vectoriel

sur k de dimension finie, dont nous noterons d la dimension. Puisque V
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contient tous les g , W engendre 1'idéal I. Notons p : A —> A/1 =B
1'application canonique, et 9 = p ® idA =A® A—> (A/1) ®kA“ Alors 1l'action
de H sur A est déterminée par q o A : A—> B ®kA' Puisque H est un Sous-
préschéma en groupes de G, l'application diagonale

A/T —> (A/1) ®, (a/1) = ((A/D) ®A)/((A/1) ® 1) se déduit de q o A par passage
au quotient, ce qui montre que (q o A)(I) C (A/I) ®kI’ autrement dit, I est
stable sous H. Puisque V est stable sous G, donc sous H, on voit que W est

stable sous H.

Posons E = Adv, soit (wl,...,wd) une base de W sur k, et soit

(eo,...,en) une base de E sur k contenant e, = AL Aw

p : X . . d , ..
de G sur v détermine canoniquement une opération de G sur A V, qui définit une

4- L'opération

application linéaire p : E — A‘®kE' Posons p(ei) =X a; ® ej, et a; = a?
Puisque W est stable sous H, si on pose 0 = (p ® idE) op : E—> (A/T) ®kE’
il est clair que O(eo) est proportionnel 2 e , autrement dit, pour

1<i<n, ona ay € I. L'axiome (CML) de (T 4.7.2) appliqué a

- =z L
p(eo) z a, ®e:,L montre que ZA(ai) ® e, z a; ® p(ei) a, ® aj ® ej s

d'od on déduit que A(a,) =a ® a, +2Z a, ® a) ; donc, puisque pour j = 1,

i o i 521 i i
aj € I, on voit que q o A(ai) = p(ao) ® a;, si bien que pour 1 <i<n, a;
est semi-invariant sous H de poids p(ao), indépendant de i. Extrayons du
systéme (al,...,an), un systéme maximal de vecteurs linéairement indépendants,

dont on peut supposer qu'il se note (al,..,am). Alors les a,, i =1,..,m

sont linéairement indépendants, semi-invariants sous H, et de méme poids.

Réciproquement, soit H' un sous-préschéma en groupes fermé de G
P g P

sous lequel chacun des ai (1 < i< m) est semi-invariant. Montrons que

1
H = H. Il existe de mé8me un idéal I' de A tel que l'algébre B' de H' soit
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isomorphe & A/I' ; notons p' : A-—= A/I' l'application canonique, et
q' = p'® idA. Par hypothése, pour 1 € i < m, il existe Xi € B' tel que

q' o A(ai) = Ep‘(aj) ® ag = Ai ® a;. Or 1'axiome (CM2) de (I 4.7.2) montre

que e, = z ﬂ(a;) ej , donc que n(a;) 6ij (symbole de Kronmecker) ; 1'égalité

z p’(aj) ® n (a;) = lj ® n(ai) s'éerit donc p'(ai) =0 pour 1 <i<m, car

n(ai) = n(ag) = 0 pour 1 €i<m; par conséquent, on a a; € I' pour
1< i<m, sibien que a; € I' pour 1 < i £ n. Donc, si on pose
o' = (p'® idE) o A, G'(eo) =X p'(ai) ® e, est proportiomnnel 2 e , de sorte

que g' o A (W) < A/T! ® W, autrement dit que W est stable sous H'. Puisque
W engendre 1'idéal I, I est stable sous H', donc q' o A(I) < (A/I') ®k1,
et q' o A définit par passage au quotient une application linéaire

A/T —> (A/1") ®, (A/1)=((A/T') ® A)/((A/1') ® T) donc la restriction 2
H'X, H du morphisme de multiplication de G se factorise a travers H, ce

k

qui implique que H' est un sous-préschéma en groupes de H, cqfd.

Théordme 11.17. (Chevalley). Soient k un corps, G un k-groupe affine (non

nécessairement algébrique), et H un sous-préschéma en groupes fermé de G

invariant dans G; alors le faisceau quotient (pour la topologie fpqc) G/H

est représentable par un k-groupe affine.

Premier cas : Supposons d'abord G algébrique. D'apreés (VIA 3.2), le conoyau

K de l'injection H -——> G existe, le morphisme canonique p : G —> K est
couvrant pour la topologie fpqc, et K représente le faisceau quotient G/H
pour la topologie fpqc ; il s'agit donc de montrer que K est affine. Supposons
d'abord k algébriquement clos, G réduit et connexe et H réduit. D'aprés

(BIBLE 4, cor du th, 1), il existe une représentation linéaire de dimension

finie p : G —> GL(V) telle que (Ker p)red = H. Par 11.11, G/Ker p est affine
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donc (G/H)/(Ker p/H) est affine, donc aussi G/H, le groupe Ker p/H étant fini.
Si k est algébriquement clos, et G et H réduits, alors
(6/m)/(6°/1 0 ¢°) est fini, comme quotient de G¢/G°, et G°/H N G° est affine,

donc G/H est affine.

Dans le cas ol k est algébriquement clos, et G et H quelconques,

(kaH)re est isomorphe 2 (Gred)xk(H

d red
a (G/H)red. Puisque (Gred)/Hred) est affine, il en est de méme de G/H

), donc (Gred)/(Hred) est isomorphe

(EGA I 5.1.10), car, puisque G/H est de type fini sur k, son nilradical
est nilpotent,

Dans le cas oi k est quelconque, G‘%kE / H‘@ki est isomorphe 2
(¢/H) ®kE (9.2 v)), donc puisque le premier est affine, il en est de méme

du second, donc G/H est affine

Deuxidme cas : Cas général. D'aprés (11.13), l'algébre A de G est limite

inductive d'une famille filtrante croissante (Ai) de sous-algebres de

i€1
type fini de A stables par l'application diagonale et 1l'involution. D'apreés
(EGA I 4.2,3), H est affine, et si on note B 1'algdbre de H, 1'homomorphisme
A —> B déduit de 1l'injection H —> G est surjectif, Posons I = Ker (A = B),
I, =1 n A et B, = Ai/Ii ; puisque la structure d'hyperalgébre associative
augmentée involutive de A passe au quotient A travers I, on vérifie aisément
que celle de Ai passe au quotient & travers Ii’ si bien que Bi est l'algébre
d'un k-groupe affine de type fini Hi 3 i1 est clair que B = lim Bi' D'aprds
(EGA I 4.2.3), Hi est isomorphe 2 un sous-préschéma en groupes fermé de Gi'

D'apr2s (6.7) le fait que H soit invariant dans G s'exprime en disant qu'un
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-

certain morphisme kaG -3 (3 se factorise & travers l'injection H — G,
autrement dit que 1'homomorphisme correspondant A —> B ®kA se factorise &
travers 1'homomorphisme canonique A —> B ; on vérifie aisément que 1'homo-
morphisme Ai —_ Bi ®kAi défini de maniére analogue se factorise & travers
Ai — Bi’ donc que Hi est invariant dans Gi' D'aprés ce qui a été vu précé-
demment, Gi étant de type fini sur k, Gi/ Hi est représentable par un

k-groupe affine Ki’ dont nous noterons C, 1'algébre. Posons alors C= Lig Ci’

i
et soit K = lim K, le k-préschéma affine d'algébre K (EGA IV 8.2.3).

Montrons que K représente G/K ; pour cela, il suffit de vérifier

kG —-7G><k
fpqe. (IV 4.4.3). Or pour chaque i, ou H X, G, =5 G.X, G., donc il en est

i ki i ki i
de méme du morphisme obtenu en passant 3 la limite projective ; enfin chacun

que HX G, et que le morphisme G —> K est couvrant pour la topologie

des morphismes G, —> K, est fidelement plat (9.2 (xi)), autrement dit C,
est fidelement plat sur Ai ; puisque A = 1lim Ai et C = 1lim Ci’ on en déduit
que C est fidelement plat sur A, si bien que G —> K est un morphisme fidé-
lement plat. Puisque ce morphisme est affine, il est quasi-compact, donc

couvrant pour la topologie fpqc, cqfd.
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ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

par P. GABRIEL

Dans 1'exposé II nous nous étions limités & 1'étude des invariants
différentiels du premier ordre et nous n'avions pas abordé certains phénoménes
spéciaux & la caractéristique p > O ou & la caractéristique O . Notre objet
dans la partie A de cet exposé est de combler cette lacune. D'ailleurs,
1'étude infinitésimale d'ordre quelconque d'un schéma en groupes est reliéde
3 celle du groupe formel associé; 1'objet de la deuxidme partie de cet exposé
est de présenter les premidres définitions et propriétés concernant les

groupes formels.

*
A) Opérateurs différentiels et p-Aladbres de Lie

1. Opérateurs différentiels

Dans les paragraphes 1, 2 et 3 qui suivent, S désigne un préschéma
et les produits considérés sont des produits cartésiens dans la catégorie des
S-préschémas, 81 X est un S-préschéma, nous notons PX/S sy Py ou simple-

ment p le morphisme structural de X dans S .

1e1¢ Soit u: Y—3X un morphisme de S-préschémas et munissons 1'image
directe u*( (_)Y) du faisceau structural de Y de la structure de QX-Module

induite par u . Le faisceau 14 =geom -1

0., u/( 0,) des homomorphismes
x> T =Y
py &)

La partie A du présent exposé n'avait pas été traitée sérieusement dans les
eXposés oraux.
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de p;(1 (Qs)-Modules de '(')'X

structure de gx-bi-Module : 81 U estunouwertde X, f et d des sec-

tions de QX ec Hsur U, fd et df sont respectivement les morphismes

dans u*(_QX) est donc muni naturellement d'une

x> £ dlx) et x— a(f x) de Oy dans u*(Q_Y) . Noug éorirons désormais
(ad £)d au lieu de fd - daf .

Une S-dévistion d'ordre ¢ n est par définition un couple D = (u,d)
formé d'un morphisme de S-préschémas u: Y -3 X et d'un morphisme de
p"@s) -Modules d : Oy —>u @Y) tel que

¥* —
(%) (ad fo)(ad f1)...(ad fn) d=
pour tout ouvert U de X et toutes les suites de n + 1 sections

£0ee0f  de Oy sur U. Siles égalités (%) sont vérifides, nous dirons

aussi que 4 est une S-déviation de u d'ordre & =n . En particulier, une

S-déviation d'ordre £ O est un morphisme de waModules de _(_)_X dans u*(_QY).

Un morphisme de p—1(QS)—Modules d de Oy dams u*(QY) est une
S-déviation de u si, pour tout point y de Y , il existe un voisinage
ouvert U de u(y) dans X et un voisinage ouvert V de y dans Y
vérifiant les conditions suivantes : a) w(V)C U; b) si v: Vs U est
le morphisme induit par u, il y a un entier n tel que le morphisme
o —> v*(g._r) induit par 4 soit une S-déviation dtordre £ n . Si 4 est
une S-déviation de u , nous disons aussi que le couple D = (u,d) est une
S-déviation et il nous arrivera d'écrire Y .......]2._.) X ou Y __i__> X.
Lorsque d est l'homomorphisme d'Algébres qui définit u , nous écrirons

gussi u au lieude D .

1.2 Considérons maintenant deux S-déviations D=(u,d) et E=(v,e) :

E D

s Y X

[

hY
L4

Lorsque U parcourt les ouverts de X , les applications oomposées
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e (u‘"’U}

f"(v.1u-1U,QZ) & r'(u-‘lU,O) <——d(U)— P(U’QX)

définissent une S-déviation de uv que nous noterons de ; lorsque d est
dlordre ¢ m et e d'ordre { n, de est d'ordre £ mtn . Nous écrirons aussi

DoE = (uv,de) et nous dirons que DE ou DE est la S-déviation composée.

Lorsque d est l'homomorphisme d'Algdbres définissant u(D = u avec la

conventien ci-dessus), on dit aussi que DE est l'image de E par u .

L'application (D,E) k> DoE que nous venons de définir nous per-

mettra désormais de parler de la catdsorie des S-déviationg qui a pour objets

les S-préschémas, pour morphismes les S-déviations.

1.2.1. Supposons par exemple Y égal & I, = Spec _Qﬁf T} / (TZ) et v égal

a4 la section définie par 1'homomorphisme d'Algtbres de O, [rl/ (1) dans -QZ
qui s'annule sur laclasse % de T modulo ™ . On peut prendre alors pour

e le morphisme de Q,-Modules qui s'annule sur la section wnité de 0, (7] /(T2)
et qui envoie t sur la section unité de Q_Z e Sil'onpose D=u et

w=uv , de est alors simplement une S-dérivation de QX dans w*(gz) H

pour tout S-morphimme w : 2 - X on obtient ainsi une correspondance

biunivogue entre les S-dérivations de 0O, dans w*@z) et les S-déviations

X
de w de la forme woE , oli u parcourt les morphismes de IZ dans X

prolongeant w .

1.2,2. Si 4 est une S-déviation de u , d est évidemment une S'-déviation
de u powr tout morphisme s : S —S' . D'autre part, soient ¢ : T 58
un morphisme de but 8§, Up YT —_ XT le morphisme déduit de u per chan-

gement de base et t, , t, les projections canoniques de Y, , X, dans L,X.

X

I1 existe alors une T-déviation de Un, et une seule que nous noterons
d, = dt, . Si 1'on pose D = (u,d) ,

et DT sont déduits de

dT ou d xT et qui vérifie 1'égalité ty v

on écrira aussi Dy = (uT,dT) et nous dirons que d‘I‘

d et D par changement de base.
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Seient par exemple u: Y —=>X et v: 2 —3T deux S-morphismes,
d et e des S-déviations de w et v . Nous noterons dxe (produit de
d et e) la S-déviation de uxv égale & dpoey = epod, + Si 1'on pose

D= (wd) et E = (v,d) , nous écrirons aussi DxE = (uxv, dxze) .

1.3, Supposons maintenant Y égal & S ; elors u: S — X est une sec~
tionde p: X —> S, clest-a-dire une immersion ; on peut alors donner des
S-déviations de u 1llinterprétation que voici : soient Iu le noyau de 1‘'homo-
morphisme de u-1@x) dans O, qui définit u, d un morphisme de
p-1(Qs)-Modules de 0, dans u*(_Qs) et d': u"(_QX ——> 0. le morphisme

2.4 =-S5
associé canoniquement & d . Alors d est une S-déviation de u d'ordre { n

gi et seulement si d4' s'annule sur IE“ .

Cette interprétation peut &tre généralisde comme suit : solent
uw: Y—>X un S-morphisme quelconque et [ u le graphe de u , c'est-a-dire
le morphisme Y —> YxX de composantes Id Y et u . Pour toute S-déviation

d de u d'ordre L& n,on obtient par composition

7 —4i%8: o vy —-—:Y—Y—a TxX

une Y-déviationde [ u d'ordre € n que nous noterons I'd (le graphe de
d). 0On obtient ainsi une bijection dp-p Md de 1'ensemble des S-déviations
de u dlordre ¢ n sur l'engemble des Y-déviationsde Mu d'ordre £ n.
La bijection réciproque associe & une Y-déviation Y —-‘;Eu—a ¥xX 1la
S-déviation composée

Pl'2

Y —2—3 YxX ——5— 3% X
Mu

Appelons J le noyau de 1'homomorphisme &'Algdbres

(M), ) —> &
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qui définit " w . Tenant compte de ce qui précdde, on voit alors que les
S-déviations de u d'ordre £ n correspondent canoniquement aux morphismes

-
de Oy -Modules de (r'u)"1(9_Yxx) dans O, qui s'anmulent sur o,

1.4, Soit X un S-préschéma. On appelle S-¢pérateur différentiel
(resp. S-opérateur différentiel d'ordre & n) suwr X toute S-déviation

(resp. toute S~déviation d'ordre ¢ n ) du morphisme identique de X .

D'aprés 1.1 , un S-opérateur différentiel d'ordre ¢ n est donc un endo-

morphisme de p-1(_Os)—Module de 0, qui vérifie les égalités (%) de 1.1,
Nous désignerons par Difnx/s le r‘(_gs)-module formé des

S-opérateurs différentiels d'ordre { n , par Difx/s celui formé de tous les

S-opérateurs différentiels. Comme nous l'avons vu en 1.2 , on peut composer

les S-déviations de Id X, ce qui munit DifX/S dtune structure de

l—'(_QS)-algébre ; nous direns que c'est 1'algdbre des opérateurs différentiels

de X/S. De méme, nous noterons leX/S le faisceau UF—> leXxU/U ,ou U
parcourt les ouverts de S .
1.4.1. Comme nous l'avons vu en 1.3 , on peut interpréter les opérateurs

différentiels de X/S s&u moyen du graphe du morphisme identique de X , c'est-
A-dire du morphisme diagonal A = A‘X/S de X dans XxX . Traduisons dans

le contexte actuel les énoncés de 1.3

Munissons O, . de la structure de pr;1(gx)-Algébre définie par

X
pr, , de sorte que A-‘,(Q‘XXX) est muni d'une structure d'Algdbre sur

SR . ‘ :
O = A pr, (QX) . Soient IX/S le noyau de 1 'homomorphisme

& ;/s ' A-1(9Xxx) —

définissant B et P la O,-Algtbre A "'@Xxx)/l?;}; . Si V estun
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suvert affine de S et U un ouvert affine de X au-dessus de V , 1l'ensemble

des sections de PI)%/S sur U est donc égal & A®kA / 11 64 1ton a posé

k = r‘(v,_QS) , A= I"(U,_Q_X) et oh I est 1'idéal engendré par les éléments
a®1 - 1®a , a€ A . Ceci étant, on a d'aprés 1.3 un iscmorphisme

canonigue
. . . -~ m
Jy ¢ let;z/s e HomgX(PX/S ' 'Q'X)

qu'on peut définir comme suit : si d appartient & Dii?i/s et si ¢ est

une section de P?(/S sur U de la forme a®b + o+ , on a jx(d)(c) = a.d(b).

1ede2. Soient d un opérateur différentiel et u une sectionde X sur S .

Nous appelons valeur de d en u la S-déviation composée

D'aprés 1.3 et 1.4.1,si d est un opérateur différentiel d'ordre ¢ n ,

du et d gont associés canoniquement 3 des morphismes

-1 m1 il .
H, j
' 1 u (OX)/I —_— 03 et 4™ PX/S _— OX + Il est clair qu'on

peut construire d' & partir de 4" de la manidre suivante :

le carré

o s —FE o xx

X
3 i
S

,_;.._* X
est cartésien, ce qui permet d'identifier X & SxX(XxX) , u & SxXA ,

donc u*(PI;/S) 3 u-1(QX)/I?;+1

-1 a1 .
u (Q_X)/Iu -——)QS , qui n'est autre que 4! .

*
. On identifie ainsi u (d") & un morphisme



417

1.5.  Posons come d'habitude Iy = Spec Oy [1] /(1) . Soient

8 : 85— I la section zéro (II 2.1 ) et ¢~ la déviation canonique

de s que nous avons définie en 1.2.1 : la déviation 6~ est donc 1'ho-
momorphisme de _QS-Modules qui s'annule sur la section unité de Qs [T] / (TZ)
et qui envoie la classe t de T modulo T2 sur la section unité de _Q_S .
Soit X un S-préschéms. A tout IS—autOmorphisme u de ISxX

induisant 1'identité sur X est associé par composition un opérateur dif-

férentiel Du de X

pr
X ~sxx L I xX —_— I X — 2 s x

Dtaprés II 4.11, 1'spplication u = Du est un isomorphisme de

1'aledbre de Lie du foncteur en groupes Aut X sur 1'algebre de Lie des

p-1(_Qs)—dérivations de Oy . L'isomorphisme réciproque associe 4 toute

dérivation D 1l'automorphisme de ISxX correspondant & 1'automorphisme

8+ bt — a+ (Dasd)t de O [7] /(?) .
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2. Opérateursg différentielg invariants sur les préschémas en groupes.

2.1. Soit G un S-préschéma en groupes. Nous désignons par £ ou

éG : § —>G la section unité de G et par U(G) 1le [ (_Qs)-module des
S-déviations de ‘SG (ou S-déviations de 1'origine) (1.1 ). Si d et e
sont deux éléments de U(G) , dxe est une S-déviation de

ExE: S22 SxS ~—p GxG . L'image de dxe par le morphisme multiplication
m: GG —> ¢ (1.2 ) sera appelé le produit de d et e et sera noté
dee « Le 7 (%)-module U{G) se trouve ainsi muni d'une structure de
P(Qs)-alg‘ebre associative qui a E‘G pour é1ément unité (1.1 ). Nous dirons
que U(G) est l'algdbre infinitésimale de G . Lorsque T parcourt les
préschémas au-dessus de S , 1l'elgdbre infinitésimale U(GT) du T~groupe
GXT varie évidemment de fagon contravariante en T , de sorte que nous pour-
rong parler du foncteur algébre infinitésimale. En particulier, lorsque T
parcourt les ouverts de S , le foncteur T g-)U(GT) est un faisceau d'al-

gdbres que nous noterons U(G) et que nous appellierons 1'Algdbre infinité-

simale de G .
L'algébre U(G) est aussi un foncteur covariant en G : si

ut G -—3H est un homomorphisme de S-groupes et d une S-déviation de
&g »-l'image de d par u est un élément U(u)(d) = ud de U(H). L'appli-
cation U(u) : U(G) —» U(H) ainsi définie est évidemment un homomorphisme
de " (QS)-algébres. On définit de méme un homomorphisme U(u) de U(G)
dans U(H).

2.2, Soient meintenant 4 une S-déviation de 1l'origine de G et dxG
la S-déviation de & xG : G = SxG — GxG obtenue & partir de d par
changement de base. L'image de dxG par le morphisme multiplication

m: GG —» G est un opérateur différentiel dG de G sur S . De plus,
l'application d > a® est &videmment [ @s)—linéaire et le diagramme

"computat if"
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GGz -——mx-(}._._.‘.gy oxG

/\/ mv

> o
T30 >
G G G i : .
montre qu'lon a (d.e) =d +e : la commutativité des deux triangles d1 bas
G G

résulte en effet de la définition de 4 et e ; dlautre part, la
S-déviation composée de exG , dXGxXG et mxG coincide avec (d.e)xG ; son

image par m est donc dgale & (d.e)% .

On obtient ainsi un homomorphisme, appelé tramslation & droite, de
la F(Qs)-algebre U(G) dans leG/S . 81 Dif Difo/s désigne le faisceau
U— DifG /U sur S (1.4 ) , on définit de mlme une "Translation & droite"

du faisceau U(G) dans Dif, /s *

2.3, Nous allons maintenant caractériser les opérateurs différentiels de
G sur S de la forme dG : solent gt 8 ~—>G une section du morphisme
structural de G et ga la trenslation & droite de G par g , c'egt-i=-

dire le morphisme composé

6 22l By e —O 5o

Pour tout opérateur différentiel D de G sur S, nous notons alors sl

1'opérateur g:DgG (1.2 ). Nous disons que D est invariant & droite si ,
pour tout changement de base t : T ~—> S et toute section

g: T~—>GL, on a (DT)g=DT.
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LEMME : Pour tout opérateur différentiel D de G sur S, les assertions

suivantes gont éaquivalentes :

(1) D est invarient & droite.
(i1) Si m est le morphigme multiplicationde G, onag Dm= n(DxG) .
(1i) =>(i): comme la condition (ii) est stable par changement de

base, il suffit de montrer que (ii) entraine 1'égalité D% =D pour toute
section g : 3 —> G . Ceci résulte du diagramme commutatif

6 &2 66 1 ¢
DlIdG DG 14 (Go3) DLIdG
b el G et 1 ,

oi h est le morphisme

PRV e O 3 o
et moh la translation & droite par g .

(i) = (ii) : prenons en effet pour +t : T —> S le morphisme
structural p: G —> S, pour section g i T ~3 GXI' le morphisme diagonal
A: ¢ — 66 . La translation 2 droite de GxG par £ est alors le mor-
phisme de GxG dans G>G qui a pour composantes m et pr, - L'égalité

Y
(DG) =Dy équivaut alors & la commutativité du premier carré du diagramme

suivant
0 pr
GxG _._fo___, GxG __.___1___.;. G
Dg i}:a(sxc) Dg Ia(GxG) Dlld e
A pr
o6 —2E 5 g L 5 ¢

L'égalité (ii) résulte donc de ce Que m = pro AGxG



Considérons par exemple un élément d de l'algdbre infinitésimale

U(G). Les deux carrés du disgremme

AXGHG m &
—_—— b, ey
Gz .ExGXE—’ GGG G
ml l Goan ’ m
dx m
[ L T ..—..__.___%
TG » GXG >

sont alors commutatifs. Comme on a mo(dxG) = % et (mxG) o (AxGxG) =
deG s, On a aussi dGom = mo(deG) . Pour toute S-déviation d de 1l’origine,

G . . .
d~ est donc un ovérateur différantiel invariant & droite.

2.4, Théordme : L'application 4 p--)dG est un isomorphisme de 1'slgdbre
infinitégimale U(G) sur la sous-algdbre Difg /s de Dify/g formée des
opérateurs différentiels invariants 3 droite.

Soit en effet D un opérateur différentiel quelconque de G sur S

et désignons par Do sa valeur 3 l'origine, c¢‘est-&-dire la déviation
composée S —§-—-> G _I—:%—) G . L'opérateur différentiel inveriant &
droite DS est alors obtenu par composition

Gxsxg —=2C o e _—IT)??(E}'T@” o —2—> @

Si D est invariant & droite, on a Dm = m(DxG) , d'ot D = Dm(ExG) =
= n(Dxa) (ExG) = Dg . En particulier, 1'aspplication d +—> a% est surjective.

Réciproquement, soit 4 une S-déviation de l'origine. On a alors

un carré commutatif

e ¢ ¢

Gx&T Ta

GBE~E e g
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d'oh il résulte que 4 = m{GxE)d = m(axG) & = (a‘})o . A fortiori, 1'spplication
G e e
d (—> d est injective.

Lorsque S varie, le théoréme 2.4 implique évidemment que la

Translation & droite U(G) — DJ'.f3 /s est un isorgorphmsme de _QS-Mgébres
G )
de U(G) sur la sous-Algdbre Dif;/s s U s_—_.;,leGU/U .

2.4.1. marque : Considérons le diagramme commutatif

6 P OO

plT&. pr1l TA
S &—E—n0u ¢ ’
o n désigne le morphisme " (xX,¥y) —> qu ¥, Celui~-ci induit des
morphismes
' s 5 (0) — O ¢ 87mr:pleTo) —> 87
Q)% e * P © =GxG

Pour tout entier m » 1, A-1n' définit par passage au quotient un homo-

morphisme de faisceaux
m -1 m
1 p (o) —> Fys s

oY nous avons posé plé/s = E"@&/ 1?1 (confer 1.3 et 1.4 pour les

notations). Comme le carré formé par les morphismes n, p , pr, et p est

1
*
cartésien, nt  induit un isomorphisme de p (pg /S) sur Pmé /5 Les opéra-

teurs différentiels de G sur S d'ordre { m correspondent donc biuni-

voquement aux morphismes de _QG-Modules

(o) 0
P Wo/y/ > g
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clegbt-a~-dire aux morphismes de _Q_S-Modules

P/s ———> P&

Dans cette bijection, les opérateurs différentiels invariants & droite sont

associés aux fldches composées

m can.
g — & ——> 2,Q)

On retrouve ainsi 1l'isomorphisme du théordme 2.4.

2.5, Soit ¥ : G ——> Aut G 1'homomorphisme de foncteurs en groupes
qui associe & un S-morphisme g : T ~» G la translation & gauche de GT

per g , c'est-i-dire le morphisme composé

8%y Ty
Gp=T X6y — > GG —> G

Cet homomorphisme ¥ aéfinit le diagramme d'ensembles ci-dessous

Lie Y
Lie G > Lie {dut @)
l{s
&
u(G) » Dif

G/s

ol l'on désigne par /5 1tapplication u Du de 1.5, par 5 lz transla-
tion & droite définie en 2.2. Si x est un élément de Lie G , c'est-a-dire
un morphisme de I dams G tel qu'on ait xs = EG- avec les notations de

1.5 , on a le carrd commutatif suivant qui détermine 1'image de x par Lie Y

ISxG (Lieb’)(x) A I XG

b
)

Q
#
@ X
[o»]
H
A4
e
‘ot
&}
('S
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Dtaprés 1.5 , ltimage de (Lie¥){(x) par f3 est la déviation composée

G2 SxC ......i'.’__"_‘?..._)xsxc XX S e Ry G
Id

Dtgprég 2.2 , cette déviation composée n'est sutre que (x o“)G . En notant
X 1'application X —> x4 de Lie G dans U(G) , on a donc

P (Lied) = S .

En particulier, ™ egt un homomorphisme injectif de Lie G dans
1'algdbre de Lie sous-jacente d 1'algdbre infinitésimale U(G) .
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3. Coalgtbres et dualité de Cartier

3.1. Soit S un préschéma (ou, plus généralement, un espace annelé). Ume
Qs-CoaI@bre est un cowple (T, AU) formé d'un Q,S-Module U et d'un morphiame

de U -Modules AU : U — E_@O U (dit morphigme diagonal) tels que

= =S
(1) ood; = &, , ot 6 (a®b) =bBa .
A
(1i) Le carré g % L U8,y
-3
J' lﬁ@&g
é@u ®, I® U
g ) i
S T R

solt commutatif,

(iii) I1 existe un morphisme de Og-Modules éU : U — 0, , dit

augmentation, tel que les morphismes composés

A
%U@ U E@E—E Ii®, 0, =L
= =% 2 > =%
=5 =%
A
1 258 E 8L . 0@ 1=y

soient le morphisme identique de U .

8i &€ et €

U I'I sont deux augmentations, on a
£y a(.(f. ® E') U ~ & § 3 1'eugmentation est donc déterminée de

fagon um.que par (iii).

Si (g,au) et (}{,AV) sont deux O~

la premidre dans la ‘seconde est un morphisme de _OS-Modules f:0—>Y

~Coalgdbres, un morphisme de

tel que les diagrammes
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d

u
5o
y®y 2L,

¥ g—L oy

[ N S

10y 5%

soient commutatifs. Les morphismes de Coalgdbres se composent comme les

morphismes de QS-Modules de sorte que nous pourrons parler de la catégorie

des _QS-C oalgbbres.

Cette catégorie posséde des produits finis : 1'objet final est le

_QS-Mcdule Q‘S s le morphisme diagonal étant 1l'identité; le produit de deux

Coalgtbres (U, AU) et (}_I_,Av) est le produit tensoriel g@o ¥, 1le
- - -5
morphisme diagonal étant le morphisme composé

A A
IRy __Q_iei__i__) IV UQ IO Y %g@x@g@y_

o1 0 (a®@b) =b®a; les projections canoniques de E@_\_{ sur les facteurs
U et V sont les morphismes U @Ev et §.U®E .

Felets Soit A une QS-Algébre commutative, localement libre et de type

fini en tant que Q_S-Module. Si nous posons

*

* *

le morphisme camonique ¥ de A @ 4" dens (A®, &) est inversible.
s 5

Si m: AQA —5 A est le morphisme définissant la multiplication de A,

on obtient par composition un morphisme diagonal

* -
R (L Y - J " e

Ce morphisme diagonal fait évidemment de A umne Q_S-Coalgébre qui
& pour augmentation le morphisme transposé du morphiame Qs~——)- A défini
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*
par la section unité de A . De plus, il est clair que le foncteur A > A
gst une antidéquivalence de la catégorie des QS-Al tbres, gui_sont localement
libres et de type fini en tant que _Qs-Modul 8, sur la catégorie des
QS—CoQggbres localement libres et de type fini en tant que QS-Modules.

3.1.2. A toute QS-Coalgébre U est associée canoniquement un S-foncteur
%*
Spec U : (Sch/S)® —— 3 (Ens) : remarquons en effet que , pour tout
* *
S-préschéma q: T — S, q*(g®0 U) s'identifie 3 q (V) ® 0.2 @ ,
=5 =T

de sorte que q*(AU) fait de ]_JT q*@ une _QT-Coalgébre; nous pouvons

donc poser par définition et avec un abus de notation évident

(spec’D) (T) = %.xel‘('r,gr) €y =1 ot by (@) =28z}
—T

Les sections x de E'I‘ corregpondent évidemment aux morphiames de

O -Modules g: Oy —> U ; les conditions £ =1 et Alx) =x®x
expriment simplement que g est un morphisme de Coalgebres. On a donc

également

(5p0cD) (1) = Homy g0y » L)

En particulier, si A est une QS-Algébre commutative qui est loca-
lement libre de type fini en tant que _QS-Module, on a des isomorphismes

* % ¥*.,
- ~L ~
(Spec” &) (1) = Bomy o . (Op, Ap) > Bomy _,. (AT,_QT) = (Spec 4)(T)

et

Spec A 22 Spec A .
3.2, Une _%-Coalgébre en groupes, c'est-d-dire un groupe de la catégorie
des _Qs-Coalgébres, congiste en la donnée d'wne Q_S—Goalgébre (u, AU) et

d'un morphisme de Q.-Coalgtbres my : U® U —> U . Un tel morphisme est un
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morphisme de _QS-Modules rerdant commutatifs les diagrammes suivants

4. ® A4
(av) I®I8IBY = 2 I8,
lg&mg =g
1@u®ueU %% > WE/&#’-

Le morphisme de _QS—Coalgébres B, doit en outre vérifier les condi-

U

* *
tions (ii) , (iii) et (vi) ci-dessous :

* 2@&?”
(i1) Le caxré UQ®U®OU — =5 UGV
n,BY 1%
s
1y L > U

est commutatif,

*
(111) I1 existe un morphisme de _Qﬁ-Goalgébres '7U. : Qs -3 U tel

que les morphismes composés

U@?} m

~ = U £

I=u®Q, > Y81 = 5 ¥
®U m,

ot rxo®y 12 > 18y 2 .U

soient les morphismes identiques de U .

(vi) Il existe un morphisme de O -Coalgdbres cy: U—>U tel que le

morphisme composé



429

¢ ® U
s 2L e < g

[T
‘l“

ft
@
1=
\ll

f

soit égal & 700 éU .

* re Iy
3e2s 10 Les morphismes et °y de (iii) et (vi) sont évidemment

uniques. Les conditions Z%)* et -(iii)* expriment simplement que my
feit do U une O -Algtbre qui a pour section wnité 1'inage par %y de 1a
section unité de Q. . La condition (iv) exprime aussi que le morphisme
diagonal AU est compatible avec la multiplication; et en effet,

AU : U -—-—->__I1 ®U doit &tre un homomorphisme de Coalgdbres en groupes, ce

qu; implique également la commutativité du triangle

(v) o,
?% \\z_tz@ Ty

U ————> 18U .

*

D'autre part, comme dans toute catégorie, 1'antipodisme °y est un isomor-
phisme de U sur la Coalgébre en groupes opposée; en partzculier, cy in-

duit un isomorphisme d‘'algébres de U sgur 1l'algdbre opposée E’ .

3.2.2. Comme le foncteur U —s Spec*_U_ commute aux produits finis, il
transforme une Coalgébre en groupes en un S-foncteur en groupes; et en

effet, pour tout S-préschéma T , les éléments xe!"(T,_I_},I,) appartenant &
(Spec*L}) (1) forment un groupe pour la multiplication de 1'algdbre I (T,PT)i

1l'inverse de X n'est autre que cU(x) .

Soient par exemple g une _O_S-Algébre de Lie et U(g) 1'Algtbre
enveloppante de g , c'est-a-dire le faisceau sur S associé au préfaisceau
qui attribue A tout ouvert V 1'algibre enveloppante U(("(V,g)) de 1'algbre
de Lie " (V,g) . Tout homomorphisme de g dans 1'Algtbre de Lie sous-
Jacente & une 0 ~Algdébre se factorise d'ume fagon et d'une seule & travers

—S
le morphisme canonique de g dans U(g) ; en outre, cette propriété uni arselle
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entraine, outre la fonctorialité de U(g) en g , que 1'Algdbre enveloppante
d'un produit d'Algdbres de Lie s'identifie au produit tensoriel des Algdbres
enveloppantes. En particulier, le morphisme diagonal b/ ! & ——>gxg induit
un homomorphisme d'Algdbres A : U(g) —> Ulgxg) = U(g)® Ulg) . Le mor-

phisme nul g —— 0 induit un homomorphisme £ : U(g) —> U(0) = (08
L'isomorphisme X f— -x de g sur 1'Algdbre de Lie opposée g° induit un

antiisomorphisme ¢ de 1'algdbre U(g). On vérifie alors facilement que la
multiplication m de 1'Algébre U(g) fait de (U(g),4d) une Os-Coalgdbre
en groupes qui a € pour augmentation et ¢ pour antipodiame.

3.2.3. Soit U une (_)S-Coalg‘ebre en groupes. On vérifie facilement que

G = Spec*_I_J_ est un bon S-groupe (II 4.6 ). Comme on a

Nriph )=z TEDedrsy ,
S

¥*
de (IS’EI) appartient & (Spec H)(Is} si et seu-

un élément u_ +du
° s

1
lement si 1'on a

A (uo+du1) = (uo+du1) ® (uo+du1) et ¢ (uo+du1) =1 ,

ot d = =
d'ols Auo + Au1 = uo Ru  + (u1 @uo + u ® u1)d et F_(u )+d€(u1) 1

' —3-d1 - - 3 - =0 .
clest-a-dire A u0 Py uo® u0 y u1 = u1 [174] uo + u ® u1 et & (uo),‘l,E (u,)..O

En particulier, (Lie G)(T) est l'ensemble des éléments primitifs
de ™ (T,LJT) s Cclest-di-dire des éléments u tels qu'on ait A uw=u®1+ 18u

(avec 1'abus de notation évident déja signelé).

La structure de I (T, _QT)-module de (Lie G)(T) est évidemment
induite par celle de [ (T,EP) . D'autre part, considérons deux éléments pri-
mitifs u et v de (Lie G)(S) et posons I = Spec Q_S[d]/(d2) et
I' = Spec g%;ﬁa!] /(d'@). Comme la loi de composition de G(I xI') est induite

par la multiplication de 1'Algtbre EI <1 ! on @
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(1 +wd)(1 +va)(1 + ud)-t(‘t + \rcl’)"1 =1 +ud)(1 +va){(1 - ud) {1 - vd)
= 1 + (uv-vu)dd’

Do 1'égalité [u,v] = uv-vu, qui prouve que G est trds bon (II 4.10 ).

3.3. Supposons enfin que U soit une Qs~coalgg‘ bre en groupes commutatifs,
clest-ad-dire que le triangle

*

(1)

1@y —L 5 v@u

S
R e
11

soit commutatif ou encore que my fasse de U une QS-Algébre commutative.
Les conditions (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vi), ()%, (ii)*, (1i1)* et (V*

signifient alors aussi que U est un cogroupe dans la catégorie des QS~Algébres

=

commutatives. En particulier, gi_de plus U est un gs-Module quasi-cohérent,

Spec U est un S-préschéma en groupes commutatifs.

Un homomorphisme de S-groupes de Spec U dans S_m 5 (1 4.3.2)
’

est alors induit par un homomorphisme de ~Algtbres unitaires

S

¢ _QS[T,T‘1] —_—u

tel que ({POY)o O+ = 8o ¢ (le morphisme diagonal A' de QS@',T"1J
envoie T sur TQ®T ). Un tel homomorphisme {p est déterminé par 1'image
(f(T} qui doit 8tre un élément inversible x de U tel que AUx =x®x ;
comme (P comnute alors nécessairement avec 1'augmentation, on a

. -1
8-U-x=1 (1taugmentation de QS[T,T ] envoie T sur 1 ).

el
On a donc HomS_Gr(Spec U, (_Em’s) > (Spec™) (s)
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Comme cette formule reste valable aprés tout changement de base, on a finalement
Spec U = E (Spec U, & )
pec U = Hom, . Spec U , Zn,S

pour toute _QS-Coal bre en groupes commutatifs quasi-cohérente U.

3.341, Si 1l'on suppose de plus que U est un _OS-Module localement libre

de type fini, Spec*g est également représentable et l'on a

*
Spec U 22 Spec U (conf. 3.1.2 )

* oo ot
Le foncteur U +—— U = I-Iom_SO Mo d(ﬂ,_QS) induit donc une dualité de la

catégorie des S-préschémas en groupes commutatifs qui sont finis localement
libres sur S (c'est la dualité de CARTIER). D'aprés 3.3 , cette dualité
agsocie Ho G,G A un Segro G .

Homg (6,8, ¢) grovpe

(+) Une dualité d'une catégorie £ est un couple (D,) formé d'un foncteur

contravariant D de ( dans C et d'un isomorphisme fonctoriel
¢: Igg —> D tel que les isomorphismes ¢ D : D —>» DDD et
D¢: UDD —»D eoient réciproques 1'un de 1'autre.
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4. "Frobeniugeries"

Soient p un nombre premier fixé et (Sch/ Fp) la catégorie des
préaschémas de caractéristique p , cl'est-i-dire des préschémas au-dessus du
corps premier F _ . Suivant les conventions générales de ce séminaire,

e
nous identifions {Sch/ FF'p) 4 une sous-catégorie de (Sen/ Fp) au moyen
du foncteuwr h de I 1.1. Nous profitons de méme de 1l'isomorphisme de
Hom(h,,F) sur F{X) définien I 1.1 pour identifier ces deux ensembles
X —
chaque fois que X est un H"p—pre'schéma et T un objet de (Sch/ FFP) .

8i T estun F _—préschéma, un T-foncteur est un morphisme
P~
qg: F —>T de (Scn/ FFP) qui a T pour but ; pour tout T-préschéma

r: X —3 T, l'ensemble des morphismes s : X —» F tels que qos =1
sera alors noté q(r) , o(¥/T), F{x) ou F (¥/T) (ou méme F(X)

lorsqu'aucune confusion ne sera possible avec Hom(hX,F) ) .

4.1, Pour tout préschéma S de caractéristique p , nous notons £(8)
ou f 1'endomorphisme de S qui induit 1'identité sur l'espace topologique

gous~-jacent & S et qui associe % 3 une section x de 0. sur un ouvert

-—S
U . Alors l'application f : S +—>f£(S) est un endomorphisme du foncteur

identique de (Scl/ FFP), ce qui implique leiisultats suivants : soit B un
" P-foncteur, c'lest-a-dire un objet de (Sch/ F ) ; l'aspplication qui associe
3 tout H-‘p-préschéma S 1'endomorphisme E(£(S)) de B(S) , est un endomor-
phisme fonctoriel de ® que nous noterons j_(E) ou f ; cette notation est
compatible avec 1'identification de (Sch/ FFP) 4 une sous-catégorie de
(Sﬁ;) ; de plus, 1'appiication % p—3f£(F) est un endomorphisme du

T —
forcteur identique de (Sen/ H-'p) {que nous noterons encore £ ) .

Pour tout préschéma S de caractéristique p et tout S-foncteur

q3 X — 5, nous notons X(P/ s) cu X(P) 1'image réciproque Sfqu
-t

de X par le changement de base £ (S) . Le carré commutatif
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x _1®
—_—

X
q £(s) g q

5 s

induit alors un S-morphisme F(X/S) ou F de X dans X(p/ ) tel que
£(X) = przoF_‘(X/S) . Nous dirons que F(X/S) est le morphisme de Frobenius de
X relativement 3 S ; il est clair que 1'spplication F : X —>F(X/S) est

un homemorphisme fonctoriel.

D'aprés les définitions, pour tout S-préschéme K: T .5,

1l'spplication _I:‘_(X/S) (K) peut donc &tre caractériséepar la commutativiié

du triangle
X(p/s) (K) ———=2 5 X(£(8)oK) = X(Kof£(T))
‘7
\;(x/s) (x) X(£(T))
x(K)

Par exemple, si X est le sous-préschéma de S défini par un
Idéal quasi-cohérent I , alors X(p ) est le sous-préschéma de S défini
par 1'Idéal _ﬂp} engendré par les puissances p-itmes des sections de I ;
en outre, F(X/S) est alors 1'immersion canonique de Spec@s/l) dans

Spec LO_/;‘{P} ) .

4.1.1, Considérons maintenant un chengement de base t: T —> S .

Comme le carré
£(7)

T
lt
£(3) 4

|

|
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est commutatif, 1'image réeciproque de qu T par £(T) s'identifie 2
¥

t
1ltimege réciproque de quf(s)s par +t ; asutrement dit, on a un isomorphigme
b 55

(»/T) (X(P/S))T

canonique de XI‘ sur
fication, g(xT/T) s'identifie 2 1'imege réciproque g(x/s)T de F(x/s) .

« I1 est clair que, dans cette identi-

Bn particulier, si 5 est le spectre du corps premier & p’
est égal & X et F(X/S) & f£(X) . Par conséquent,

s'identifie & X, et E(XT/T) Y ;(x)T . Soient par exemple B

£p/8)
X(g/ )

un ensemble et ET le T-préschéma constant de type E ; on a alors

Eé"/T) B, ot E(B/T)Ias, .

41.2. L foncteur X > X®/5) comute ¢videmment sux produits; il
transforme donc wn Swgroupe G en un S-groupe G(p/ ) ; de plus, comme F
est un homomorphisme fonctoriel, F(G/S) est un homomorphisme de S-groupes.
Nous noterons FG le noyau de cet homomorphisme : si gq: T —3 8 est

un préschéma au-dessus de S, il résulte de 4.1 que la valeur de FG
en q est le noyau de 1'homomorphisme G(£(T)) : G(q) — G(qe£(T))

Par exemple, lorsque T est le préschéma I_ des nombres duaux sur un

R
S-préschéma R , _f;(IR) se factorise comme suit

I, can. f(R) R can.

\
o
p=e }

.’JUH

Ceci montre que (FG) (IR) contient le noyau du morphisme G(IR) —> G(R) et
qu'on a Lie G/S = Lie (o/9) .

4.1.3. Plus généralement, pour tout S-foncteur X , nous définisgsons le

S-foncteur x(p®) par récurrence sur n & l'aide des formules

@ _ /s 460 _ (X(pn'j))(p) .
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De méme, F (X/S) ou F" aésignent 1'homomorphisme fonctoriel composé

]
x P8 6 ra®/m 6D 67 e Vs 6

o

o)

Fn(G/S) est un homomorphisme de S-foncteurs en groupes. Nous noterons

8i G est un Sefoncteur en groupes, en est un également et

FnG le noyau de F'(G/S) et nous dirons que G est de hauteur < n si

FH6/S) est nul, c'lest-i-dire si L=0.
F

Le sous-foncteur en groupes nG de G gst caractérigtique, en ce
F

sens que, pour tout S-préschéma T , tout endomorphisme f du T-foncteur en

growpes Gy induit un endomorphisme de ( n{}),r : en effet, comme la construc-
F
n
tion de G(p ) et de F(G/S) commute aux changements de base d'aprds 4.1.1 ,

on peut supposer T = S; dans ce cas, 1'assertion résulte de ce que F (G/S)

est un homomorphisme fonctoriel.

(

On notera enfin que F(X p)/S) cofncide avec F(X/S)(p) .

4.1.4. Voici quelques exemples :

a) Considérons d'abord un groupe abélien "abstrait" M et le groupe
diagonalisable G = DS(M) de type M (I 4.4 ) : pour tout S-préschéma T ,
G(T) est donc le groupe abélien Hom(Ab) (M, P(T,_QT)*) . Comme G est 1'image
réeciproque du groupe diagonalisable D{M) sur H’p s C—(P ) stidentifie & G et
F(6/8) (1) slidentifie & l'endomorphisme x ;--—-)X.‘P de G(D) (4.1.1).
En particulier, lorsque M est égal 3 Z , on a DS(M) = G o de sorte que
’
.F_'gm 8 ggt le S-groupe /“'p S gui agsocie 3 tout S-préschéma T le groupe
des racines p-idmes de l'unité de [ (T,_QT) .

b) Considérons maintenant un préschéma S de caractéristique p et
un faisceau de modules B sur S . Diaprés I 4.6.2 , on a un isomorphisme

canonique
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W(E)(p) ~ W(B(p))

(p)

1'application F(W(E))(q) est déterminée pour tout S-préschéma T par le

ou B est 1'image réciproque de E par £(S). De plus, d'aprés 4.1 ,

triangle commutatif

(T, q £(5) ) s (1, £(T) *J5)

B(i(2)/5) (o /f/,

r(r,q's) ,

oi f!' est l'application induite par i(T) .

En particulier, si ® est égal & 0, , W(B) s'identifie au groupe

additif G . . Dens ce cas, on a s® g 9y et le morphisme de
ey
Probenius E(G /S) spplique x €[ (T,0,) sur = . Le noyau oL, g G
44 !’

morphisme de Frobenius de Ga s agsocie donc & tout S-préschéma T 1'ensemble
w=idy

des seotions x de Op tellesque x* =0.

c) On verrait de mdme que, pour toute 0 _~Algdbre quasi-cohérente. ¥ 1 ’
(Spec &)(p) s'identifie au spectre Spec & (;? de l'image réciproque de db
par £(8) . Si T désigne 1l'endomorphisme x j—px* du faisceau d'amneaux (U
on a donc & () = Jt %‘. _gs et il est clair que _E_:(Spec WS) est induit

' ; Y
par 1'homomorphisme a &‘Tx s aPx de o &ﬂ'gs dans d¥.

Pour tout QS-Module quasi-cohérent E enfin, on a des igomorphismes

cancniques
ve)® o v(E(P)) et _s_m(s)(")x m(a(p)} ;

e Sym B désigne 1'Algdbre symétrique du _(_)S-—Module E .
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a) Soient U une 0.~Coalgtbre (3.1) et T un préschéma de carac-
téristique p . Si H(P/ 8) ou _Q(P) dégignent 1'image réciproque de la

Coalgtbre U par f(S) , on a comme en b) un isomorphisme canonique
* *
(Spec m(p) ~ Spec g(p)

8i U est une Coalgdbre en groures, la valeur de 1;.Spec U pour un

S-préschéma T est donc 1'ensemble des éléments ) de F(T,ET} tels que

ng_[(X)=1’ AETX———-X@X et Y.?(gn = 1

4.2. Nous allons maiptenant nous occuper d'une construction voisine de
la précédente : soient S un préschéma de caractéristique p , X un
S-préschéma et XIS) le produit dans la catégorie (Sch/S) de p exemplaires
de X . Nous désignons alors par U (X) 1le sous-préschéma ouvert de Xg

qui est la réunion des produits Ug ’

affines de X . Un point x de XIS’ appartient donc & UP(X) gi et seulement

loraque U parcourt les ouverts

si les projections pT.X de x sur les facteurs de XIS’ appartiennent & un
méme ouvert affine de X. Par exemple, si toute partie finie de X est conte-

nue dans un ouvert affine, on a U (X) = Xg .

Le groupe symétrique )Pp d'ordre p oOpdre sur Xg par permu~

tation des facteurs et laisse stable 1‘'ouvert UP(X) + Nous appellerons
produit gymétrique p-uple de X et nous noterons ZPx le quotient de

XIS) par va dans 1la catégorie de tous les espaces annelés. La projection

canonique gq : Xg ——> ZPX applique TP(X) sur un ouvert VP(X) du
produit symétrique, qu'on peut décrire comme suit {confer V 4.1 ) : le fais-
eeau structural de 2 PX induit sar VP(X) wune structure de préschéma;

le morphisme q': U°(X) ——> VP(X) induit par q est affine et mime entier;

lorsque U parcourt les ouverts affines de X qui se projettent dans un
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ouvert affine varieble V de S, les Z Py forment un recouvrement affine
de VP(X) ; si k désigne l'algibre affine de -V et A cellede U, 2TV
8 pour algdbre affine la sous-algtbre 2. P4 de ® iA formé des tenssurs
symétriques.

Considérons maintenant le morphisme diagonal ] de X dams UP(X).
La restriction de '0 & llouvert U ci-dessus est définie par 1'homomorphisme
' » D
d'algdbres ’7 a1®...®ap —> a1.a2...ap de ®kA dans A . On a
done, si N est ll'opérateur de symétrisation

NW(a, ©... @) - 7(0;2_%(%1@ +®a )) =plaj..a =0.

Autrement dit, 7 s'anmile sur le sous-espace N(@iA) de 2. Py formé des

tenseurs symétrisés. De plus, si f est un tenseur symétrique, on a évidemment
<

N(fa) = £N(a), ce qui montre que N(@iA) est un idéal de Z.°A .

Nous notercns désormais U[p/ S:l le spectre premier de 1l'algdbre
ZpA/N(QiA) . Ce spectre est un sous-préschéma fermé de 2. Y (U) = VW (U) et
la réunion des U[p/ s] est un sous~préschéma fermé X@/ S] de VP(X) .

De plus, si i(X) désigne 1'inclusion de X[p/s] dens VP(X) , nous venons
de voir que gq'o § se factorise 3 travers xp/s) :

% 2 Pir) el X
a (X)L q*()% lﬁ'(K/S)
P 0D W) e— i) MIE]

Il est clair que X[p/S] est fonctoriel en X et que 1'application
F' : X —>F'(X/S) est un homomorphisme fonctoriel.

4.2.1. Les préschémas X[P/ S] et X(p/ ) sont évidemment reliéds : soient

V un cuvert affine de S d'anneau affine k et U un ouvert affine de X
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su-dessus de V ; soit A 1lalgdbre affine de U . Si N aésigne 1'endo-
morphi sme x|_—-—>xp de k, X(P/S)
On vérifie en outre que l'application ) @ &8 —» (A2 ®...® a mod N(@Pa))
définit un homomorphisme de kw-algdbres de A dans 2P/ N®Pa) ; cet
[]7@3] —s (®/3)

a alors kj,(@A pour algdbre affine.

homomorphisme indwit un morphisme U) ut® tel que
P(U)oF ' (U/S) = M(U/S). "Recollant les morceaux”, on obtient alors un

triangle commutatif

X
/s) ®(x/3)
NS INTTE

Par exemple, si X est le sous-préschéma de S @éfini par un
Idéal quasi-cohérent I , F'(X/S) s'identifie au morphisme identique de X ,
de sorte que (f(X) est 1l'immersion canonique de Spec(_QS/;E_) dans
Spec(gs/.l_s-p}). On voit ainsi que Y (X) n'est pas un isomorphisme en général.
Toutefois, lorsque M est un k-module libre, il est clair que l'application

A®@ni—> An®...0n mod N(@I;M)) de k@M dans Z%/N(@im) est

bijective; cette application reste donc bijective lorsque M est k-plat,
parce gque tout module plat est une limite inductive filtrante de modules

libres (LAZARD (¥)). Il s'ensuit que Cf (%) : XEP/S] —_— X(P/S) est un iso-
morphisme lorgque X est un S-prégchéma plat.

4.3, Considérons enfin un S-préschéma en groupes sbéliens G : le mor-
phisme composé (G) : UP(g) Amed. o >G , qui est défini par la

multiplication, se factorise alors & travers VP(G) , de sorte qu'on a le

diagramme commutatif suivant :

(¥) D. LAZARD GR. Acad. Sc. Paris 258, 1964 p. 6313-6316.
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¢ ﬁ_.._/‘iE}__. P(o) ¢ § (0 g
56 ,%'(c-) 2/
P(2) « i(e) G[P/s]
()
L9 & F

Lorsque G gst Seplat, (.P(G) est un isomorphisme et 1'on peut définir un

morphisme (ait Verschiegbung)
wers) : ¢S S

3 1'aide de la formule Y(G/S) = V (G)oi(c)of,o(c)" . Lorsque G parcourt
les BS-préschémas plats en groupes abéliens, liapplication V : G ;-—)_Y_(G/S)
est évidemment un homomorphisme fonctoriel; par conségquent, y_(G/ S} est un
homomorphisme de groupes. Pour tout S-préschéma T enfin, 1'spplication

composée

(1) _.5.1‘3@_, ®(c) (1) 2(6) (7) > a(1)

applique x €G(T) sur p.x . Nous pouvons écrire p.Id, au lieu de

G
M (@0 5(c) , obtenant ainsi la formule classique

¥(o/s)or(e/s) = p.Id,

4431, Par exemple, lorsque G est un S-préschéma constant en groupes
abéliens, nous savons que F(G/S) s'identifie au morphisme identique de G
(4.1.1 ). On adonc ¥(G/s) =p .

Lorsque G est le S-groupe diagonalisable de type M , F(G/S)
est égal & p d'aprés 4.1.2 ; on voit facilement que V(G/S) est le mor-
phisme identique de G .

Lorsque E est un O.-Module plat et que G est le S-groupe v(E),
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le morphisme V(G/S) est nul ainsi que p.Id, . On verra dans 1'exposé VII,
qu'tun groupe elgébrique commutatif G sur un corps k est "unipotent" si et
seulement si 1 'homomorphisme composé

-1)
Y IEE D Gy ) xs)

6" | (0" 6)

G

est nul pour un certain n (on a posé G

4.3.2. Comme l'spplication V : G |~—~——->Y_(G/S) est un homomorphisme fonc-
toriel lorsque G parcourt les S-préschémas plats en groupes commutatifs,

le carré
IO

F(¢/s) (")l j/z(e/s)
0 3@ e

est comutatif (F(G/S) (¢) désigne 1'image réciproque de F(G/S) pour le

changement de base £(S)). Comme il résulte directement des définitions que

F(a/s) (e) est dgal 3 _}}’_(G(p)/s) , on & eussi

E(6/s)o ¥(a/8) = 2<G(P>/s)o£(c(1’)/s) = p.Idy(p) -

4.3.3. Supposons enfin que G soit un S-groupe fini commutatif localement
libre; soient A la O -Algibre affine de G et Tl 1'endomorphisme du fais-

ceau d'anneaux _O_S qui envoie une section x de QS sur x* . On a elors

un diagramme commutatif
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N AP o, ),
\ 1(a) s (4) /{'
a(a) t Q (4)
(4} PRIY / A
r(a) 3(a)
05 8.

oh les différentes lettres ont les significations suivantes : m (4) est
induit par la multiplication de A ; le morphisme OF(A) est associé au
morphisme /.l.(G) dont il est question plus haut (il est done dé<ini par le
morphisme diagonal de la Coalgdbre A ) ; on désigne par P4 1a soue-

Algébre de Qg A formée des sections invariantes sous l'action du groupe
=5

symétrique, par i(A) 1'inclusion de 2>-PA dans le produit tensoriel ; de
méme, SPA est la composante de degré p de l'algdbre symétrique de 4 et
q(A) est la projection canonique. Comme 27 est 1'algdtbre affine de VP(A)
avec les notations ci~dessus, le morphisme composé i(G)o C{’(G)'1 induit un

homomorphisme d!Algtbres r(A); cet homomorphisme s'annule sur les sections

Z aq_i®...®a

rE)’I‘,‘

de 1la fome

-

et envoie x ... ®x sur 1®x . De mdme, j{A) est le morphisme de

O -Modules 1 ®x —> q(x®...® x). Le composé r(A)oa(d) est donc associé
su morphisme Verschiebung _?_(G/S), tandis que b(A)oj(A) est associé au mor-
phisme de Frobenius F(G/S) (a(A) et b(A) sont tels que i(A)oa(h) =AP(a)

et b(A)oq(a) = nP(a)) .

Le diagramme commutatif (A) ci-dessus est autodual ; soit en effet
D 1le foncteur qui agsocie & tout _QS-Module M 1le QS-Module dual Hom'sc (1, QS) H
il est clair que l'image de (A) par le foncteur D n'est autre que le dia-
gramme (DA), les morphismes Dr{(4), Da(4) , Dj(4) et Db(A) s'identifiant

s sp——om— .

Cartier (3.3.1 ) échange morphisme de Frobenius et Verschiebuns.
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5. p-Algdbres de Lie.

Rappelons d'abord quelques résultats du Séminaire Sophus Lie :

5.1, Soient p un nombre premier, R un ammeau commutatif de caractéris-
tique p et A une R-algtbre associastive, mais non nécesseirement commuta—
tive. 81 a et b sont deux éléments de A , nous posons [a,b] = ab-ba

et &b = La(b) = Rb(a) . On a alors :

(@) = Pyl = -G =@ -2)P0) = (a2 0°G)

d'oh la premiére formule de Jacobson

(1) ad(x®) = (ad x)?

De mbme, si 85 ooey ap sont p éléments arbitraires de A on a
(confer 4.2 )

(%) N(af®... ap) =§v ST CTTL . :;[ari[atz[:..[a.c(pq),a;} .En]

oh g~ percourt les permutations de p lettres et T celles de (p-1) lettres.

Le deuxidme membre vaut en effet

8
Z("1) ati1.ati2 ...a.Ci lapnﬂt:j otuaq

b o 8 1

oh T parcourt les permutations de p-1 lettres, 11 s osoay ir les suites
strictement croissantes d'entiers de 1l'intervalle [1 N p—‘i] et ol
3 greer js désigne la suite strictement croissante dont les valeurs sont les

entiersde [ 1, p-1] différentsde i g2 +++s i, + Pour une valeur fixés
de r, la somme des term -1)% . .08, 88, cee8 vaut évidemment
e Ty es termes (-1) B, Q‘E:Lrp o """,

a8

1
(-1)3(1; )Z %1 %r ®pie(r+1)" " %o (p-1)
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ol F parcourt les permutations de p-1 lettres. Les égalités
(x=1)P = Pt = =)@ ortt) ot =D)P =P i+ 1

montrent d'autre part que (-1)3(9;1} ost égal & 1 en caractéristique p ,

ce qui prouve (*) .

En particulier, si x, et x, sont deux éléments de A, On a

egx P = 2+ 23,0 X0y o Fyly)

L

ou 2z parcourt les applications non constantes de [1,p3 dans {0,1} .

. P _ > . 1
On en tlre (Xo+x1) = x:g + XI; + 0<r<p m !N(xo’xo’to.,xo,x1,:-'31) 9’

d'ol la deuxidme formule de Jacobgon

(1) (xgx,)? =II;+111) ‘O:quu % ':'? ["t(1) [Xt(z) "'[xt(p-1)’x1]"']]]

o t parcourt les applications [1,9-—1] — {0, 1} prenant r fois la

valeur O .

5.2 Soit maintenant g une R-algdbre de Lie. On dit qu'une spplica-
tion xr-—ax(p) de g dans g fait de g une p-algébre de Lie sur R

si les conditions suivantes sont vérifides :
@ O0® PP xer,xeq

0  ax® o (an? XEg

2 4 2P ‘gép ? %E‘t(ﬂ ["t(z)“ xt(P‘”’x‘]"m

(»
1)P

(i1) (x°+x

1 t parcourt les applications [1,p—1] —— {0,1} prenant r fois la
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valeur O (xo,x1 € .

Par exemple, si A& est une R-algdbre, nous avons vu en 5.1 qu'on
obteneit une p-algébre de Lie Ag en prenant le R-module sous-jacent 2

4 et en posant
(x,9) = w-m , <P P y LYEA

Nous dirons que A.g est la p-algdbre de Lrie sous-jacente & 4.

Dans la suite nous considérerons surtout des sous-p-algébres de Lie
de pwalgdbres de la forme Ag ; en voici un exemple ¢ soient S un préschéma
de caractéristique p > 0 et X un S-préschéma. On rappelle qu'une déri-
vationde X sur S est un endomorphisme D du faisceau en groupes abé-

liens Q'X tel que

D(A.s) =A.D(s) et D(a.t) = (D)t + s(Dt)

lorsque A parcourt les sections de Q‘S y 8 et t les sections de QX
sur des ouverts tels que les formules aient un sens. La formule de Leibniz

D%(s.t) = EQ'_ @ (09 0™ )
1=0

montre que D¥ est encore une dérivation de X sur S compte tenu de 1'éga-
1ité (f_) =0 (mod p) pour i £ O,p . Il s'ensuit que 1'algdbre De’rx/s
des dérivations de X sur S gst une p-sous-algdbre de Lie de 1'algébre sur
r (s,p_s) des opérateurs différentiels de X gur S .

5.2 14 Si g et h sont deux p-algdbres de Lis, un homomorphisme

h: g~ h est une application R-lindaire de g dans h telle que
h([x,y] ) = [h(x),h(y)] et h(x(p)) = h(x) (p) si x,y&€ g . L'epplication
composée de deux homomorphismes est encore un homemorphisme de sorte que nous
pourrons parler de la catégorie des p-algdbres de Lie sur R . De méme, si

(X,R) est un espace annelé, nous dirons qu'un R-Module g est muni d'une
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structure de p-Algdbre de Lie sur R si, pour tout ouvert U, [ (U,g) est
muni. d'une structure de p-algdbre de Lie sur I (U,R) et si les restrictions

sont des homomorphismes.

5.3. Nous nous intéressons maintenant aw foncteur adjoint & gauche du
foncteur A Ag de 5.2 : soient g une p-algdbre de Lie sur l'anneau R
de caractéristique p , U(g) 1'algdbre enveloppante de 1'algdbre de Lie
sous-jacente & g (Bourbaki, Algdbre de Lie, § 2) et ig ou i: g —>Ulg)
1'application canonigue. On sait que tout homomorphisme d'algdbres de Lie h
de g dans l'algdbre de Lie sous-jacente & une R-algdbre unitaire A , se
prolonge d'une manidre et d'une seule en un hcmomorphisme de R-algtbres uni-
taires g de U(g) dans 4 (gi=h). %n outre, h est un homomorphisme de
p-algdbres de Lie si et seulement si g s'annule sur les éléments

i(x)p— i(x(p)) y lorsque x parcourt g . Par conséquent, si Ui(g) ou

U (g) désigne le quotient de U(g) par 1'idéal bilatdre engendré par les élé-
ments i(x)P- i(x(p)) y et si jg ou ji: g —> Up(g,) est 1l'application
composée de i : g —> U(g) et de 1'application canonique de U(g) dans
Up(g) s on voit que tout homomorphisme de p-algibres de Lie de g dans Ag
se prolonge d'une manidre et d'une seule en un homomorphisme d'algehres

unitaires g : Up(g) —> A (gj=n).

On dit que Up (g) est 1'algdbre enveloppante restreinte da g .

5.3. 1, Avec les notations de 5.3 , posons maintenant p(x) = i(x)p—i(x(P)) ]

Pour tout élément y de g, on a

p@)i(y) = if)eE) + [2(),iF) ] = i)pk) + i((aa x)Py) -(aa ix)P(1y)

1]

i (Y)E(x) ’

de sorte que p(x) appartient au centre de U(g) ; en particulier, 1'idéal 2
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gauche engendré par les éléments ,p_(x) est dé3a bilatére. De plus, on a
(Ax) = APp(x) et p(xy) =p(x) +2(y) , i AER ot x,ye€g; enpar-
ticulier, si (x,) est une femille de générateurs du R-module g , 1'idéal

3 gauche engendré par les éléments p(x) est déja engendré par les plx °<).

53424 Lorsque g est une R-algdbre de Lie dont le R-module sous-jacent
est libre de base (x o(} , on peut définir comme suit une structure de
p-algdbre de Lie sur g : identifions g & un sous-module de U(g) au moyen
de i (Bourbaki, Alg. de Lie, I,§ 2.7) et soit TU 1'application rj—y ¥

de R dams R . S5i (yy) est une famille quelconque d'éléments de g tels
Qe ady, = (ad x, )P, il existe alors une spplication R-lindaire g de

R ®_,Tg dans U(g) qui envoie 1®xo( sur xf(\- Ty 3 de plus, comme on a

(ad xﬁ)(x) = (ad xx)p(x) = (ad yo()(x)

pour tout x ¢ g, g applique g(p) dans le centre de U(g) .

Posant alors x{p} =% - a(1 @x) pour tout x & g , on vérifie
sans peine que x{p} appartient & g et que l'spplication x —> xipl fait
de gz une p-algdbre de Lie. Autrement dit, si (x,,() est une base du module

sous-jacent & une algdbre de Lis g sur R, les structures de p-algébre de

Lie sur g correspondent biunivoquement aux familles (yx) de g ielles
= b

gue adyo(—(adxa() .

5.3.3. Proposition : Soit g une p-algdbre de Lie sur R dont le module

gous-jacent est libre de base (xK) Mors 1'application j: g —)rUp(_g)

est injective et, si l'on poge 2, = 3z )y U (g) a pour base les mondmes

n
” z (0 {n, < pjiles n, sont supposés nuls hormis un nombre fini

d‘entre eux ; on suppose la base totalement ordonnée et les produits effectués

dans 1l'ordre croissant),
Soit en effet n = (n‘x) une famille d'entiers naturels qui sont

nuls hormis un nombre fini d'entre eux, Tdentifions £ 2 un sous-module de
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1'algdbre enveloppante U(g) au moyen de l'application canonique 1 ; posons

in|= an ’ xn =7Txn°‘ et soit vt le sous-module de U(_g) qui est en-
oL,

=1

gendré par les x tels que |nl¢ r . Posons enfin s = |nl, n, = m,ﬁP& ;
avec 0&m <p , et Tn= ’t;r xmig(xg( )‘Eu (confer 5.3.1 ). Il est clair
que Tn -lTxn“* appertient &2 US™! . D'apris le théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt, les Tn tels que |n|= s forment donc une base de v®

medulo U™ ., Lorsque s = Inl varie, les Tn forment une base de U(g) .

Or le noyau J de l'application canonique de U(g) dans Up(g) est 1'idéal

4 gauche de U(g) qui est engendré par les éléments centraux p(x )

(5.3.1 ); par conséquent, les Tn tels que ¥/ = ('{i) £ 0 forment une base
de J; les Tn, tels que n < p pour tout o , forment une base de Ulg)
modulo J , c.g.f.d.

5.3.3.bis Soient g une p-algdbre de Lie sur R et f : R —3 R' une ex~

tension de 1'anneau de base. Je dis qu'il existe sur le R'-module R'®p g

une structure de p-algdbre de Lie et une seule telle gue

D@z ,x@7) =2p® [xy] ot (hen® =AP®x(P)

Il en résultera en particulier, que le foncteur g }—3>R! @Rg est adjoint a

gauche su foncteur "restriction des scalaires de R!' & R".

L'unicité de la structure de p-algdbre de Lie de R'® r2 étant
claire, prouvons llexistence : lorsque g est libre de base (x,) il existe
d'aprés 5.3.1 une et une seule structure de p-algtbre de Lie sur 1'algdbre
de Lie R'® R telle que (1®x’*)(p) = 1®(x§<p)) ; cette structure est

celle que nous cherchons.

Lorsque g est une p-algébre de Lie arbitraire, il existe une
p-algtbre de Lie libre (en tant que R-module) Lo et un homomorphisme
surjectif g, ¢ Lo — g ; il suffit par exemple de prendre pour Lo la

p-algdbre de Lie R ®H-' g, ou H; désigne le corps premier de caractéristique
p



450

P, pour g 1'homomorphisme A®x —> A.x (g est libre sur E’p 1.
Le noyau de %, est alors un p-idéal de Lo s Clest-b-dire un idéal de
llalgdbre de Lie Lo qui est stable pour 1'endomorphisme x |_>x(p ); il
¥y a donc égslement une p-algébre de Lie libre {en tant que R-module) L 1

et un homomorphisme q, * L1 — Lo dont 1'image est Ker q, ¢

L,!—-—-——*-_)L \‘g >0

On en déduit une suite exacte de R'-algdbres de Lie

R‘@R qj R’@R qo
R'@RL1 —_——y R'® Ly ————> R’@Rg —_—> 0

Comme R’®R q, est manifestement un homomorphisme de p-algsbres de Lie,

le noyau de R’@Rqo est un p-idéal, de sorte que l'opiration puissanco
p-idme symbolique de R'QRL0 induit par passage au quotient une application
de R'@Rg dans R'@Rg (utiliser la formule (ii) de 5.2.) ; cette dernidre
munit gz de la structure de p-algdébre de Lie cherchée.

5e3.4. L'application canonique 'jg de g dans l'algdbre enveloppante res-
treinte Up(g) induit, pour toute extension f : R —3» R' de 1l'anneau de

base, un homomorphisme
\ 3 3 t
R®pj 1 R'@®g —> RO VR

d'ol un homomorphisme h de UP(R' ® Rg) dans R'§ RUp(g) tel que
hojR, ®z" Ri@Rjg . 11 résulte évidemment des propriétés universelles de
R'®g et de 1'algdbre enveloppante restreinte que h est un isomorphisme,
ce qui nous permettra d'identifier Up(arQRg) 3 R'@RUP(E) .

En particulier, si r est un élément de R et si R' est l'an-

3 rd . K] 3 ,
neau localisd Rr s On voit que £~ Rr® rE est muni canoniquement d 'une
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gtructure de p-algébre de Lie sur Rr s de sorte que le faisceau E sur

Spec R est une p-Algébre de Lie quasi-cohérente sur Spec R . De plus,
1'algdbre enveloppante restreinte Upr(gr) s'identifie & U;(g)r de sorte
que le faisceau associé au préfaisceau V F——)UP(F‘(V,g)) est quasi~cohérent.
Plus générelement, si S est un préschéma de caractéristique p et G une
p~Algdbre de Lie quasi-cohérente sur _O_S y le faisceau associé au préfaiscean
Vi— UP(F'(V,E)) est quasi-cohérent; il sere noté Qp(ﬁ) et appeld
1'Algdbre enveloppante regtreinte de G . Si V est affine, Up(r‘(v,g_))

s'identifie 3 1'ensemble des sections de I (@ sur V.

54 Le caractére universel de Up(,g) entralne que Up(g_) est fonctoriel
en g : tout homomorphisme de p-algébres de Lie h: g — b induit un homo-

morphisme d'algdbres unitaires Up(h) et un seul tel que Joh = Up(h)o.jg .

Voici quelques exemples t

a) Si h=0, Up(g) s'identifie & 1'anneau de base et UQ(h) est un
homomorphisme d'algbbres &g : Up(g) —> R appelé sugmentation.

b) Prenons maintenant pour h 1'algébre g° opposée & g: g° a
m8me module sous~jacent que g , m8me pulssance p-idme symbolique, le crochet
de deux éléments dans g° étant 1l'opposé du crochet dans g . Il est clair
que nous pouvons identifier Up(g") 3 1'algdbre opposée & Up(g) . De plus,
1'igomorphisme X p—3-x de g sur 2° induit un isomorphisme

¢ de Up(g) sur Up(gO)'.!Up(g)° .On dit que S est llantipodisme de

£
U (g .
L@

c) Soient enfin f et g deux p-algdbres de Lie et h 1la
p~algdbre de Lie produit f xg qui & pour R-module sous-jacent le produit

direct £xg , le crochet et la puissance symbolique étant définis par les

formules

(69, @) = (e ], [y]) ot en® = 6@, @),
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Si h1 t f -3k st h2 t g —» k sont deux homomorphismes de
p~algdbres de Lie tels que ['h (x),n (y)} =0 pour tout x de f e tout

y de g, l'spplication h+h, (x,y) ~—>h, (x)+h (y) est un homomorphisme

de p-algébres de Lie ; réc:.proquement, tout homomorph:.sme de fXg dans k
est de ce type, ce qui permet de caractériser f£fxg comme solution d'un pro-
bléme universel. Par exemple, les applications h1 P X if(x) 1 et

byt y > 1® ig(y) induisent un homomorphisme h, +h, de fxg dans

la p-algdbre de Lie sous-jacente & Up@ ® Up(g). I1 résulte des caractdres
universels de £fxg et des algbbres enveloppantes restreintes que h 1-i-hz se

prolonge en un isomorphisme (P de U Lxg_) sur le produit tensoriel

U(__)@U(g)

Si f =g, l'application diagonale J x+—>(x,x) de g dans
£Xg induit un homomorphisme de U (g) dans U f\gxg). Wous roterons &ﬂ
le composé de cet homomorphisme avec (f ; on vorc facilement que ég et la

multiplication de l'algdbre U (g) font de U Lg) une R-coalpdbre en groupes

(3.2 ) qui a 5 pour augmentatlon et c‘g pour antipodisme.

5.4.1. De mdme, soient S un préschéma Qe caractéristique p et & une
Qs-p-Algébre de Lie. Lorsque V parcourt les ouverts de S, les structures de
coalgdbres en groupes 3éfinies précédemment sur les ensembles Up(r' (v,8)) in-
duisent sur 1'Algdbre enveloppante restreinte EP(E) une structure de
Qs-p-Coalgébre en groupes. D'aprés 5.3.1 , l¢ S-foncteur en groupes corres=
pondant Spec*U (@) associe & tout S-préschéma T l'ensemble des sections

x de U(_(_}_% ) telles que
E(x) =1 ot Ax=x@x .

Ici & désigne 1'amgmentation de LT_P(_Q_® A le morphisme diagonal et

QSQT) ’
x®x 1'image canonique de (x,x) dans " (T, EP@T)QQQUT@T)) .

Lersgue G est localement libre de type fini en tant que gs-Modulg,

*
Spec Qp@ est représentable par un S-préschéma fini, localement libre
(5.3.3 et 3;1.2 )-
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6. p-Algtbre de Lie d'un S-préschéma en groupes.

Soit S un préschéma de caractéristique p > O . Au paragraphe 5
nous avons associé i toute Qs-p—Algébre de Lie quasi-cohérente & un
S-foricteur en groupes Spec*g_p((}) . Nous allons voir meintenant que, pour tout
S-préschéma en groupes G , 1'Algdbre de Lie Lie (G/S) définie en II 4.11

est munie naturellement d 'une structure de Qs-p-Algébre de Lie.

6.1. Identifions tout d'abord Lie(G/S)(S) et Lie(4ut G/S)(S) respecti-
vement & des sous-algdbres de Lie de U(G) et DifG/S au moyen des injections
K et 3 de 2.5. L'Algtbre de Lie de Aut G est donc identifiée & 1'algtbre

de Lie des S-dérivations de Q, . D'aprés 5.2 , cette derniére est une sous-

p~algdbre de Lie de DifG /s .

D'autre part, d'aprés II 4.1.4 , l'image de L = Lie(G/S)(S) par
la translation & droite r : U(G) —> Dif,, /s
variantes & droite. Si x appartient 3 L , r(x)¥ n'est autre que r(xP)

est formée des dérivations in-

dtaprids 2.2. Comme r(x)p est encore une dérivation, on voit que Pt appar-

tient & Lie(G/S)(S), qui est donc une sous-p-algdbre de Lie de 1'algbbre

infinitésimale U(Q) .

G.tu1. Soit h: G —> H un homomorphisme de S-préschémas en groupes. Il
est clair que les homomorphismes Lie(h/S)(S) et U(h) sont compatibles avec
les identifications de Lie(G/S)(S) et Lie(H/S)(S) & des sous-p-algdbres de
Lie de U(G) et U(H). Comme U{h) est un homomorphisme d'algdbres, on voit
donc que Lie(n/S)(S) est un homomorphisme de p-algdbres de Lie.

De mBme, si s : T——>S5 esgt un changement de base, 1l'application de
Lie(G/S)(S) dans Lie(G¢/S)(T), qui est induite par s , est un homomorphisme
de p-algdbres de Lie. On peut traduire cela en disant que le foncteur Lie(G/S)

est muni d'une structure de Qg -p-algebre de Lie. En particulier, lorsque 7



454

parcourt les ouverts de S5 , on voit que le faisceau Lie(G/S) est muni d'une

structure de Qs-p-Algébre de Lie.

6.2, Suivant ure idée de Demazure, nous allons maintenant généraliser ce
qui préctde & certains S-foncteurs en groupes non nécessairement représente~
bles. Pour cela, nous allons d'abord donner une sutre définition de la puis~

sance p-idme symbolique dans l'algdbre de Lie d'un S-préschéma en groupes G :

Soit D umne dérivation de G & l'origine, clest-i~dire la déviation
de 1'origine obtenue en composant la déviation canonique 5 : 5 —> IS de
1.5 &vec un prolongement x & IS de la section unité £ : S —y G
D'aprds la définition que nous avons donnde en 2.1 , D° est la déviation

composée suivante

(p)
SYS %8 Xeee X8 M_) ISX"'XIS M G oo X3 .__.n..'..._.__.).g
P

it 0 et 16 morphisme induit par la multiplication m : GxG@ —3G .

Comme I, x... xI, est affine sur S et a pour Algdbre affine

s s
- 2 2 P PR
9 Ed1,...,dpj /(d1,...,dp) , la déviation ¢ X ... x8 est définie par un

. 0 <
morphisme de O Modules

~ 2 2
Qs[d1,...,dpj /(@fsennsa) ——> O

qui applique le monbms d‘idz”'dp sur 1 et les autres monBmes di g..di
1 T

sur O (r¢p). D'autre part, si pry désigne la projection de Ig sur le
i-itme facteur et si x; est l'image de x dans G(Ig) par G(pri) , le
morphisme composé m(P)o(xx...xx) n'est autre que le produit x ot e Xy ¢

Par conséquent, 13 est aussi la déviation composée suivante

% aes xg Kix?}”'xp
——-——-——-} ISXAoo)dS —-—u-—-——) G .
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Cette description nous permet de redémontrer que D° est une déri-
vation de G & l'origine : en effet, comme G est un trés bon groupe
(1T 4.11 ), les images G(pr1)(x) et G(pra) (x) de x dans G(ISXIS)
comnutent entre elles. I1 s'ensuit que les éléments x, de G(Ilé) commu-
tent deux 2 deux, autrement dit que, pour toute permutation g~ des facteurs
de Ig 1...xp ; i1 s'ensuit que x1...xp se factorise
a4 travers la projection canonique de ° dens le produit symétrique

ZPIS (8.2).

y O & (21...xp)o(,‘"= X

S

Le produit symétrique > p IS a pour Algdbre affine une sous-Algdbre
N /142 2 . .
4 de 'QS[dV""dpJ/(dP“"dp) qui a pour base sur _QS les fonctions symé

triques élémentaires 1 = o 07 ,o'i) de d1,..,dp + Nous désignons

par q l'homomorphisme de A dans Qs[d] /(da) qui annule T, 5 »ee) @

1 p~1
et envoie 0"p sur 4, par i 1l'immersion fermée de IS dans

ZPIS qui est associde &4 ¢ . On a alors un disgremme commutatif

X, 00X
S SXda»}(g Ig 1 P G

| [ fus

i D :
Ig yZIS_________,c-

qui montre que ° est de la forme y § , ce.q.fod.

6.3. Soient X"p le groupe symétrique d'ordre p et ng)fp la

somme directe d'une femille d'exemplaires de Ig indexés par X'p . Nous

notons 1 : Ig xb’"p —_— Ig la projection canonique et k @ I‘gxfp--") Ig

le morphisme définissant 1'opération de z"p sur Ig (si ¢~ est un é1ément

de b‘;’ y la restrictionde k & ngo” & prgo-, pour jitme composante ) .
Ceci étant, nous disons qu'un foncteur X : {Sch/S)® —» (Bns) yérifie la
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condition (F) si X transforme les sommes directes finies en produits directs

et si, pour tout S-préschéma T , la suite

X(sz‘ﬂ')
x(? x LP1) ——s X(P xgT ) —= x(Tx. Ex¥)
ST S X(T Xk E) P

est exacte. Tout S-préschéme vérifie (F) ; ei F est un %—Module, w(F)
vérifie (F) ; toute limite projective de foncteurs vérifiant (F) , vérifie
sussi (F) ; si Yy vérifie (F) et si X est un S-foncteur quelconque,

Hom (X,Y) vérifie (F) .

2o
Soit X un trés bon groupe (II 4.10 ) vérifiant le condition (F).

Déasignant par x : I;—> X un morphisme qui prolonge la section unité de X

et reprenant les notations de 6.2 , on voit comme ci~dessus que

x ...xP : IIS) —-» X se factorise & travers Z.pIS

1

11-.-1

cm/

et définit par composition un morphisme x(p)
IS __.3‘.___> z_pls .~..._.c__=,. X

que nous appellerons la puissance p-idme symbolique de x .

L'endomorphisme x —> x(P) de Lie (G/S)(8) est évidemment
compatible avec les changements de base et est fonctoriel en G . Il serait
intéressant de savoir pour quels G cet endomorphisme fait de Lie(G/S)(S)
une p-algdbre de Lie.
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6.4, La dernidre définition de la puissence p-idme symbolique, que nous
venons de donner, est particulidrement bien adaptée au calecul. Voici quelques

exemples @

6.4.1.  Soient M un groupe abélien "abstrait" et DS(M) le S-groupe dle=
gonalisable de type M (I 4.4.2 ). Pour tout S-préschéma T , on a donc
D () (T) = Hom ) (M,0(1)*). Soit x un élément de Lie(Dy(M)/5)(8) , c'est-

a-dire un homomorphisme de groupes abéliens
M IS, 00 )

de 1la forme m — 1 + df(m) , ou § (4 H°m(Ab) (M,0(8)) + Avec les notations
de 6.2 et 6.3, le produit x

1'expression

1...xp associe 3 un é1ément m de M

(1 + d1§(m)) ceevesenes (1 4 dpg(m))
c'est-a~dire 1 +¢r1'§(m) + v:;‘”é,(i(m))2 4 oeee + q"p(g(m))p

Cette expression appartient bien & O(Z.pI ) Projetant 1'Algdbre

affine A de 2 PI_. dans __S[d}/(d) en annulant (}"1 s ey d’ et en

S -1

envoyant a“p sur 4 , on voit que x(p) est 1'homomorphisme
m > 1+d(Sm)°
de M dans [T (S, 0 dO)

y ¥*,
En résmé, si 1'on identifie Lie(Dg(M)/S)(S) & Hom, (u,0(s) )
comme en 5.1 , la puissance p-idme symbolique associe & 5 1'homomorphisme

g(p) tm &-—>§(m)p .
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6.4.2. Solent F un Qs-Module et G le S-foncteur en groupes
abéliens W(F) (I 4.6 ). Soient y un lément de W(E)(S) = M(S,F) et

y' l'image canonique de y dans W®(IS)' On sait que 1'application

y —>dy' est une bijection de W(E)(S) sur Lie(W(F)/S)(S). Si l'on pose
x = dy' , la quantité x, de 6.2 n'est autre que diy” , o y" désigne
1'image canonique de x dans W@(IIS)) . Par conséquent le produit Xyeeex,

ost dégal & (d1+...+dp)y" et appartient & W(_F_‘) (ZPIS) « Comme 1l'applica=~
tion de 9( Zp]}s) dans Q(IS), qui définit le morphisme i de 6.1,

annule d1+...+dp » on voit que x(p) est nul.

Pour tout QS-Modulg

l'aleebre de iie de W(F) est donc nulle.

F , l'opération puissance p~idme symbolique dans

—

6e4.3. Soient X un S-préschéma, G le S~forncteur en groupes AutE;X

et D une S-dérivation du faisceau structural _QX . D'aprés 6.1, D peut
Btre identifié & un Is-antomorphisne x: de XI qulon peut déerirs comme

S
suit : si s est une section de Qg [d] /(dz) de la forme a+db, posons

Dy s =Da+ d(Db) ; autrement dit, D, est déduit de D par le changement de
] s
base IS —— 8 ; 1l'automorphisme en question de XI est alors associd &
s
1'endomorphisme s> s-!-d-(DI s) de Qs[dj/ (dz) .
s

p l'opérateur différentiel de le déduit de D
Is 5
par le changement de base Ig ~—> 8 . 4vec les notations de 6.2 , 1l'auto-

morphisme Ii de XIP est alors associé 3 llendomorphisme
S

De méme, soit D

- - 2 2 .
sl-——~>s+di(DI§(s)) de QStiV'"’dp.l /(d1,...,dp). Le produit XyeeX)

est donc associé & 1'endomorphisme

1+ d1DI§)(1 + dzblg).....(z + dpDIg)
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olest-a~dire & t + 0 Dp +a'(np)2+....+r(np)p
11 2 p Iy

Le coefficient de (- est (DIp)p , ce qui signifie que la bijection
S

D +—5x de l'algdbre de Lie des S-dérivations de 9y sur 1'algdbre de Lie

de Autsx est un isomorphisme de p-algdbres de Lie.

.44 4. En utilisant la m8me méthode, on voit que, pour tout Q_S-Module E,

la bijection décrite en II 4.5 est un isomorphisme de p-salgdbres de Lie
de mﬂs mod W@E)  sur L:Le(Aut=Sc —mod wE) /s)(s) .

De mdme, si U est ume Qs-Coalgébre en groupes quasi-cohérente, et
el G est le foncteur en groupes Spec'U , on voit facilement que 1'injection
canonique de Lie(G/S)(S) dans [7(S,U) , qui identifie Lie(G/S)(S) 2 1ten-
semble des éléments primitifs de [ (S,U) , est compatible avec la puissance
p-idme.
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7. Groupeg radiciels de hauteur t .

Soit S un préschéma de caractéristique p > O . Nous dirons qu'une

O-Algdbre A (resp. une Os-p-Algtbre de Lie L) est finie localement libre

si le QS—Module sous-jacent & A (resp. L) est localement libre et de type

fini. Si L est une

%-p-Algébre de Lie finie localement libre, nous savons
que le S-foncteur en groupes

%@ = Spec* _U_p@

est représentable par un S-préschéma fini, localement libre (5.4.1 ).
Nous allons voir que ce S-préschéma est solution d'un probléme universel et

*
nous allons caractériser les S-préschémas en groupes de la forme Spec Ep@_) .

T. 1. Consgidérons 4 'abord une Q_S-p-Algébre de Lie quasi-cohérente L.
Lorsque V parcourt les ouverts de S , les applications J: PW,Q%’UD{P(V;Q
de 5.5 définissent un morphisme j : 1L — gﬂ@ ., I'autre part, d'sprés
3.2.3 , la QO ~Algtbre de Lie du S~foncteur en groupes igtp@ est le noyau

—S
du morphisme

De-in, -in_: U QL) —> U (L U (L
oi &\ désigne le morphisme diagonal et ou in1 ’ in2
X —>x®1 et xp—> 1@ x . I1 est clair que 1l'image de Jj est contenue

sont les injections

dans le noyau Lie p(l_;_) de 4é-5.r11~-in2 ; c'est pourquoi nous noterons
gy L — Lie 9p L) le morphisme de Qs-p—Algébres de Lie qui est induit

par j (6.4.4 ).

Considérons maintenant un trds bon S-foncteur en groupes G vérifiant
la cordition (F) de 6.3 et soit h :913@_) —> G un homomorphisme de
S-foncteurs en groupes. D'aprés 6.3 , le morphisme Lie h : Lie ?p(l_a) — 1ie G

est un homomorphisme de ~Algébres de Lie qui est compatible avec 1'élévation

9
& la puissance p-i2me symbolique. Il en va donc de méme pour le morphisme
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composé (Lie h)o_jL . Si nous notons HOmp(.I::l'E G) i'ensemble des homomorphismes
de QS-Alg‘ebres de—Lie, qui sont compatibles avec 1l'élévation & la puissance
p-idme symbolique, on a donc une application J(L,6) : h > (Lie h)o‘j_L de
HomS_Gr(yp(L) @) dans Homp@, Lie G) .

7.2. Théoréme : Si L est une O -p-Algdbre de Lie finie localement libre,

1'application

J(L,G) : HomS_Gr(%(L),G) — Homp@ , Lie @)
est bijective dang chacun des cas suivants :

(i) G gst un S-préschéma en grounes ; (ii) G est de 1la forme Auto X, ob
X est un S-préschéma ; (iii) G est de 1'une des formes W(E) o

Au‘l::s._m0 dW(E) » o P désigne un O.-Module guasi-cohérent.

La démonstration du théordme s'appuie sur le lemme suivant :

LEMME : Si L est une _QS— Algébre finie localement libre, le S-groupe

yp@ est anmulé par le morphisme de Frobenius de ﬁp(y relativement & S .

Soient en effet U 1'Algtbre enveloppante restreinte de L et po-
*
—_ —_ ] - N .
sons A=U = Hom: (H’QS) . Alors A est 1'Aigebre affine de ?p(g) . De
plus, si J est l—'§déa1 d'augmentation de U , c'est-a-dire 1'Idéal engendré
par l'image de jL t: L ——> U, nous notongs I 1l'orthogonal de J dans

A . On adonc A/i’-"-QS et 1'Idéal I définit la section unité de gp@) .

Si T est l'endomorphisme x p—3 © de 9y » mous devons montrer
que le morphisme é : a®x 1——-*,&xp de Q_S@_n,}: dans A s'annule sur
] 2 .
_0_S @}rI_ . Or @ n'est autre que le composé suivant

i) D b(4)
—_ 5
%@ 4 —22 5 fa A,

o b{4) et j(4) sont définis comme en 4.3.3. Comme le O -Module dual de
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sP A n'est autre que le sous-Module = p}_{ de & pll_ formé des sections inva-
riantes sous l'action du groupe symétrique d'ordre p , on voit que le

*
trangposé @ de @ est le morphiame composé suivant :

U ____a.@._..) 2 p,'t_I ..__f_(.‘..@_.....} QS ®‘ﬂ"§
oh a(U) est induit par le morphisme (ABU®...010V)...(A0V) A de
U dans ® U (A est le morphisme diagonal de U) ; de méme, r(U)
s'annule sur les tenseurs symétrisés et applique une section X §...H x sur
1 ®x (confer 4.33 ). Il reste maintenant & montrer que q:) * annule 1'idéal
d‘'augmentation J . Comme é * est un homomorphisme d'Algdbres, il suffit de

*
voir que é stannule sur Im gy - Ceci résulte de la formule

As=3s® + 1®s, lorsque Séfm,iL .

Te2.1. Posons G = p@ . Nous allons d'abord prouver l'agsertion (ii)
du théoréme 7.2 en conservant les notations ci~dessus. Comme tout élément
de 1 =& une puissance p-idme nulle et que I est un O Module de type

.-s
fini, I est localement nilpotent. On a donc (G) =5 Or les homo-
= P red Te

d -
morphismes h de Gp dans Aut X correspondent biunivoquement aux opérations
& gauche h' : prX —> X de Gp sur X . Pour une telle opération, si £
est la section unité de G:p » le morphisme composé

1
xoe s XXy 6 XX B 5 x

-

doit 8tre i'identité. Comme (G xX) s'identifie & X s, on voit que h'
P ’red red

doit induire 1l'identité sur les préschémas réduits associés. En particulier,

h' induit une opération de Gp sur tous les ouverts de X , de sorte qu'on

se raméne facilement au cas oi S et X sont affines, ou plus généralement

au cas oi X est affine au~dessus de S . Dans ce dernier ces, on applique

le lemme suivant
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LEMME : Soient X un S-préschéma affine d'Algdbre £ et Gp on  S-préschéma

en groupes fini localement libre d'Algdbre 4 . i nous posona U = §*= Hnm0 @,_QS),
_..S

les opérations de Gp 4 gauche sur X corregpondent biunivogquement aux re-
présentations de 1'Algdbre U dans le _QS-Module B telles qu'on ait

u(1g) = E (u}.!Q

£ = ; _Z )
et u(w) = & v, (v, (y) si Du=& v, Qv

Dans ces formules, u désigne une section quelconque de U sur un
ouvert affine V , x et y des sectionsde £ sur V ; on désigne par 1C
la section unité de €, par & et A 1'augmentation et le morphisme di;gonal
de U . Une opération h' de G & gauche sur X est définie par un homo-

morphisme d'Algdbres A : C —> A @, S - Nous noterons A le morphisme

composé =8
U®A Y®c -
Q&OQ___.._.> _Q@Og_@()g_ ....._._____)QS@OQ...Q

*
o2 Y est la "contraction”de A @O A dans _QS « On sait que 1l'application

A2 (¥®)(U®)) est une bijection de Hom, (G,A®C) sur Hom, (UeC,Q).
=5 =5

De plus, on voit facilement que A est un homomorphisme 4d'Algtbres unitaires
définissant une opération de Gp gur X gi et seulement si,l. satisfait

aux conditions du lemme.

I1 est d'ailleurs clair que, pour toute représentation de U dans
le QS-Module C 5 les sections u de U qui vérifient les conditions du
lemme précédent forment une sous-Algebre de U . Dans le cas particulier qui
nous intéresse, ces conditions sont donc satisfaites pour toutes les sections
u , si elles gont vraies pour les sections u de Im ;}_L +» 51 u est une
section de Im J_L s ces conditions signifient que u(1c-)-= 0 et que
u(xy) = u(x)y + xuly) . Tout homomorphisme h de Gp~=%@) dans Aut X



464

définit donc un homomorphisme H de U dans Hom (¢,8) qui envoie Im A
dans 1'ensemble des Qs—dérivations de C. L'app_lsication -

Ho J est un homomorphisme de p-Algébres de Lie de L dans le faisceau

L
Derx/s des Qs-dérivations de C . De plus, l'application h P*-)H".i_L— est
évidemment bijective; il resterait & vérifier qu'en identifiant Le_z_‘x/s a

Lie(4ut X/8) comme en 2.5 , on identifie 1'epplication h HHoj_L & celle

du théoréme 7.2.

Te2e24 Montrons maintenant comment 1'assertion (i) du théoreme 7.2.
résulte de (ii) : si T est un S-préschéma et x un éldment de G(T) , nous
notons e;l; (resp. r;r[) la translation & gauche (resp. & droite) de Gy qui
est définie par x . Les applications ﬁT DX 2?{ déterminent donc un
homomorphisme 2 de G dans Aut G . Soit d'autre part f wun T-automor-
phisme de Gy ; on définit alors xf comme étant égal & (rz)“1f ri ; de
cette fagon G opére & gauche sur le S-foncteur Aut G, donc aussi sur

les foncteurs T l———)HomT_Gr( gp(é’r)’ Aut XT) et T Homp(l_‘T , Lie(Aut )LP/T))

Dtautre part, 1'homomorphisme ¢ induit des carrés commutatifs

HomT_Griigp Ly s Gp) o Homp@T:Li@(GT/T))

N
Hcmr_Gr(ﬂ}pi;aT)éu_t Gy) ——> Hom (Lp,Lie(4ut G,/T))

Les images des deux fléches verticales sont les sous-foncteurs for-
més des invariants sous l'action du S-groupe G . Comme la deuxitéme fléche
horizontale est inversible d'aprés 7.2.1 et qu'elle est compatible avec 1l'ac-

tion de G , la premiére fldche horizontale est aussi inversible.
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7.2.3.  Considérons enfin le cas de Aut: nod W(__) (1e cas de W(F) est ana-

logue). Posons G %(_) Un homomorphisme de Gp dans Aut: W(_) est

B b
un homomorphisme multiplicatif de Gp dans ‘ndrso mod (_) qui est compatible

avec les sections unités de Gp et de Enda% —modw®' Or un morphisme de
S-foncteurs h: G L, —> F‘nd W(_) est per définition un endomorphisme de

W(O & _) ; dleprds I 4. 6 2 (11}, un tel endomorphisme est induit par un
p —S
endomorphisme de Q-G ®,E, clest=d~dire par un endomorphisme A~linéaire
D
du faisceau A @02‘_ y o A est la 0 -Algdbre affine de G_ . Un tel endo-
=5 - - P
morphisme est de 1a forme a@x +—> aA(x) , o A\ est un morphisme de
O-Modules de E dans g@og . Sil'onpose o = (YOD(EON) come en
-.S
7.2.1.; h est finalement déterminé par s : U@, F —> I . les hypotheses
-—-S
faites sur h se traduisent en disant que M définit une structure de
U-Module sur F « Une telle structure de Module est définie par un homo-

morphisme de p-Algebres de Lie de L dans FEnd 02 I
= _Q_S-mod

7434 IBME : Si L est une O.-p-Algdbre de Lie finie localement libre,
le morphisme L —3 Lie (ﬁp@ de 7.1 est inversible.

Le probleme est en effet local sur S . Nous pouvons donc supposer
que S est affine d'ammeau R et que L est le faisceau associé & une
R-p-algébre de Lie de base x g X Nous pouvons alors utiliser les
notations de 5.3.3 et poser zB =.§T 2%i pour tout r-uple (ni, cies nr)

formés d'entiers naturels tels que 0 ( n, { p . Posent en outre

nl= !i‘ (ni)! ot munissant le monoide WNT de 1l'ordre produit, on voit

facilement qu'on a

n m Timin
Az _ ) 2 @ ._=Z
F Y m! (nem) !
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la somme étant étendue & tous les m de IN° tels que 0¢mg¢n (D est
le morphisme diagonal de U) . Comme les z° forment une base de L@, u
est clair qu'ona A x =x@1 + 1®x si et seulement si x est combinaison

linéaire de 21 P sosy Zr y Coqvf'do

Teda Pour terminer 1'exposé, nous allons donmer une caractérisation des
S-préschémas en groupes de la forme ?p@) , 0 L estune gs-p-Algébre

de Lie finie localement libre.

Soient G un S-préschéma en groupes, & ¢ la section unité et I
le noysu du morphisme de 881 @G) dans _QS qui définit £G . L'image cano-
nique de Lie{(G/S)(S) dans U(G) (2.5 ) s'identifie d'aprds 1.3 aux morphismes

-1 , N
de QO.-Modules de £ N (QG) dans Oy qui s'anmulent sur la section unité

ds & ;1(_0_G) et sur _;2 « On retrouve ainsi 1'isomorphisme canonique de
Lie(G/3) (8} sur Hom,) (I/_I,E,QS) de 1'exposé II . Nous poserons d'ailleurs
==

Wo/g = _/_1_2 comme dans 1'exposé II, de sorte que le faisceau Lie(G/S)

s cps
g'identifie & Hom_sc (Q)G/S,QS) .

THEOREME : Si G est un préschéma en groupes sur un préschéma S de carac-
térigtiquse p > 0, les assertions suivanteg sont dquivalentes :

(i) Il _existe une O -p-Algdbre de Lie finie localement librve L telle gue
G soit isomorphe 3 gp@) .

(1) ¢ gst affine sur S ; Wq/g estun O-Module locslement libre de type
fini et 1'Algtbre affine de ¢ est localement isomorphe au quotient de

] 2 : 1 z .
1'Algdbre Stri §gs [wG/S] par 1'Idéal engendré par les puissances

p-idmes des sections de W /s

(ii1) @ gst localement de présentation finie sur S , de hau~
tour ¢ 1 (4.13) et Wg/g est localement libre (¥).

(*) La condition sur o est en fait inutile, comme on voit aisément en se

ramenant au cas olt S est local de corps résiduel k, et en appliquant le
théoréme au cas du Groupe Gk .
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7.4.4.  L'implication (ii)=> (iii) é&tent claire, montrons d'abord que (i)
entraine (ii) : nous considérons pour cela la suite exacte
CH & §
—>L —2 51 > IQ,I
-s
ot J est 1'1déal d'augmentation de U = gp {L) et ol ¥ est le morphi ame

induit par A -in1-in2 . Si q est la projectionde U sur J qui s'an-

nule sur la section unité de U, 5 peut aussi 8tre caractérisé par le carré
commutatif
g _*9—_) U ®
— —_— O -
-3
ql l q &g
g —8 sy ®, L
..S

De plus, la suite (*) reste exacte aprds tout changement de base; par consé=-
quent (Bourb., Alg. Com. II 3 , prop. 6) , la suite (¥) se scinde et donne par

dualité une suite exacte

m
181 ——> I ~——> Hm, (L,0) —> 0,

o I désigne toujours 1'Idéal d'augmentation de 1'Algdbre affine 4 de
?p@) et ot m est induit par la multiplication de A . Ceci montre que

wG/S est le dual de L , donc est fini localement libre.

Supposons maintenant S affine. Il y a alors une section
e k] wG/S —> 1 de la projection canonique de I sur ;/}_2 ; une telle
section induit (lemme 7.2 ) un homomorphisme d'Algtbres h : S,[W@ s]/(:r:p) -3 A.
05 &/ *€%/s

Si l'on filtre A (resp. S Lw]/(xp) ) par les puissances de I
- Xew

(resp. de 1'Idéal engendré par W _, ), il est clair que h induit un

G/s

épimorphisme des gradués asscciés. Donc h est un épimorphisme de _Qs-Modules

localement libres de mfme rang; donc h est un isomorphisme.
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7.4.2.  Montrons enfin que (iii) entratne (i) : comme le morphisme de
Frobenius annule G , il est clair que la section unité de G induit un
homéomorphisme de l'espace topologique sous-jacent & S sur 1l'espace sous-
jacent & G . Nous pouvons donc identifier S au sous~préschéma fermé de

G défini par un certain Idéal I de 9, - Comme G est localement de pré-
sentation finie sur S et que toute section de I a une puissance p-iéme
mille, I est localement nilpotent et G est affine sur S (EGA, I 5.1.9 ),

donc fini sur S .

Soit donc A la Q~Algdbre affine de G ; posons L = Lie(G/s)
*

.ép = ?.p@ et soit Gp = ?p('l") le spectre de gp . Dlaprés le théordme

7.2 , 1'identité de L est définie par un homomorphisme de groupes

h: ?p(_l_;) —> G , dono par un homomorphisme de QS-Algébres a: A —> )}P .

I1 s'agit de montrer que a , qui induit par définition un isomorphisme de

e /s sur UJGP/S' est un isomorphisme :

Pour cela, on peut se restreindre au cas ot S est affine. Il y a

alors une section T de la projection canonique de I sur wG/S .

Comme toute section de I & une puissance p-iéme nulle, T induit un homo-

~Algébres

morphisme de QS

SRICH RS

I1 est clair que b est un épimorphisme de _QS—Modules (confer 7.4.1 ).

D'autre part, nous avons vu en 7.4.1 que ab est un isomorphisme.

I1 en va donc de méme pour a , c.g.f.d.
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8. Las dun corps de base.

8. 1. Résumons maintenant les résultats obtenus dans le cas ot S est

le spectre d'un corps k de caractéristique p >0 . Disons alors qu'un
S-préschéma en groupes est algébrigue si le préschéma sous-jacent est de
type fini sur 8 : d'aprés le théor2me 7.2 le foncteur (ﬁp , gui_associe
a toute k-p—algdbre de Lie L de dimension finie sur k le k-groupe

Cgp(_l_s) y est slora adjoint & gauche asu foncteur qui associe & tout k-groupe
algébrique sa p-algtbre de Lie sur k . D'aprds 7.3 et le théoréme 7.4.1,
le foncteur Lﬁp : _I_a}-—-)ﬁp@_) induitune équivalence de la catégorie des
k-p~algdbres de Lie de dimension finie, sur celle des k-groupes algébriques

de hauteur ¢ 1 . Comme ?P est un foncteur adjoint & gauche, il commute
aux limites inductives; comme 1'inclusion de la catégorie des ke-groupes
algébriques de hauteur £ 1 dans celle de tous les groupes algébriques
commute manifestement aux limites projectives finies, on voit finalement que

Cﬁp est un foneteur exact : par exemple, si i : Lo —_— L1 et

q: ..111 —— LQ sont des homomorphismes de k~p-algtbres de Lie et si la suite

Q > L > —_—

L Ly ==L, —20
formée par les espaces vectoriels sous-jacents, est exacte, alors 9 (1)
est un isomorphisme de gip(},c} sur le noyau de pfq} ; 1'image de ?P(ﬁ
est donc un sous-groupe distingué de ";Pféj} et ?P(q} induit un isomor-
phisme du quotient de fp@ﬂ par ce gous-groupe distingué sur fp@z) .

8,2, Proposition : Considérons une suite exacte de groupes algébrigues
8ur un corps k de caractéristique p > o

1 > G —Yp G ———> Q" > 1

et les assertions suivantes :

(i) Le morphisme u est lisse.
(ii) G' est lisse.

(iii) Pour tout entier n > O, la suite
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Fn Fo
e G ey G e G ey
7 P Fn

est exacte.

(iv) Le morphigme ¢ p® —> 0" est un épimorphisme

(v) Le morphisme Lie u : Lis G —> Lie G" esgt surjectif (II 4.11 ).

Alors on & les implications (i)<&= (ii) =3 (iii) = (iv) &(v) et toutes les

assertions sont éguivelentes lorsque G egst lisse sur k .
En effet, (i) équivaut 3 (ii) d'aprds 1'exposé VI : rappelons en effet

que (i) entraine (ii) d'aprds SGA II 1.3 ; d'autre part (ii) signifie que u
est lisse 3 l'origine (SGA II 2.1 ; u est plat parce que Spimorphiqus), donc
partout.

De mlme, 1'équivalence de (iv) et (v) résulte de 1'équivalence définie
en 8.1. entre la catégorie des k-groupes algébriques de hauteur { 1 et celle
des p-algdbres de Lie de dimension finie sur k.

Ltimplication (ii) = (iii) résulte du diagramme

1 > ¢ —Ip > @ 1
(G /k) l Fn(G/k)l m(e"/k )1,
1 ) 5 (P > 1
(pn) u(Pn)

dont les deux lignes sont exactes : comme F(G'/k) est un épimorphisme d'aprés
le corollaire 8.3,1 ci-dessous, u induit un épimorphisme de oG sur . G"
(généraliser le lemme du serpent aux faisceaux en groupes nog nécessairement
commutatifs),

Enfin, lorsque G est lisse sur k, F(G/k) est un épimorphisme. Si,
de plus, i est un épimorphisme, le méme lemme du serpent appliqué au dia-

gramme ci-dessus pour n = 1 montre que F(G'/k) est un épimorphisme, done

que G' est lisse sur k (8.3.1 ci-dessous).

8.3, Proposition : Si G est un groupe algébrique sur un gorps k de
garactéristigue p > 0, il existe un entier n  Yel que G/FnG soit lisse
sur k poeur n ) nb -
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Comme la construction de G/FnG commute 3 l'extension du corps de
base (4.1.1 ot VI o &7 ), nous pouvons supposer k parfait (SGA II 5.5 ).
Dans ce cas, G est un sous-groupe algébrique de G (VIA 0.2 ) et 1'on a

red
le diagramme commutatif et exact

1 — G > G » H
red

lF”(Gred/k) F(6/k) F(H/k)

q > H(Pn)

o s

ol 1'on a2 posé H = Gred\G . Or H est le spectre d'une k-algeébre finie,
locale, de corps résiduel k (VIB). Par conséquent, il existe un entier n
tel que FH(H/k) se factorise & travers ltunique section de Spec k dans
H(Pn) y lorsque n > n, . I1 s'ensuit qus, pour n ) n s F(6/k) se
fasbtorise & travers ng) 3 1'homomorphisme h : G/FnG —_— GI(;Z;) y qui est

défini par cette factorisatien, est un monomorphisme (VI 4 5-4 ) et induit

un homéomorphisme des espaces topologiques sousjacents; c'est donc un isomor-
. (") s (™) . )
phisme (V’IB, Ger est réduit). Comme Gred est lisse sur k (‘VIA’ 1.3.1 ),

¢/ nG est lisse sur k , lorsque n ) n, .
F

8.3.1. COROLLAIRE : Soit n un entier = 1. Alors C est lisse sur k si et

seulement si Fn(G/k) est un épimorphisme.

Si G est lisse sur k, G est réduit et F(G/k) est surjectif, donc
n
est un épimorphisme. Réciproquement, comme Fn(G/k)(p ) cofncide avec

n
Fn(G(p )/k) (confer 4.1.3) F'™G/k) est un épimorphisme pour tout m si

nm
F'(G/k) en est un. On a alors G/ ¢ = ¢® ). Corme G/ G est lisse
F e
(™)
sur k pour m grand, G et G le sont également,
8.4. Dans les deux énoncés qui terminent cet exposé, nous revenons su

cas d'un corps k de caractéristique quelconque.
Lorsque k est de ceractéristique O (resp. p > 0) , soit n
un entier » 1 (resp. un entier > 1 et premierd p ) : dans les deux cas,

nous disons simplement que n est premier & la caractéristique de k .
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De plus, si G est un préschéma en groupes sur k , nous notons
n, G —>» G le morphisme de k-préschémas qui applique un élément =x de
6(T) sur x"¢ G(T) , lorsque T est un k-préschéma.

Proposition : Soient G un groupe algébrique sur un corps k et n un entier
premier & la caractéristigue de k . Alors n, : G —> G gst un morphisme
étale & 1l'origine,

Soient en effet A4 1'anneau local de G & l'lorigine et I 1'idéal
maximal de A . D'apres II 3.9 , l'application Lie n, Lie ¢ —» Lie G,
qui est induite par n, , est l'homothétie de rapport n . C'lest donc un

G
isomorphisme ainsi que 1'endomorphisme induit par n, sur I/IZ. S8i k est

G
de caractéristique O, G est lisse swr k (VIB; voir aussi VIIg § 3);
donec A est régulier et n induit un automorphisme du gradué associé a A ,

donc aussi un automorphisme du complété i\ de A.

Si la caractéristique est p> O et si G est de hauteur £ 1
A est isomorphe au quotient de 1'algdbre symétrique de W, e = 1/12 par
1'idéal engendré par les puissances p-idmes des éléments de wG/k (7.4) ;

on peut appliquer alors le "méme" raisonnement qu'en caractéristique O .

81 G est de hauteur £ r et si nous supposons notre assertion
démontrée pour les groupes de hauteur £ r-1, soient B, & et C les
algdbres affines de ¢ o G et Gp = FG\G . Appelons 1y , n, et n, les

et n Comme

Cp

T, est un isomorphisme d'aprés 1'hypothése de récurrence et que A est plat
sur C (VIA 3.2 ), n, ’
en est une (r désigne le radical de C); or nAQC(C/g} n'est eutre que

Ny !

morphismes de B , &4 et C qui sont induits par n

y 1
FG

G

est une bijection si et seulement si nA®C(C/£)

BEnfin, lorsque G est un groupe algébrique quelcongue sur un corps

de caractéristique p % 0, ce qui précdéde montre que n, induit des auto-
morphismes des k-schémas rG ; ces schémas sont affines sur k et ont pour
F { r}

P

algbbres les quotients de 1'algdbre locale A par 1'idéal I engendré
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par les puissances pr-iémes des é1léments de I . Comme ng, définit des
r
automorphismes des algdbres A/ {p } , on voit par passage & la limite pro-
Jective, que n induit un automorphisms Ae i.

8.5. Proposition ; Soit G un groupe algébrique fini , de rang n sur
le corps k. Alors n,: G —> G est lo gorphisme nul de © (confer 8.4 ).

Soit F un sous-groupe distingué de G de rang m sur k .

Avee les notations de VI A’3’2 , le carré

PG 2 5 g
|
r cane.
2, \1

¢ 2 . F\G

est eartésien. Comme G —> F \G est fiddlement plat, quasi-compact
(VIA 3.2 ), et que pr,
EGA IV 2.5.2, que G —> F\G est localement libre de rang m .

On a donc rgk(F\G)xrng =186 .

est lucalement libre de rang m , il résulte de

D'un autre c8té, on & une suite exacte de groupes "sbstraits"
1 —> F(?) —> ¢(1) —> (F\e)(7)

guel que soit le k-préschéma T ; il est donec clair que n, est nul si
) et (nm“1)F\G le sont. Si P est la composente comnexe de l'origine
de G, F\G est étale (VIB}, de sorte gu'on peut supposer G étale sur k

oL connexe.

531 G est étale, on se ramdne, par extension du corps de base, au
pas oi k est algébriquement clos. Dans ce cas, G est un groupe constant

(I 4.1), et 1'énoncé est classique.
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5i G est connexe et non nul, la caractéristique p de k est

nécessairement > O (VIB; VII, § 3); les sous-groupes G forment alors
une suite de composition de G , dont les quotients sont g: hauteur 1 .

Ceci nous raméne au cas ou G est de hauteur \( 1 : soient alors
A 1'algdbre affine de G et L son algdbre de Lie; si [ Lik|=7x, le

reng de G sur k est p° (VII, 5.3.3 ) ; nous allons donc étudier le

A ‘s
morphisme P! G —> ¢ défini par 1'élévation A la puissance p-o"¢ .

Ce morphiame P définit des endomorphismes Py et Py de A et
de 1l'algdbre enveloppente restreinte U = UP(L) de L . L'application Py
gse décompose comme suit

ay m
Uy @iu _— 3 T
el A% désigne l'homomorphisme 4'algébres qui applique xéLC U sur
@10...01 + 10x@...91 +...+ 1Q1Q...0x , tandis que mﬁ est 1'appli-
cation lindaire qui envoie u1® u2®...®up sur le produit u1u2...up .

Si X4y X5y eeey X sONt T é1éments de LCU , on a done

r P i
_ pel 2 N
pU(x112...xr) = mU(j=1 i=1 1®o-'®xj® -0:@1 )
I1 est cleir que 1'expression ! j‘ §:1' 1@...®xj®...®1 est

une somme de pr termes x, indexés par les applications h de

1,2,...,::-} dans { 1,2,.1:1.,p} . Une telle application définit un préordre
our {1,2,...,1-} tel qu'on ait i £ J si et seulement si h(i) ¢ h(j) ;
de plusg, on a mg(xh) = mﬁ(xe) si h et £ définissent le m@me préordre, de
sorte que nous pouvons écrire m%(xh) =X, ou 0 est le préordre défini

par h . On a par conséquent

e
pU(x1x2¢-oxr) = --6:‘ (8(2)) . xo ’

ou o0 parcourt les relations de préordre sur { 1,...,1-} telles que l'en~
semble ordonné associé ait au plus p élements, et ot s(o) est le cardinal

de 1'ensemble ordonné associé 2 o.
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Lorsque r ¢ p , tous les termes { sé))’ sont nuls, de sorte
que pu(x1...x r) = 0 . Autrement dit, p; s'amule sur le sous-ecpace vecto-
riel II_;~1 de U, qui est engendré par les produits X eoeX 4 T (P, xiéL .
Or, il résulte facilement de 7.3 que l'isomorphisme canonique du dual U*
sur A, qui est décrit en 7.4 , identifie 1'orthogonal de U;_ , 2 0
(1,= idéel d'euguentation de A4; confer aussi VII; 1.3.6 et 4.3 ).
L'igomorphiame de v* sur A, permet ausgsi d'identifier p A A 1l'application
transposée de Py » de sorte que 1'application composée

1 Pa can. yol

>, —— /y
est nulle. Donc p, &pplique I, dams Ii et (pA)r applique I, dans
" « Come II(P"”“ est mul d'sprds le théorme 7.4 , 1'égalité
" > r(p-1) montre que pi anmile I, , c.q.f.d.



Exposé VII B

i T —

ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

par P, Gabriel

B) Groupes formels

Lt'étude des groupes formels est habituellement d'une simplicité
extréme. Si cela n'apparait pas clairement dans les pages qui suivent, la
responssbilité en incombe & un arithméticien, qui prétend connaitre des
groupes formels sur "autre chose que des corps'. Nous avons donc déroulé
pour les groupes formels “localement libres sur des limites projectives
dtanneaux artiniens" les généralités qu'on énonce d'habitude pour les
groupes formels définis sur un corps. Pour une étude plus détaillée de ces
derniers, nous renvoyons au séminaire de géométrie algébrique 1964/65 de

Heidelberg-Strasbourg.

O. Reppels sur les anneaux et modules pgeudocompacts.

Ce paragraphe contient quelques préliminaires techniques; nous y
rappelons et complétons quelques résultats de C.A. (Des catégories abéliemnes,

Bul. Soc. math. de France, 90, 1962).

0.1, Un snneau pseudocompact & gauche est un anneau avec élément unité,

topologique, séparé, complet et qui possdéde une base de voisinages de O
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formée d'idéaux & gauche _@ de colongueur finie (i.e. longA(A/:g) £ + 0 )
Nous allons supposer ici que A est commutatif, de sorte qutil n'y a pas &
distinguer "entre la gauche et la droite". En particulier, les quotients

A/£ sont munis de structures d'anneau artinien et A s'identifie & la
limite projective topologigue de ces annecaux qu'on munit de la topologie
discréte.

Un anneau local noethérien complet est évidemment pseudocompact,

0.1.1. Un idéal fermé de A est l'intersection des idéaux ouverts qui le
contiennent. Un idéal fermé maximal est donc ouvert. De plus, si _}:} est un
idéal ouvert de A , les idéaux maximaux de A4/ é correspondent biunivo-
quement aux idéaux maximsux fermés m qui contiennent _{ « Le localisé
(A/f )m de A/é par rapport & un idéal maximal fermé m est donc un an-
neau lzcal si m contient é et est mul sinon. Comme 1'anneau A/é est
artinien, il est produit direct d'un nombre fini d'anneaux locaux, ce qu'on

peut écrire

- 2
/8 __7;\; " (a/2),

en désignant par S (A) 1'ensemble des idéaux maximaux fermés de A .

On tire de 12 des isomorphismes "canoniques"

A=zlim A/§ ~ lin g (a/£ )g ~ 11 lim (a/2)  ~ I}giAm R
Eg 2

olt L'on a posé AI.'L - 1;111 (/2 ).E . Cette composante locale AE est une
limite projective filtrante d'ammeaux locaux; c'est donc un anneau local qui

est pseudocompact pour la topologie de la limite projective (les anneaux
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2 ) sont artiniens et munis de la topologie discréte).
g /p p

0.1.2. Soit r(A) 1l'intersection des idéaux maximaux fermés de A ,
ctest-d~dire le produit cartésien des idéaux mA ~ lorsqu'on identifie 4

3 T;rAm . Pour tout idéal ouvert £ de A , l'image de r(4) dans A/€
est con:enue dans le radical de A/ g . Une certaine puissance de cette image
est donc nulle, de sorte que _z_*_(A)n est contenu dans ﬁ lorsque n est
assez grand. La suite des ;(A)n tend donc vers 0 ; il en va de méme de la
suite des x" , lorsque x appartient & r(A). Autrement dit, tout élément
de _1_'(A) est topologiquement nilpotent et la réciproque est claire. Il s'en-
suit que la suite de terme général 1 + X +es.t *  est convergente et
converge vers 1/(1-x) lorsque x ¢ r(A). Cela montre que r(A) est le

radical de Jacobson de A (Bourb., Alg., chap. 8, § 6, théo. 1).

0.1.3, Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un homomorphisme de
4 dans B est, par définition, une application continue compatible avec
1t'addition, la multiplication et les éléments unité. Un tel homomorphisme
envoie un €lément topologiquement nilpotent de A sur un élément topologiquement

nilpotent de B ; il applique donc le radical de A dans le radical de B.

0.2. Soit A un anneau pseudocompact (commutatif). Un A-module
pseudocompact M est un A-module topologique, séparé, complet, unitaire
qui possdde une base de voisinages de 0O formée de sous-modules M!' tels
que M/M' soit de longueur finie sur A . 8i M et N sont deux A-modules

pseudocompacts, un morphisme de M dans N est par définition une application
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A-linéaire continue. Les A-modules pseudocompacts forment une catégorie
abélienne qui a pour cogénérateurs les A-modules pseudocompacts de longueur
finie {dont la topologie est donc discréte). Si (Mi) est un systéme pro-
jectif de modules pseudocompacts, la limite projective des Mi a pour module
sous~jacent la limite projective des modules sous-jacents, pour topologie
celle de la limite projective. De plus, le foncteur limite projective est
exact lorsque les indices forment un ensemble ordonné filtrant

(Axiome ABS*).De méme, si f est un morphisme de A-modules pseudocompacts,
Coker f a pour module sous-jacent le conoyau des modules sous-jacents et

la topologie de Coker f est le quotient de celle du but de f .

(confer C.A., IV, § 3).

0.2.1. Chaque composante locale Am de A est un facteur direct de 4 ,
donc un objet projectif de la catégoégg des A-modules pseudocompacts

(A est manifestement projectif). Il résulte de C.A. (IV, § 3, cor. 1 au
théo. 3) que tout A-module pseudocompact projectif est un produit direct

(topologique) de tels A .

Un A-module pseudocompact M est dit topologiquement libre s'il

est isomorphe au produit d'une famille (Ai) d'exemplaires de A . Une
famille (mi) d'éléments de M est appelée une pseudobase de M si les
applications A-lindaires de Ai dans M qui envoient 1'élément unité de

A sur m, se prolongent en un isomorphisme de Iil Ai sur M .

0.2.2, Si M est un A-module pseudocompact, m* désigne le A-module

Homc(M,A) formé des applications A~linéaires continues de M dans A .
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Lorsque l'anneau A gsgt artinien, le foncteur P +—s P* est une anti-
équivalence de la catégorie des A-modules pseudocompacts projectifs sur celle

des A-modules projectifs. En particulier, lorsque A est un corps,

P +—> P¥* est une antidquivalence de la catégorie de tous les A-modules

pseudocompacts (on parle aussi d'espaces vectoriels linéairement compacts

sur A ) sur celle des A-espaces vectoriels.

0.3. Soient M et N deux A-modules pseudocompacts et Homc(M,N) le
groupe des morphismes de M dans N . Notons en outre hlg le foncteur qui
associe &4 tout A-module pseudocompact de longueur finie N 1le groupe gbélien

HomC(M,N). On sait alors que le foncteur M v——>h}§ est une antiéquivalence

de la catégorie des A-modules pseudocompacts sur celle des foncteurs exacts
& gauche (C.A., II, théo.1). Si L et M sont deux A-modules pseudo-
compacts, on définit donc & isomorphisme prés un A-module pseudocompact

L @ AM en exigeant que le foncteur N 1—->Homc(L @ AM’N) soit isomorphe
au foncteur N +—> Bil (LxM,N) , Bilc(LxM,N) désignant l'ensemble des

applications A-bilindaires continues de LXM dans un module de longueur

finie N .

On peut décrire L @ AM comme la limite projective des A-modules
(discrets) (L/L’)@A(M/M*) s L' et M' parcourant respectivement les sous-
modules ouverts de L et de M : soit en effet <7V t LxM — N une appli-
cation bilinéaire continue de LxM dans un A-module (discret) de longueur
finie. D'aprés le lemme 0,3.,1 ci-dessous, il existe des sous-modules ouverts
L' et M' de L et M tels que ¢ (L'xM) = ¢ (LxM?) ={o} . Cela

—

signifie que 1'application Cf: L @AM —>» N, qui est induite par f{’ , est



481

de lg forme ‘?‘op , o0 p est la projection canonique de L @AM sur
(L/L1) ®A(M/M'). Si @ est obtenu en composant ' avec la projection
canonique de la limite projective L @AM sur (L/L’)@A(M/M’); il est clair
que l'application l—)@ est une bijection de Bilc(L* M,N) sur

Fad
Hom (L @AM,N) .

Le module pseudocompact L@AM est donc le séparé complété de
L@AM pour la topologie lindaire définie par les noyaux des projections

canoniques de L@AM sur (L/L’)@A(M/M'). Si x et y appartiennent &

L et M, 1l'image de x@Ay dans le produit tensoriel complété L@AM

o
sera notée x®,y -

0.3.1. LEMME : Soient L , M et N des A-modules psecudocompacts,

N étant de longueur finie. Si (P ¢t LxM -—3 N est une application

A-bilindaire continue, il existe des sous-modules ouverts L! et M!

de L gt M tels gue ¢ (L'xM) = (LxM') ={0]}.

En effet, q?‘l(o) est un voisinage ouvert de (0,0) , donc
contient un ouvert de la forme L'xM!' , ol L' et M!' sont des sous-modules
ouverts 