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IV

AVERTISSEMENT

Nous presentons ici une reedition legerement revisee du Seminaire

original, dont Ie but et Ie contenu se trouvent indiques dans l'Introduction.

La revision a consiste pour l'essentiel dans la correction de fautes de

frappe, l'addition (en notes de bas de page) de quelques remarques ou

references supplementaires, Ie decoupage actuel en trois volumes munis

chacun d'une table des matieres detaillee et d'un index des notations,

l'adjonction d'un index terminologique a la fin du volume 3. De plus,

l'expose VIB de J.E. BERTIN a ete partiellement reecrit par ses soins,

notamment les paragraphes 5 et 10, de sorte que certaines references

a cet expose sont differentes des references a l'expose originel. Le

lecteur trouvera une liste des exposes du Seminaire au debut du present

volume.

Depuis la parution de la premiere edition du present Seminaire

a paru la totalite des Elements de Geometrie Algebrique, Chap. IV, ce qui

rend inutile certains passages du Seminaire ; nous avons signale parfois

en note de bas de page les references pertinentes a EGA IV qui permettent

de court-circuiter de tels passages.

Pour un autre expose sur les groupes algebriques utilisant

systematiquement Ie langage des schemas, nous signalons Ie livre de

M. DEMAZURE - P. GABRIEL, Groupes Algebriques (North-Holland-Masson et Cie).

Contrairement au present Seminaire, ce livre ne suppose aucune connaissance
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de Geometrie mais contient tous les preliminaires necessaires

de theorie des schemas, et sa lecture peut donc servir d'introduction

a l'etude de notre Seminaire. (II contient d'ailleurs des non

couverts dans Ie Seminaire, comme la theorie de structure a la Dieudonne

des groupes algebriques affines commutatifs, dans loco cit. Chap. V.)

Bures-sur-Yvette, Mars 1970
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INTRODUCTION

1. Le but du present seminaire est double.

D'une part, nous visons a donner des fondements commodes pour la

theorie des scheaae en grcupes en general. Les exposes I a IV donneront a
cet egard les indispensables exercices preliminaires de syntaxe schematique

et categorique. Pour obtenir un 1angage qui "colle" sans effort a l'intui­

tion geometrique, et eviter des circonlocutions insupportab1es a la longue,

nous identifions toujours un preschema X sur un autre S au foncteur

(SCh)/so (Ens) quli1 represente (1), et i1 est necessaire de donner de

nombreuses definitions de tel1e fa90n qu'elles s'app1iquent a des foncteurs

que1conques, representable ou non. D'ail1eurs, presque tous 1es foncteurs que

nous aurons a utiliser seront des "fai.sceaux" (pour la "topologie fidelement

plate quasi­compacte"); l'expose IV, qui ne traite des groupes que de fa90n

accessoire, donne une esquisse du 1angage de la "localisation" et des fais­

ceaux, qui slavere egalement fort commode dans les questions de representa­

bilite des foncteurs. Cet expose nous fournira surtout, pour les questions

de passage au quotient, 1e cadre le plus commode pour la suite. L'expose V

donne quelques resultats generaux sur l'existence de quotients, repris dans

l' expose VIA dans 1e cas du quotient d I un groupe algebrique sur un corps

(ou plus genera1ement, sur un anneau artinien) par un sous­groupe (2).

Ce dernier expose et l'expose qui lui fait suite contiennent ega1ement

divers resu1tats element aires speciaux aux groupes a1gebriques sur un corps,

(1) Un tel point de vue semble avoir ete envisage pour la premiere fois il
y a huit ou neuf ana a propos de la theorie des groupes formels par
P. Cartier, qui n'a pas pris la peine ma1heureusement de le preciser et
de le systematiser comme il le meritait.

(2) Pour une etude plus approfondie du passage au quotient, notamment par les
groupes reductifs, voir 11importante etude de D. MUMFORD, Geometric
Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik, Bd 34, Springer 1965.
Observons que sur un point important, La termino1ogie de ce livre ne
concorde pas avec la n8tre, car sur un corps de caracteristique p >0 ,
1es groupes que Mumford appelle "reductifs" sont les groupes 1isses de
type multiplicatif au sens du Seminaire. On peut sans doute considerer
que l lacception de Mumford du sens du mot "reductif", qui perd sa signi­
fication sur une base qui nlest pas un corps, a ete adoptee par lui a
titre provisoire et COTme une sorte de pis aller (et c'est aussi a peu
pres ce qu lexplique Mumford pour d'autres 1e second alinea de
sa preface t ).
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couramment utilises par la suite. L'expose VII etudie certains faits lies a

la caracteristique du corps de base et developpe notamment avec la generalite

qui convient la correspondance entre schamas en groupes radiciels de hauteur 1

et p-a1gebres de Lie restreintes. Enfin, l'expose XVIII contient la

generalisation, en theorie des schamas, du theoreme de Weil sur la defini-

tion "birationnelle" des groupes algebriques.

D'autre part, nous nous proposons de generaliser aux groupes sur

un prescMma de base quelconque, 1a theorie de structure de Borel-Chevalley

des groupes algebriques affines. II est d'ailleurs apparu a l'occasion de la

redaction des notes du seminaire que l'hypothese affine etait inutile pour

de nombreux resultats de la theorie. Les resultats les plus complets sont

obtenus evidemment dans les cas des "schemas en groupes semi-simples" ou

plus generalement "reductifs", dont nous nous occuperons e:x:clusivement a

partir de l'e:x:pose XIX. Chevalley avait deja donne 1a construction

des groupes "de Tohoku" au-dessus de 1'anneau des entiers, construction qui

sera reprise dans 1e present seminaire. Le theoreme d'unicite principal

donne une caracterisation simple des variantes "tordues" de ces groupes de

Tohoku, sur un preschema de base S: ce sont les groupes affines et

sur S, dont les fibres geometriques sont des groupes semi-simples connexes
au sens habituel (3)

2. Comme dans Ie cas de la theorie connue sur un corps algebriquement

olos, un r8le crucial est joue par les sous-tores des schemas en groupes en-

visages. Auasi l'etude preliminaire des tares, et plus generalement des

"scMmas en groupes de type multiplicatif", (tant du point de vue intrin-

seque que du point de vue des sous-groupes de type multiplicatif d'un groupe

donne), prend une assez large place dans ce Seminaire (exposes VIII a XII).

Leur remarquable rigidite (plus grande a certains egards que celle des

sohemas abeliens, ou des schemas semi-simples) en fait des instruments de

travail tres efficaces pour l'etude de certains groupes plus generaux.

(3)
C'est lA Ie resultat essentiel de la these de M. Demazure (schemas en.
groupes reductifs, Bull. de la §2.!:.. Math. de France, 1965, p.369-413).
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3. A partir de l'expose XII (a l'exclusion de l'expose XVIII deja

mentionne) nous utiliserons couramment la theorie des groupes algebriques

affines sur un corps algebriquement clos, que Ie lecteur trouvera dans Ie

Seminaire CHEVALLEY 1956, plus particulierement dans les exposes IV a IX

de ce Seminaire. Nous utiliserons egalement, mais dans une moindre mesure,

les exposes ulterieurs du Seminaire CHEVALLEY, consacres a la structure des

groupes algebriques semi-simples. En effet, nous reprendrons la theorie

de CHEVALLEY directement dans Ie cadre des schemas : on verra que de cette

fa90n sur un corps de base) l'expose gagne en simplicite et en

precision.

4. L'objet principal du present Seminaire est evidemment de develop-

per des techniques qui s'appliquent a l'etude des schemas en groupes sur

une base quelconque, i.e. essentiellement a l'etude des familIes de groupes

algebriques. A ce titre, les proprietes infinitesimales de telles familIes,

et en particulier Ie cas d'un schema de base artinien, jouent un role impor-

tant. Ces proprietes interviennent meme pour l'etude des groupes algebriques

sur un corps k, dans Ie cas ou ce dernier n'est pas parfait, pour pouvoir

notamment appliquer la technique de descente dans Ie cas non galoisien.

Parmi les resultats nouveaux obtenus dans ce cas, signalons l'existence de

tores maximaux et de sous-groupes de Cartan dans un groupe algebrique lisse

quelconque, la rationalite de la variete des tores maximaux, et divers

resultats connexes (Exp. XIV), ou la correspondence entre les "formes" d'un

groupe semi-simple et les fibres principaux homogenes souE;! un groupe alge-

brique semi-simple (en general non connexe) convenable (Exp. XXIV).

De fa90n generale, on peut dire que les methodes requises pour travailler

sur un corps de base non parfait sont essentiellement celles utilisees pour

les preschemas de base quelconques, et par la sortent du cadre de la

geometrie algebrique classique.

5. 11 n'a pas semble utile d'indiquer en tete des exposes rediges

date ou les dates des exposes oraux correspondants du Seminaire. Contentons-

nous de dire que l'ordre des exposes multigraphies (de I a XXVI) correspond

bien a l'ordre des exposes oraux. Par la redaction du texte
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definitif est parfois nettement posterieure a celle de l'expose oral, et

souvent en differe assez substantiellement, le texte redige etant generale­

ment plus detaille et plus complet (tels les Exp. IV et VIIB), voire sensible­

ment plus general (tel l'Exp. XII ou VII
B)

que l'expose oral. D'autres ex­

poses rediges ne correspondent a aucun expose oral (VIB,VIIA,XV,XVI,XVII,et

l'essentiel de XXVI), et ont ete rediges et inseres dans le Seminaire multi­

graphie, soit pour fournir des references commodes pour divers autres exposes

(c'est notamment le cas de VIB), soit parce qu'ils constituent un prolonge­

ment nature1 des notions et techniques deja developpees. On notera comme

consequence que La lecture des exposes VIlA' XV, XVI, XVII n'est pas

necessaire pour l'etude du reste du Seminaire, et notamment pour la partie

de ce Seminaire consacreeaux schemas en groupes reductifs.

6. De la theorie des schemas, nous utiliserons surtout le langage

general des schemas, expose dans EGA I , les notions de morphisme plat,

morphisme etale, morphisme lisse exposeea dans SGA 1 I a V, enfin

la theorie de la descente fidelement plate de SGA 1 VIII.

Nous avons dans la mesure du possible evite de formuler des

hypotheses noetheriennes inutiles, ce qui nous a obliges en revanche a
remplacer l'habituelle hypothese "de type fini" par l'hypothese "de pre­

sentation finie". Pour la notion de morphisme de presentation finie, Ie

lecteur consultera EGA IV 1 (4). Les resul tats de SGA 1 I a IV,

enonces Ie plus souvent dans Ie contexte noetherien, seront developpes dans

Ie cas general dans EGA IV, ou seront developpees egalement en detail des

methodes standard pour reduire certains types d'enonces (faisant inter­

venir des hypotheses de presentation finie) au cas noetherien (EGA para­

graphes 8, 9, 11). 1e lecteur qui ne voudra pas admettre

ces resultats de EGA IV pourra simplifier certains enonces ou leur demons­

tration en supposant le preschema de base localement noetherien. II s'expose

cependant a des difficultes dans les cas ou la demonstration procMe par
A

descente de A a A , ou Aest Ie complete d'un anneau local noetherien A,

car cette methode amene a introduire l'anneau (en general non noetherien)

(4)
Depuis la redaction de cette introduction, les quatre parties

(§ 1 a 21) de EGA IV sont parues.
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7. Les references se feront suivant le systeme decimal habituel : la

referenoe 5.7.11 renvoie a. la proposition (ou lemme, definition etc••• )

de ee nom dans le m6me expose; dans 1a reference XVII 7.8 le chiffre remain

indique Ie numero de 1'expose. Nous utlliserons les sigles suivants pour nos

references standard :

BIBLE = S6minaire CHEVALLEY "Groupes de Lie algebriques", 1956/58

EGA X.Y.Z. = J. DIEODONNE et A. GROTHENDllOOK, Elements de Geometrie

Algebrique, Chap. X, par Y, N0 Z •

SGA X Y _ de Geometrie Algebrique du Bois-Marie,

X, Y.

TDTE = A. GROTHFlIDIECK, Techniques de descente et TMoremes d' exis-

tence en Geometrie Algebrique, exposes dans le Seminaire

Bourbaki entre 1959 et 1962,.
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·EXPOSE I

STRUCTURES ALGEBRIQOES - COHOMOLOGIE DES GROUPES

par M. DEMAZURE

Cet expose se compose de deux parties; la premiere rassemb1e un certain

nombre de definitions generales at pose des notations qui seront souvent utili-

sees par La suite, Is seconde traite de 1a cohomologie des groupes at aboutit au

theoreme 5.3.3 (nul1ite de 1a cohomologie des groupes diagonalisablas).

Nous choisissons una fois pour toutes un Universe Toutes les defini-

tions posees et toutes les constructions effectuees serent relatives a cet

Univers. Nous nous permettrons systematiquement I'abus de 1angage suivant : pour

definir un foncteur f: £. £.' , nous nous contenterons de definir l'objet f(S} de

0' pour tout objet S de £.' chaqus fois qu'il n'y aura aucune ambiguita sur

1a maniere de definir f(h) pour una fleche h de Q. En pratique, nous

dirons : soit f: Q £' Le foncteur dafini par f(S) = ••••

1• General!tes

1.1. Soit .Q. una categorie. On notera Q la categorie l!2!!!.(Q.0, (Ens» des fonc-

teurs contravariants de £. dans 1a categorie (Ens) des ensembles. 11 existe un
A

foncteur canonique h: £. Q. qui associe a tout X E Ob(Q.) Ie foncteur hX
tel que
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/'

Pour tout fonoteur ! E Ob(g) , on definit (cf. par exemple EGA 0.8.1 ) une bijec-

tion

En particulier, pour tout couple X, X' d 'objets de Q., l'application

canonique

Hom(X, XI)

est bijective; Le fonoteur h est pleinement fidele. I1 definit done un isomor-,...
phisme de Q sur une sous-categorie pleine de Q, et une equivalence de Q. avec

la sous-oategorie pleine de 'C' formee des foncteurs representables (Le. iso-

morphes a un foncteur de la forme h.0. Dans la suite, nous identifierons sou-

vent X et Les numeros suivants ont pour but de montrer que cotte iden-

tification peut se faire sans danger.

A
1.2. Un monomorphisme de Q n 'est autre qu 'un morphisme ! Q. tel que pour

8 : Ob(Q) , 1 t application d 'ensembles correspondante !(8) .Q.(S) soit injec-

tive • On dira que ! est un sous-obriet (ou un sous-foncteur) de .Q. si !(8)

est un de Q.(8) pour chaque 8 •

......
Dans Q les limites pro.iectives "quelconques" existent et sa calculent

par

(lim F. )(S) =
+--.-:1.
i

en particulier les produits fibres par

lim F. (8)
+---:1.
i

! Xi-' (8) = !(8) I' (8)

"...
Noue choisirons connne. objet final de C Le foncteur .2. tel que .2.(8) ={.el} .
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"Tout ! E Ob(a) possMe un morphisme unique dans i. at on pose

Ix!'

Pour tout ! E Ob (Q) on pose

= F x F'-

un element de r (l,) est done une famille ( r s) S c ostc) , 'If s c. !(s) telle

que pour toute f: 8'-7 Sit de C, on ait !(f)(rSIt) = r s' .
Le foncteur h commute Jl:Y!. limites pro.iectivest en particulier pour

que X:x: X' existe (X, X' Ob(g), resp. pour que Q admette un objet final

e , il faut at il suffit que hX:X: h.x' soit representable, resp. soit repre-

sentable, et on a

h t:::I,.. e
e -

On pose r (X) = r pour XE Ob (Q) • Si Q a un objet final e, on a

done un isomorphisme r (X) =: Hom(e,X) •

1.3. Soit s 6 Ob(Q) • On denote par Q/S la eategorie des objets de Q au-

dessus de S, c la categorie dont les objets sont les fleches

f : T-+ S de Q, l'ensemble Hom(f,f') etant Ie soue-eneeable de Hom(T,T')

forme des u tels que f = f' 0 u •

Si .£ possMe un opjet final e , alors Q/e est isomorphe a Q • La eategorie

g/5 possMe un objet final : La fleehe identique 5 -? 5 •

5i f: T S est un objet de f/s ' alors on peut former la categorie (Q/s) /f
que 1 'on note par abua de langsge (Q/s)/T et on a un isomorphisme canonique

..... /"..

Cetta construction a'applique en particulier awe categories Q, 9{s'
.A

etc ••• , on definit en particulier La categorie Q/h •
S
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Si f: T S est un objet de Q./s' al.ora T' (f) s'identifie a

1 'ensemble r (T/S) des sections de T au-dessus de S, c 'eBt-a-dire des fleches

S -+ T inverses a. dmite de f. Remarquons que h
f:

h.r est elors

'"un objet de .Q. et que l'on a :

,...
1.4."", On se propose maintenant de definir une equivalence categories Q./s

.21 C/lls ' c 'est-B.-dire de prouver que "se donner un foneteur sur La eategorie

des objets de Q. au-dessus de S, c 'est "la chose" que sa donner un fone-

teur sur .£ muni d.'un morphisme dans

"'" /'.
(i) Construction de oC..S : Q/h ---.,. Q./Ss

A.
d 'abom H: f -7 un objet de Q.;hs • On doit definir

ua foncteur o(s (H) sur Q./S' Soit done d' abord f: T S un objet de

Q./S ; definissons 4I(,s(H)(f) comme l'image inverse de f Eo %(T) par l'appli-

catd.en H(T) : r(T) %(T) • Soit ensuite u: f.,. fl una fleche de .9.;s;

alors feu) : f(T') f(T) induit une application de o(S(H)(f') dans

c(S(H) (f) que l'on note c:a(S(H) (u) • on verifie aussitet que les applications

f 0( S(H)(f)

""definissent bien un fom teur sur 2./S ' donc un objet de 2./s •

Soient enfin H: f--7 % et H' : II % deux objets de

"et U: H-) H' un morphisme de Q/% '
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Alors pour tout f: T-+S, U(T): reT) --.,!' (T) induit une application

a(s(U) (f)

ce !pi definit un morphisme de foncteurs

On verifie aiBement que les applications

H t---+

definissent bien un foreteur

U 1'--7 c<.s (U)
1\ ",........

o(s : Q/h.s----+ [/S

A """(ii) Proposition 1.4.1. foncteur 0(.8: f/
h

f/s est une equivalence de

categories. S

Indi!pons seulement Ie principe de la construction d'un foncteur
-" A.

!pasi-inverse Q;s4 Q/h Bait Q. un foncteur de Q/8; pour tout
S

objet T de Q. I on pose

PS{g)(T) = somme des ensembles st(r) pour f eHom(T,S) = h.s(T) ,

ce qui definit un foncteur 8 (g) sur Q., qui est muni d rune projection evi-

dente sur h
S'

1.5. L 'equivalence o<.s commute aux foncteurs r. En d 'autres tarmes, si
A /'.

H : F -+ hS est un objet de Qlh.s et O<s (H) l' objet correspondant de f/s '
on a

Lteguivalence O(s

Q/S ' : h.r -+ h.s
autre que he (f)

commute .!!!:!!. foncteurs h: si f: F -+ S est un objet de

'"est un objet de .2th.s dont Ie transforme par 0(8 n 'est

ou



6

est Ie foncteur canonique. En consequence:

Proposition 1.5.1. Soit l!:! -7' h
s

un objet de f/
h s

' Pour que «S(l!) : £/S-t(Ens)

soit representable, il faut et il suffit que! : £ (Ens) soit representable;

si ! ':::! hT' alors OCs(l!) est representable par 1 'objet T S de £/s.

L'equivalence OCs est transitive en S si T EOb(£/s)' on a un

diagramme commutatif d'equivalence

o<,jt.r

0<
T

')

oU ot,jt.r designe (provisoirement) Ia restriction (cf. 1.6 ) au foncteur

o<.s aux objets au-dessus de t.r •

1.6. Changement de ba.se dans un foncteur •

Pour tout S Ob (Q) , on a un foncteur canonique

defini par is(f) == T s1 fest La fleche T -4 s. Si f: T -+ S est un

objet de Q.Is' on note !.r/s = if

i..r/s (Cis) IT Cis

et on a Ie diagramme commutatif :
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e 'est-Mire, en identifiant (O/S)/T a O/T comme noua le ferona desormais

=

De 18 maniere, ai on identifie Q et Q/e' lorsque C possMe un objet

final e, alors i s/e : Q/s ----7' 9..;e s 'ident ifie a is·

Pour X eOb(g) (resp. x e Ob(Q./S» Boit Ps(X) (resp. PT/S(X»

l'objet de Q.;S (resp. de Q/T) lorsqu'il existe, defini par X x. S (resp.

X Xs T) muni de sa deuxieme projection :

XxS

Ps(X) t
s •

La fonoteur (partiellement defini) PS (resp. PT/S) s'appelle fonoteur de

changement de base • C'est par definition du produit (resp. du produit fibre)

Ie foncteur adjoint du foncteur is (resp. On note egalement

PT/S(X) = IT •

1e fOncteur is definit un foncteur (restriction)

ell on note ls On a evidemment

A

e 'est-Mire pour tout foncteur ! e Ob(g)

<Fs) T = !r
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La notation demande una justification que voici

Proposition 1.6.1. Pour que le foncteur (hX)s soit repre­

sentable, 11 faut et il suffit que le produit X x S existe. On a alorJl

Ceci montre que Es a deux interpretations : ,restriction du foncteur

! a Q;s' foooteur obtenu par changement de base e Ceci conduit a 1a

notation suivante

! Es­ Etr
I \

qui rend bien oompte des deux interpretations preoedentes •

Remarquons que l' on a

en particulier

r Hom(S,X) .

1.7. Ob.iets !gg" 1.§Qm. , ...

/".
Soient ! et Q deux objets de C, Nous allons definir un autre
A

objet de C de la maniere suivante :

L'objet Hom(r,Q) defini cd­de ssus poaasde les proprietes suivantes
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(ii) La fonnation de Hom commute a I 1extension de la base

(iii) (F,G) Hom(F,G) est un bifoncteur, contravariant en F et

covariant en G.

Ces trois proprietes sont evidentes sur les definitions.
r-:

Soit ! un troisieme objet de C. Nous allons Mfinir un morphisme

de trifoncteurs

Hom (,lxE"Q) Hom(,!,1!9!!!(z,g) )

Soit f:! x ! Q; nous devons lui associer un morphisme de !
dans • Soit donc S' S una fleche de 2.. On a des applications

f(S I)
) Q(S')

Un element de I(S) definit done pour tout S I S une application de

!(S I) --:, Q(S I) fonctorielle en S I , done un de (S) • Nous

laissons au lecteur le soin de verifier que I 'on a bien construit ainsi un mor-

phisme de trifoncteurs •

Proposition 1.7. 1. Le morphisme de foncteurs

est un isomorphisme •

Indilpons seulement un principe de demonstration. ConsidSrons les deux

membres comme des foncteurs en !. Le resultat annonce est vrai si ! =hX ;

en effet, ce n lest autre en ce cas que la definition du foncteur •

D'autre part les deux membres comme foncteurs en ! transforment limites induc-
"-

tivea en limitea projectives • Enfin, tout objet de C est limite inductive

d 'objets de La forme hx'
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Corollaire. .Qn...A Hom <! , l!!?m([,Q) Hom C! , l!!?mCl,Q) •

En particulier, faisant E =!:.. et compte tenu de Hom(!:..,Q)!:!,Q. on a

Notons que la composition des Hom fournit des morphismes fonctoriels

A
6i ! et Q sont deux objets de Q., on note lsomC!,Q) Ie soue-

ensemble de Hom(r,Q) forme des isomorphismes de ! sur Q. On definit alors

un soua-objet lsom([,Q) de l!!?m(r,Q) par:

On a alors des isomorphismes

r (Isom(r,Q) :::lL Isom(r,Q)

le!.Q:,Q) Isom(Q,I)

Dans. Le cas. partioulier ou ! =Q , on pose

= l!!?m(r,K) End(D =Hom(Lr) r (End(V )

= IsomCL,r). Aut(r) = Isom(Lr) r (Aut(r»

La formation des objets Hom, Isom , ,1m commute aux change-

menta de- base •

que 1 'on peut construire un objet isomorphe a IsomQ:,Q) de

la maniere suivante : on a un morphisme

pemutant ! et Q, on deduit un morphisme
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D' autre part, le morphisme identique de ! est un element de End(F)

et definit donc un morphisme • Faisant de mbe avec .& et ef:t'ee­

tuant le produit, on trouve un morphisme

11 eat alors immediat que le produit fibre de et de

HgmQ:)Q) x Hom(Q,I) au­dessus de End(I) x End(Q) est isomorphe a. Isom(I,Q)

Toutes ces definitions s'appliquent en particulier au cas aU

! =hX ' Q =by. Dans le cas aU g(hx,by) est representable par un objet

de 9­, on note cet objet Hom (X,I) • 11 possMe la propriete suivante : s1

Z x X existe, alors

Hom{ Z , g(X,I)) !:It Hom ( Z x X , I )

Cette propriete le caracterise lorsque les produits existent dans e •

On definit de (lorsqu'ils veulent bien exister) des objets

Aut (X)

%'eIlI8.1'qllons simplement que d la crlnstruction donnee plus haut,

la(X,I) existe ohaque fois que les produits fibres existent dans e et que

g(X,I) , Han(I,X) ,End{X) et existent.

Ceoi s'appUque egal.ement a. des categories de La forme Q./s. Les

objets eorrespondant serent notes de maniere aussi explicite que possible par

des symboles appropries : par exemple, s1 T et T1 sont deux objets de Q.

au­dessus de S, on notera HomS(T,T I) l'objet Home (T/S,T 'Is) qui sera
-Is

d(mo un objet de £ au­dessus de S •..
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1.8. Objets oonstants

Soit C une oategorie ou les sommes directes et les produits fibres

existent et ou les sommes directes commutent aux de base (par exem­

pIe la categorie des preschemas). Pour tout ensemble E et pour tout objet S

de £' soit ES Ia somme directe d tune famille (Si\ E: E d10bjets de Q.
tous isomorphes as. Cet objet est caracterise par la formule

Hom(ES ' T) = Hom (E ,Hom(S,T)) ,T E Ob(C)

ou Ie seoond Hom est pris dans Ia categorie des ensembles.

Llobjet ES est muni dlune projection canonique sur S , de telle

fagon que est en fait un foncteur de (Ens) dans Supposons

qae, 0 designant un objet initial de Q, Ie diagramme

o ,." S """'::a sus
soit cartesien (clest Ie cas de Ia categorie des preschemas). A10rs Ie foncteur

commute aux 1imites projectives finies. En particu1ier

ES Xs FS (EXF)S

Si s' ­7 S est une f1eche de Q, on a

Est = (Es)s'
En particulier, si Q possede un objet final e, on a

ES (Ee)S
Un objet de La forme ES sera di t ob,;et constant. Remarquons que 1 Jon a un

monomorphisme fonctorie1 en E

qui associe a chaque i EE , la section de ES sur S definie par 1 1i80­

morphisme de S sur S1'

S1 9. est la cabeg or­Le des preschemas, alors r (Es/S) s lidentifie

aux applications localement constantes de l'espace topologique S dans l'ensemble
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E, l' application preoedente associant a. chaque element de E l' application

constante correspondante • Remarquons qutil resulte de ce quton vient de dire

que E
S

peut aussi &tre defini comme representant Le foncteur qui a tout S'

au-deseua de S associe 1 'ensemble des fonctions localement oonstantes de

1 tespace topologique S' dans 1 'ensemble E.

2. Structures alg6brigues •

Etant donnee une espece de structure algebrique dans la oategorie des

ensembles, nous nous proposons de 1 'etendre a la categorie Q.. Traitons d 'abord

un exemple : 1e css des groupes •

2. 1. Structures de groupe •

Nous gardons 1es notations du paragraphe precedent.

A A

Definition 2.1.1 • .§sli Q EOb(£). On appelle structure de Q-groupe E Q

1a donnee pour tout S £ Ob(Q) d'une structure de groupe sur l'ensemble Q(S) ,

de telle maniere que pour toute fleche f: S' S" .9&. C , l' application

Q(f) : Q(sn) --+Q(S ,) soit un homomorphisme de groupes. ill:.. Q et li.
C-groupes, on appelle mOl"Phisme de C-groupes de G H tout morphisme

u E Hom(Q,ID tel que pour tout S E O,b(C) , l'application d'ensembles

u(S) : Q(S) lieS) soit un homomorphisme de groupes •
A

On noteA HomQ_Gr• (Q,!!) 1 des morphismes de Q.-groupes de

Q, dans li. et (Q-Gr.) la categorie des £-groupes.
,..

Exemples: Soit Eo £.; 1 'objet !1:li(].) est mum de maniere evidente d 'une
A A

structure de Q.-groupe • 1'objet final poseede une structure de E.-groupe
A

unique qui en fait un objet final de (.Q.-Gr.).

Pour tout S EOb<£) , soit eG(S) l'element unite de G(S) •

La famille des eQ,(s) definit un tHement- e
Q
E f"'(Q) = qui est en
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'"fait un morphisme de £,-groupes .2. Q et que l'on appelle section unite de

'"Remarquons que se donner una structure de Q.-groupe sur Q revient a.
r-

se donner une loi de composition sur Q, c 'est-a.-dire un 2,-morphisme

telle que pour tout S E Ob(ID , 1t'G(S) munisse Q(S) d tune structure de

groupe.

A

De la m@me manfsre , u: Q est un morphisme de Q.-groupes si

et seulement 8i Le diagramme suivant est commutatif :

TC'Q
QXQ ) Q

(f,f)l r1
.!ix.!i ) .!i

Un sous-objet H de Q tel que, pour tout S E Ob(C) ,.!i(S) soit un

soue-groupe de Q(S) poasede evidemment una structure de £-groupe induite par

celIe de Q: c 'est la seule pour laquelle Le monomorphisme .!i Q soit un
'" 1\mo:rphisme de C-groupes. Le Q-groupe .!i muni de cette structure est appele

.....
de Q.

A

8i Q et l! sont deux Q-groupes, Ie produit Q x l! est muni d 'une

structure d.e evidente : pour tout S E Ob(g) , on munit Q(S) x 1!(8)

de la structure de groupe produit des struotures de groupes donnees sur

Q(S) et 1!(8) • 1e £-groupe Q x 1! muni de oette structure sera dit
A

2, - groupe produit de Q et de l! (<;'en est d 'ailleurs Ie produit dans la
"-

categorie des C-groupes) •

A

8i Q est un Q.-groupe, alors pour tout 8 e Ob(g) ,.f!s est un
A

sont deux Q.-groupes, on definira l'objet
»<;
£/S-groupe. ss Q et l!

A
Homa G (Q,J!) de C par:- r. -
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{Q,ID (8) =

"(Nota: Homa '" n'est pas en general un C-groupe , ni a fortiori Itobjet
-ur. "

Hom dans 190 categorie (C-Gr.».

On de m@me les objets

Definition 2.1.2. Soit G E. Ob(g). On appelle structure de g.-groupe sur G

una structure de C-groupe sur h
G
E.Ob@>. On appelle morphisme du Q.-groupe

G dans le Q.-groupe H un element '11 Eo Rom(G,H) !::!!. qui definit,..
un morphisme de Q-groupes de hG dans •

On note (g-Gr.) la categorie des Q-groupes. Notons qu'il existe

dans (Cat) un carre cartesien

h

(Q.Gr. )

1
----.... tl

)
J,.
c

Toutes lea definitions et constructions precedentes se transportent

done aussitt>t a (Q.-Gr.) chaque fois que les foncteurs qutelles font intervenir

(produits, objets ••• ) sont representables. Elles s'appliquent aussi

aWl: categories Cis. En ce cas, noue noterons HomS-G pour Hom............ G ' etc •.•
- r. r.

2.2. Plus generalement, si (T) est una eepece de structure sur n ensembles

de base definie par limites projectives finies (par exemple, par des commuta-

de diagrammes construits avec des produits cartesiens : structures

de monoide, groupe, d 'ensemble a operateurs, de module sur un a.nneau, d 'algebre

de Lie sur un anneau••• ) 190 construction precedente permet de Mfinir 190 notion
'"de "structure d 'eepece (T) sur n obJ'ets ...F de C .. : una telle

-... -n -
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structure sera la donnee pour chaque S de 2., d 'une structure d 'espece (T)

sur les ensembles 1:
1
(S) ,. "En(S) de telle maniere que pour toute fleche

S" de 2., 1a famille d'application (!i(S"»

soit un poly-homomorphisme pour 1 'espece de structure (T). On definit de

maniare semblable les morphismes de I "espece de structure (T), d 'ou une cate-
(T)

gorie (2. x 2. •••• x Q ) . Le foneteur pleinement fidele (h x h x ••• x h)
(T)

pennet alors de definir par image inverse 1a categorie (Q x Q. ••• x 2. ) ,
puis, comma 11 commute aux limites projectives, d 'r transporter toutes les pro-

/\
prietes, notions at notations fonctorielles introduites dans Q. Supposons main-

tenant que dans Q les produits fibres existent , et soit (T) una espace de

structure algebrique definie par La donnee de certains morphismes entre produits

cartesiens satisfaisa'1t a. des axiomes consistant en certaines commutativites de

diagrammas construits a l'aide des fleches precedentes • Une structure d 'espece

(T) sur ura famille d 'objets de Q sera donc definie par certains morphismes

entre produits cartesiens satisfaisant a certaines conditions de commutations.

11 en resulte que si Q et [' sont deux categories possedant des produits

et f:.£ -:) £' est un foncteur commutant aux produits , alors pour toute

famille d 'objets (Fi) de Q munie d 'une structure d 'espece (T) , la famille

(f(F.» d de Ct sera par munie elle aussi d tune structure d 'es-
l.

pece (T). Tout Q.-groupe sera transforms en ['-groupe , tout couple

(g,-anneau, ,£-module sur ce Q-anneau) en un couple analogue dans C I ••••

Soit en particulier .2. une categorie satisfaisant aux conditions enon-

cses dans 1.8; Ie foncteur defini comma t.e aux limites pro-

jectives; i1 transforme done groupe en S-groupe (i.e. Qjs groupe) ,

a.nneau en S-anneau •••

Remargue II est bon de remarquer que Ie procede de construction precedent
A

applique a la categorie Q. redonne bien les notions que lIon y a deja definies;
A

en d 'autres termes , il revient de de se donner sur un objet de Q una

structure d 'espece (T) quand on constdsra cet objet comme un foncteur sur Q.,

ou de sa donner una structure d 'espece (T) sur Le foncteur representable sur
A.£ defini par cat objet •
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Noue allons encore traiter deux cas particuliers de la construction

precedente, le cas des structures a. groupe d 'operateurs et Ie cas des modules.

2.3. structures a groupes d'operateurs •

,... '"
Definition 2.3.1. Soient li £Ob(g) et Q. c: Ob(g-Gr.) • Una structure d 'objet

,..,
1! Q"-groupe d toperateurs Q. de ,Q.-objet) 1S!:. li est la donnee sur lieS) ,

pour tout S e Ob(C) , d 'una structure d 'ensemble a. groupes d toperateurs Q(S)

de telle maniere gue, pour toute fleche 8 Q., 1 tapplication d 'en-

sembles li(S") lieS ,) soH compatible avec l'homomorphisme d 'operateurs

Q(S") -., Q(8') •

Comme d 'habitude, i1 revient au de se donner un morphisme

qui pour tout S munisse lieS) d tune structure d 'ensemble a. operateurs G(S) •

Mais Hom(Q xli, ID Hom (Q., End CID) , done p. definit un morphisme

Q EndCli) et il est immediat que celui-ci applique Q dans M,(ID et que
'"c 'est un morphisme de Q.-groupes. En consequence: Be donner sur li une struc-

A

ture d 'objet a g-groupe d toperateurs Q est equivalent a. se donner un morphisme,..
de Q-groupes

En particulier , tout element g E Q(S) definit un automorphisme J (g) du

foneteur ' c 'est-a.-dire un automorphisme de li x h
S

commutant Ii la projection

li x hS ---? hS' et en particulier un automorphisme de 1 'ensemble lieS I) pour

tout S' •

Definition 2.3.2. G
On note 1e soua-objet de li defini comme suit

If (8) i x E lies) xS' Invaraant; sous Q(S I) pour tout S1-.. S}

oil x
S '

designe l'image de x par lieS) -t lieS') •
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Alors j. ("sous-objet des invariants de Q II) est 1e plus grand sous-

objet de §. sur 1eque1 Q. opere trivialement •

2.3.3. .§.ill l un sous-objet de §.. On, note Normi- et Cents!-

1es sous-Q-groupes de Q definis par

Norms!-(S) = t g r (g) ls C ls}

= { g EQ(S) f (g) .r(SI) C .r(S') pour tout s}.

Centot(S) := \ g EQ(S) f (g) lIs = identite }

= g f Q(S) , f (g)II(S') = identite pour tout S S}.

ou 1a barre verticale designe la restriction •

Definition 2.3.4. §! G est un £-groupe et §. un objet de E J:!U

objet de 2) una structure de G-objet sur l!!!: E) est una structure

de hG-ob.iet sur §. (resp. lJ:) •
Vu cette definition, toutes les notions et notations definies ci-dessus

se transportent a Q, lorsqu 'eUes ne font intervenir que des foncteurs represen-

tables: par example si Q0 est representable, alors i1 existe un et un
Q.

seul sous-objet de G qui Le represente et qui est alors un sous-Q-groupe de G,

on Ie note NOI'Tll
G
(1) •••

Definition 2.3.5. On dit que 1e Q-groupe Q opere sur Ie Q-groupe !l si 1!
est mum d 'um structure de Q-objet telle que, 'Pour tout g e&(S), l' automor-

phisme de H(S) defini par g soit un autcmorphisme de groupe •

11 revient au de dire que pour tout g Q(S) , l'automorphisme

p(g) de % est un automarphisme de §j;-graupes, au encore que 1e morphisme
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'"de C-groupes Q !Jll(H) applique Q dans AutQ•Gr• (ID

Dana La situation cd-deasua, il exiate sur le produit li x Q una

""structure de Q-groupe unique telle que, pour tout S, li x Q (S) soit Le

produit semi-direct des groupes li(S) et Q(S) relativement a 1 'operation

donnaa de Q(S) sur li(S). On notera ce C-groupe .!!.Q et 1 'appellera

produit semi-direct de li par Q. On a donc par definition

li.Q.(S) = .!!(S) • Q(S)

""Soit Q un f.-groupe • Pour toute fleche S ,-+ S de Q. et tout

g EQ(S) , soit Int(g) 1 fautomorphisme de Q(S t) defini par Int(g)h = ghg-1 •
"..

Cette definition se prolonge en celle d 'un morphisme de Q.-groupes

Int: Q (Q) c..!Ei(Q) •

...
La definition 2.3.3 s 'applique donc et on a des sous-Q-groupes de Q

pour tout sous-objet ! de Q •

et

Definition 2.3.6. On appelle centre de Q et on note Cent(Q)
A

Ie soua-Q.-groupe

CentG(Q) de .Q. On dit que .Q est commutatif si = ce qui re-

vien; au si Q(S) est connnutatif pour tout S. Q!l...!tit que Ie sous-Q-groupe

.!! eat invariant dans Q si Norm
G
(g) = Q, ou! ce gui revient au

ai .!!(S) est invariant dans Q(S) pour tout S.

Beaucoup de definitions et de propositions dd la theorie elementaire

des groupes se tranaposent aisement. Signalons simplement La suivante qui nous

sera utile:

A

Proposition 2.3.7 • .§.Qll un morphisme de Q-,groupes. Posons

.!!(S) = Ker r(s) • SoH u: Q un morphisme de
...
Q-groupes aui soH une
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section de f (et qui est alors necessairement un monomorphisme) • li
s'identifie au produit semi-direct de .Ii par Q pour I 'operation de Q .Ii
definie par (g,h) Int(u(g»h pour g E G(S). h E R(S), S E Ob Q.

L'ensemble de ces definitions at propositions se transporte comma

d 'habitude a Q. On definit en particulier Le produit semi-direct de deux

Q.-groupes H et G (G operant sur H) loraque Le produit cB.!'tesien H x G

existe , et on a l'analogue de la proposition 2.3.7 sous La forme suivante :

Proposition 2.3.8. §.Qll H-4 Vi G una suite de morphismes de Q.-groupes

telle ' que pour tout SE , (H(S) , i(S» soit un noyau de

f(S) : W(S) G(S) • .§2ll u: G Vi un mOrphisme de Q.-groupes Qui soit une

section de f. Vi s'identifie au produit semi-direct de R par G pour

l'operation de G R telle que si S E Ob Q, si g E G(S) et h E R(S).

ait Int(u(g»i(h) = i (gh).

3. La categorie des 0 -modules, la categorie des G - 0 - modules.= - =
A

Definition 3.1. Soient 0 et ! deux objets de Q.. On dit que, ! est un
A '" =
C-module sur Ie G-anneau au en abrege un si, pour tout

S E: Ob(g), on a muni d'une structure !(S) d'une structure

de module sur cet anneau de telle maniare que pour toute fleche S '-t S" Q ,

-+ ,) soit un homomorphisme d 'anneaux et r(S") r(S ,) un homomor-

phisme de groupea abeliens compatible avec cet homomorphisme d' anneaux •

par 0 (S) = Z
=0 :::

constant Z) ,
.... =

des C-groupes

Si 0 est fixe, on definit de maniere habituelle un morphi.sme des
=

! et !' , d 'ou. Ie groupe connnutatif RomO (f.,f.'), et la cacegorLe= ,..
O-modules notee (o-aea.) • Remarquons que si 0 est le C-anneau defini= =0-

(qu'il De faut pas confondre avec Le foneteur assocdd a. l'objet
alors Ia categorie des 0 -modules est isomorphe a. la categorie

=0

connnutatifs.La categorie est abelienne.

des
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Remarquons que, si ! est un £-module , alors pour tout S E Ob(Q) , Ks est

un • On peut done definir un Q-groupe abelien HomO(!,! I) par

=
On definira de des objets

"-
le dernier etant un Q-groupe pour la structure induite par la composition des

automorphismes •

A

Definition 3.2. Soient 0 un Q-anneau, ]I un Q-module It G un Q.-groupe •
=- --= --

On appelle structure de a-Q-module sur F una structure de Q-ob.jet telle que
-= -

pour S E Ob(g,) It tout g E Q(S) , 1 'automorphisme de !(S) defini par g

soit un automorphisme de sa structure de. O(S)-module.
= .....

I1 revient au de dire que le morphisme de Q.-groupes

defini en 2.3 applique Q dans le sous-Q-groupe AutO(!) de .!!:!i(!) •

Se donner una structure de a-Q-module sur 1e Q-module =r , c 'est done se-= =-
A

donner un morphisne de Q-groupes

r Q
=

On definit de maniere naturelle le groupe abelien

Homa-o(E.,!')
-=

done la categorie additive des Q-£-modules noMe (.Q:-£-Mod.). Le lecteur

remarquera que cette derniere peut egalement se definir comme La categorie des

[GJ -modules, ou [G] est l'algebre du Q-groupe G sur le .?
dont la definition est claire.
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Toutes les constructions de ce paragraphe sa speeialisant aussitM au

cas ou G (ou 0, ou les deux) sont represantables par des objets de C qui- =
sont par munis des structures algebriques correspondantes •

Nous avons traite succinctement Le cas des principales structures alge-

briques rencontrees dans la suite de ce seroinaire. Pour les autres (structure

de £-algebre de Lie par example), nous croyons que Le leeteur aura eu suffisam-

ment d 'exemples dans ce paragraphe pour pouvoir dans chaque cas particulier

faire fonctionner Le mecanisme general esquisse dans 2.2.

Nous allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire a la

categorie des prescMmas nobee (Sch) et plUS generalement aux categories

(Sch)Is .

4. Structures algebrigues dans la categorie des prescMmas •

Nous noua permettrons, chaque fois qu' il n 'y aura pas d ! ambiguite, les

abus de langage suivants : on designera par T 1 'objet T S de 2/s'
la donnee de f ("morphisme structural de T ") etant sous-entendue, et on

'"identifiera C a une sous-categorie de C. Compte tenu des compatibilites

enoncees aux: paragraphes precedents, ces identifications peuvent se faire sans

danger.

Nous simplifierons d 'autre part les appellations sur Le modele

suivant : un (Sch)-groupe sera aussi appele prescMma en groUPes , un

(Seh) Is-groupe prescMma en groupes sur S, .2!! S-prescMma en groupes ,

ou S-groupe, ou A-groupe lorsque S sera Le spectre de l' anneau A .
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4.1. Pre schemas constants

La categorie des preschemas satisfait aux conditions exigees en 1.8.

On peut done y definir les objets constants pour tout ensemble E, on a

un preschema Ez et pour tout preschema S un S-preschema ES (EZ)S'

Rappelons que tout preschema T, Hom(T,E
S)

est l'ensemble des applications

localement constantes de l'espace topologique T dans E.

Le foncteur
E J---?' E

S
commute aux limites projectives finies.

GS est un S-preschema 'en groupes; si

S-preschema en anneaux •••

4.2. S-groupes affines •

En particulier si G est un groupe,

° es t un anneau, Os est un

Rappelons un certain nombre de choses sur les S-schemas affines

(EGA 11.1) • Ondit que Le S-prescMma Test affine sur S si l'i.mage

de tout ouvert affine de S est affine. La af.gebre f ,

que 1 'on designe par A(T} , est alors guasi-coMrente (f designe Le mor-

phisme structural de T) • RSciproquement, a. toute a.lgebre quasi-

coherente !, on peut faire correspondre un S-preschema affine sur S note

Spec(!). Ces foncteurs !(T) et! Spec! sont des equivalences

quasi-inverses l'une de l'autre entre la categorie des S-preschemas

affines sur S et la categorie opposee a celIe des quasi-

coherentes.

11 en resulte que sa donner une structure algebrique sur un S-prescMma

affine T est equivalent a se donner la structure correspondante sur A(T)

dans la categorie opposee a celIe des algebres quasi-coherentes. En parti-

culier, si G est un S-groupe affine sur S, !(G) est munie d 'une structure

de Qs-bigebre augmentee, c'est-a-dire que l'on a deux morphismes de

QS-algebres



.-:'·1

----i!') A(G):Il!O A(G)

)

correspondant aux morphismes de S-schernas

GxG

8 )

G

G

Les applications b. et E. verifient les conditions suivantes (qui exprirnent

que G est un S-mono!de)

(RA 1) : est co-associatif : Ie diagrarnrne suivant est commutatif

(RA 2) a est compatible aveg" les deux composes suivants sont

llidentite

A- Id
r..JA(G) ----i' !(G) Co !(G) , !(G) :110 :2s ) !(G)

t.ld I"J

A(G) A(G) :Il!o A(G) ) !lo A(G) ) A(G)
-s -'5

Profi tons de la circonstance pour remarquer une fois encore qu1il resulte de la

definition d tune structure de 8-groupe que pour se donner une telle structure

sur un 8-acl:l.ema G affine sur S, il n 'est pas ne.cessaire de verifier quoi que

ce soit sur !(G),mais simplement de munir chaque G(S') pour 8' au-dessus de

S d lune structure de groupe fonctorielle en 8' • Cette remarque s'applique
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mutatis mutandis aux morphismes •

4.3. Les groupes G et G • Llanneau 0
=a - ::::m =

4.3.1. Sait G Ie fonoteur de (Soh)o dans (Ens) defini par-a

!!a (S) = r (S,.9s)

,-.....
muni de La structure de (Soh)-groupe definie par la structure de groupe additif

de I' anneau r (S,.9s)' Il est representable par un schema affine que lion

notera G , et qui est dono un schema en groupes
=a

G = Spec Z[T)
=a =

Pour tout preschema S, on a done un S-groupe affine sur S

G S' qui correspond a La bLgebre Q,,[T], avec I' application diago-=8., -L)-"

nale et l'augmentation definies par

IJ. (T) = T 1ll 1 + 1 1ll T , E. T = 0

4.3.2. Soit G Le fcnoteur de (Sch)O dans (Ens) dSfini par
'""'1lI

*ou r (S,.2s) designs le groupe multiplicatif des elements inversibles de....-.
l'anneau ,.. (S,.9s) , muni de sa structure naturelle de (Sch)-groupe • 11 est

representable par un schema affine. note G
=m
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-1
G = Spec ] = Spec
=m - - -

oU designs l'algebre du groupe sur llanneau • En effet

(8) =Hom
Alg•

T-
1J, 1'(S,Qs)) T'(S,Qg)*

Pour tout prescMma 8, on a done un S-groupe affine sur 8 note

qui correspond a Ia l2s-algebre l2s , avec Ita.pplication diagonale

et l'augmentation definies par:

A (x) = X 1'!l X , t (x)=l,

""""4.3.3. Soit 0 Ie foncteur G muni de sa structure de (Sch)-anneau. Il est= -a
represente par le schema Spec [T) que I' on notera Lor-squ ' on

Le c onsdderara connne muni de sa structure de schema d 'anneaux •

Pour tout S, on a done un S-anneau affine sur S note

(Nota: dans EGA II 1.7.13, est note 8 [T] ).

4.4. Groupes diagonalisables •

4.4.1. La construction de G sa generalise comme suit: soit M un groupe::;lll
commutatif et M

S
Ie S-schema en groupes qui lui est associe par Ie procede

=de 4.1. Considerons Ie foncteur defini par

Q(M) (S) = Hom (M, G (8» HomS-G (MS ' G S)groupes =Ill r.::;lll,

..............
Ctest un (Sch)-groupe commutatif qui est representable par un schema en

groupes que l'on notera D(M) ; on aura done par definition

D(M) 1::! .fu1m(sch)-Gr. (MZ •
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Posons en effet

D(M) == Spec Z (M)
==

ou Z (M) est du groupe M sur l·lanneau Z; on a
=;

D(M)(S) = RomAlg• ( eMl, r

par definition de l'algebre Z [M] •

Hom (M , r (S,Q"J *)
groupeso

4.4.2. Pour tout prescooma S on a done un S-schema en groupes affine sur S

DS(M) == D(M)s == Hom(Sch)_Gr. (Mz ' S == !!2!s-Gr. (MS '
:::::

11 est associe a 1a Qs-bigebre Qg [M], munie de l'application diagonale

et de 1 'augmentation definies par

A (x) == X Jll X et E(x)=1, x E M

4.4.3. Si f: M N est un homomorphisme de groupes commutatifs, on

definit de maniere evidente un morphisme de S-groupes

d 'oU un foncteur

de la categorie des groupes abeHens dans la categorie des S-groupes affil}!l.§.

.ms: S, que l'on peut aussi definir comme compose du foncteur M M
S

et

du foncteur MS RomS_Gr. (M
S

' s) • Ce foncteur commute am extensions

de la base •
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Un S-groupe iSOlllorphe a. un groupe de La forme D
S
(M) est dit

diagonalisable. Notons que les elements de M sfinterpretent comme certains

caracbaras de DS(M) , c 'est-a.-dire certains elements de Hom
S
_Gr, (DS(M) ,

(Confer VIII 1).

4.4.4. Donnons quelques exemples de groupes diagonalisables , On a d 'abord

DC_Z) = G
=Ill

On pose

et on Le nomme groupe des racines n-Lsmes de 1 'unite • En effet, on a

Le S-groupe n.S correspond a. Ie. (T]/(T
n
- 1 ) ,

Supposons en particulier que S soit Ie spectre d'un corps k de caracteristique

p = n. En posant T - 1 = s) on trouve

k [T1 /(TP- 1) = k (sl/(Ff)

ce qui montre que l'espace topologique sous-jacent a. J!: k est reduit a. un=p,
point, l'anneau local de ce point etant La k--al.gabre artinienne k (s] /(Ff) •

(Dans Ie ordre d'idees, signalons que les S-schemas G S' G S' Oct sont
=8., =Ill, =oJ

lisses sur S, que DS(M) est plat sur S at qu'll est liss? sur S si et

seulement si aucune caracteristique residuelle de S ne divise 1a torsion de

M) •
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4.5. Autres examples de groupes •

Le precede precedent s' applique aux: "groupes classiques"

(GL ,Sp ,0 ••• ). On definira par example GL comme representant Ie
n n n =n

foncteurGL tel que-n

Spec

dire

On pourra le construire par example comme l'ouvert de

Z (T . .J 0 $; i, j n defini par la fonction f = det ((T. ,)
= J.J 1 J.J
Spec [T

i j,
f- :\

, c 'est-a...

-4.6. Foncteurs-modules dans la categorie des prescMmas •

Nous nous proposons d 'associer a tout sur 1e prescMma

8, un (aU designe Ie foncteur-armeau introduit en 4.3.3.

Ceci peut se faire de deux: maruerea differentes • De falion precise

Definition 4.6.1. .§.2ii 8 un prescMma • Pour tout IIOdule F on note

V(F) et W(F) les foncteurs sur (Sch)/S definia par

mis pour F lIl!O
-S

designe l'image inverse sur 8' du

F).

Alors V(F) et W(F) sont munis de maniere evidente d'une structure

de (on rappelle que = r (S', =W(QS)(S') ), de telle

que l'on a en fait defini deux foncteurs V et W de la categorie des

dans la categorie des V etant contravariant et W

covariant.
Nous nous restreignons dans La suite de ce paragraphe au cas ou les

en question sont quasi-coherents, c'est-a-dire que nous considerons
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V et W oomme des foncteurs de La categorie <.2s-Mod.q.c.) des .2s-modules

quaai-eoherents dans la categorie des

W:

(Nota: le lecteur remarquera que, dans la suite, toutas les propositions qui

ne font interverdr que Le fonctaur W sont valables sans cette restriction) •

Proposition 4.6.2. (i) Les foncteurs V et W commutent a 1 'extension de la

si S' est au-dessus de S et si F est un quasi-coherent,

on a

(ii) Les foncteurs V et W sent pleinement

les applications canonigues

HomO (F,F') ---.,. HomO (V(F'), V(F»
=s

Homo (F,F') ---7 HomO (W(F) ,
=s

sont bijectives •

(iii) Les foncteurs V at W sont additifs :

Les parties (i) et (iii) sont evidentes sur les definitions. Pour (ii)
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on prend pour St des ouverts de S. Nous laissons la demonstration au leo­

teur (pour V, utiliser EGA II. 1.7. 14) •

4.6.3. On a des morphismes canoniques dans

W(HomO (F,F') ) ­t HomO (W(F), WeFt) )
­s ;,s

•W(HomO (F,F') ) ­." HomO (V(F I), V(F) )
­s ;,s

Cela resulte :i.mmediatement de (i) et (ii)

Considerons maintenant W(F) et V(F) comme des foncteurs au­deeeus

de S. Onsait (EGAII.1.7.S) que V(F) est representable par un S­preschema

affine sur S qle l'on note Y(F) et que lIon appelle fibre vectoriel defini

par F,

V(F) = Spec(S(F»= =
ou (F) designe l'Algebre symetrique du .2s­module F •

Proposition 4.6.4. Soient F et F' deux 2S­modules quasi­coherents,

A quasi­coherente. On a un isomorphisme fonctoriel :

En effet, si on note S' = Spec(A), Ie premier membre est cano­

niquement isomorphe a HomO (W(F),W(F')(S'), c'est­a­dire par
:is

definition a
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(ii) peut aussi sfecrire

Homo (F, f (f*(FI»),
.:.s *

ou on note f: SI S 1e morphisme structuraL IIIais, par IDA II , 1.4.7

on a f (f*(FI» Fl m A, ce qui acheve 1a demonstration.
*

Corollaire On a un isomorphisme canonigue

En effet, on prend F • dans 1a formule precedente; puis

on fait varier S.

Proposition 4.6.5. g F II Ff sont deux QS-modules localement libres

de type fini, les morphismes de 4.6.3 sont des isomorphismes •

En effet, pour tout S I S , on a

Mais, par 4.6.2 (i) et (ii) , le second membre est bien isomorphe a

et a HomO (V(F'),V(F»(SI)
=s

Corollaire. Soit F :!:!!! .2s-module localemant libra de type fini.
v

Posone F = HomO (F,.2s) On a des isomorphismes canonigues
.:.s
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v
W(F) "...,. HomO (W(F) ,28) V(F)

:os
v

V(F) Homo (V(F) ,2s) c: W(F)
=8

On a enfin La proposition suivante :

Propos ition 4.6.6. .§2!i f: F -+ F t un mOrphisme de .2s-modules localement

libres de rang fini. Pour que W(f): W(F) W(Fl) soit un monomorphis:ne 1

11 faut et il suffit que f identifie F localement a un facteur direct de Fl.

La proposition directe est essentiellement contenue dans

(EGA 0.5.5.5). La proposition reciproque est pratiquement evidente.

4.7. La categorie des G-.2s-Modules.

80it GunS-groupe affine sur 8 et F un quasi-

coherent; alors W(F) est mum d 'una structure de

Definition 4.7.1. On a;ppelle structure de sur F une structure

sur W(F). (cf. 3.2).

Un morphisme de G-2:,-Modules est par definition un morphisme des
o

h -eel-modules associes • On peut done dire que lIon a oonatruet la categorie
G::o,;,
(G-.2s-Mod.) que 1 t on vient de definir par le carre cartesien :

(G-.9s-!40d. )

1
C.2s-MOd. )

1
w

La categorie (G-.2s-xea.) est abe Lfenne •
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4.7.2. Se donner ure structure de G-.QsModule sur F, 0 'est dono par 3.2

se donner un mQ1'phisme de

En vertu de 4.6.4 , La donnee d 'un morphisme de S-foncteurs

a celIe d 'un morphisne de .2s-Modules

........
Dire que , est un mozo:phisme de (Sch) /S-groupes equivaut alora a

dire que /': satisfait awe axiomes suivants

(CM 1) Ie diagramme suivant est commutatif

F P
) F lI:O A(G)

)41
-s

1 Id II A

F 1lI0 A(G) F BO!(G) IIOA(G)
-s t-» Id ..o.s

(CM 2) Ie compose

F

est 1 t identite

Ces axiomes (CM 1) et (CM 2) sont ceux de la structure de comodule sur

la bigebre !(G). En resume :
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Proposition 4.7.2. La construction preeedente fournit una equivalence de la

categorie des G-.2s mo.i\!les guasi-coMrents (resp. G-.2s modules) sur la

categorie des comodules auasi-coMrents (resp. comodules) sur la .2s-.!?igebre

!(G) •

4.7.3. Supposons maintenant que G soit un &t0upe diagonalisable , c 'est-a-dire

que !(G) soit l'algebre d'un groupe commutatif M sur 1e faisceau d'anneaux

. 5i F est un .Q5-module, on a.

F JIl A(G) = il.. F 1/ m.2s
m£M

Se donner un morphisme de .Q
S
-modul.es

f-: F

est dono equivalent a se donner des .2s-endomorphismes m M de F,

tels que pour toute section x de F sur un ouvert de S, ' ». (x) soitm
una section de la somme directe U F (cela veut dire que sur tout ouvert

mEM
suffisamment petit, il n 'y aU qu'un nombre fini de restrictions des p. (x)

m
qui soient non nulles).

Pour que )J- definie par

P'(x) = L)L, (x) Il m
mEM m

verifie (OM 1) (resp. (eM 2» il faut et 11 suffit que 1 'on ait

/J-m °}4m' .. m m' Pm ' (resp , lJ."'- r:«mE.M
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ce qui signifie que les t':« sont des projecteul's deux a. deux orthogonaux de

somme l'identite • On a done prouve :

Proposition 4.7.3. 5i G = DS(M) est un S-groupe diagonalisable • 1a categorie

des guasi-coMrents (resp. des est equivalente a. la
categorie des -%-Modules quasi-coMrents (resp. des .9.s-modules) gradues de

M.

Remargue : 5i F est muni d 'une structure de conserves par les ope-

rations de G, alors la graduation de G est une graduation d' algebre. Plus

precisement

Le foncteur !. H Spec!. induit une equivalence entre la categorie des

.9.s-algebres guasi-coMrentes graduees de type M et 1a categorie opposee a.
celle des S-scMmas affines sur S a S-schema en groupes d loperateurs

G = DS(M) •

Proposition 4.7.4. SoH S-groupe diagonalisable. Si

une suite exacte de G-QS-modules quasi-coherents qui se scinde comme suite de

Qs-modules, alors elle se scinde egalement comme suite de

En effet chacun des F. est gradue par des (F. ) et pour chaque
J. J. m

m M Ie suite

de QS-modules est scindee. La proposition precedente entraine alors Ie

resultat.
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5. Cohomologie des groupes •

5. 1. Le complexe standard •

"Soient JL una categorie, g, un Q-groupe ,

G-O-module • On pose-=

;.

o un C-anneau et 1: un
=

n ,

oU g,0 est 1 'objet final Alors Q.n(Q.,!> (resp. Cn(G,F)) est muni de

maniere evidente d 'une structure de 2"-module (resp. de r (2)-module) et on a

Se donmr un element de cn(£.,! ) , c 'est se donner pour chaque S E. Ob(Q)

una n-eochaine de g,(S) dans 1:(8) , fonetoriellement en S. L'operateur bord

qui, rappelons-Ie, est donne par la formula

(_l)n r(£.., •• ,g.g. l,.,g)
-.L 1. 1.+ n

i = 1

+ (_l)nrl r(g" ••• ,g )_ n

est fonctoriel an S et definit done un homomorphisme

tel que () 0 = O. On a done defini un eomplexe de groupes aMliens (at



J8

*de r (O)-modules) note C (Q"E). On definit de la manfere le complexe de

O-m<:xiul:S Q*(Q"E) et on a :

On note If(Q,,E) (resp. 1!n(Q"E) les groupes (resp. les £-groupes) d Ihomologie

du eomplexe C*(Q,.r) (resp. Q*(Q,E) ) •

On a en particulier

Noue nous proposons maintenant de montrer que les foncteurs 1t (resp. If)
sont bien les foncteurs derives de HO (resp. HO) • Soit P un o-module- -
considerons l' objet Hom (Q,E) de 2:. On peut Ie munir d tune structure de

G-o-module en faisant operer G sur le premier facteur et 0 sur Ie second •-= - =

De maniere precise on a Hom(Q,,E) (S) = et on fait operer g E.Q(S)

et a par les formules:

(g f) (x) = f (xg) (a f) (x) = a f(x) , x Q(S') •

Soit maintenant F un G-0-module; notons E(.r) llobjet Hom(Q,.r) muni de sa- -=
structure de Q-0-module precedente • 11 existe un morphisme de G-o-module-=

defini de La maniere suivante : a. toute fleche S ,-+ SII de .£.' il faut associer

de maniere fonctorielle une application de !(S') dans l'ensemble Rom(Q(SI),!(SI»;

pour ce faire , on associe a tout f l(S I) 1 'application k
f

definie par

kf(g) = g f. On verifie aussittlt que J4F est bien compatible avec les struc-

tures de et que c 'est monomorphiame •
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n· )Proposition 5.2.1. Supposons G representable. Les foncteurs H (Q,

(resp.gn(Q, » foncteurs derives du foncteur exact a gauche HO(Q, )
o

(resp. g (Q, » sur la categorie des

En vertu des resultats generaux bien connus, il suffit de verifier que

les Hn(Q,) (resp.!f(Q,» forment un foncteur cohomologique effar;:able en

dimensions) O. Or it (Q,) considere comme foncteur sur ) a
valeurs dans la categorie des complexes de est exact • Ceci montre <pe

les !f(Q,) forment bien un foncteur c(')hanolOgique. Comme Ie foncteur r
est exact, i1 en est de pour les Hn(Q, ) • I1 nous suffira maintenant de

demontrer :

Lemme 5.2.2. Pour tout p E Ob(2-MOd.) , .2!L! :

* *I1 nous suffit de demontrer que Q (Q,H9m,(Q,l:) et C (Q,Hom(Q,l:)} sont

homotopi<pement triviaux en dimensions >O. I1 suffit m&1e de Ie faire pour

Ie second , Ie rasultat correspondant pour Ie premier s 'en deduisant par change-

ment de base. Or on a 1 'operateur d 'homotopie sUivant :

oil e designe l'element unite de G(S) et f una (ntl)-eochaine de Q(S) dans

m(Q,E) (S) •

5.3. Cohomologie des G-Qs-modules .

Soient S un preschema , GunS-groupe affine sur S et F un

G-.2s-module • On definit les groupes de cohomologie de G a
valeurs dans F par

Hn(G,F) = Hn(hG,W(F» •

(pour les notations, cf. 4.6 ) •
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Vu la proposition 4.6.4 , cette cohanologie se caloule de La faQon suivante

If(G,F) est 1e n-iema groupe d 'homologie du complexe Cn(G,F) defini comme suit:

fln (G,F) = F .1

n fois

Si f (resp. a.) est une section de F (resp. de Sur un ouvert de

5, on a

ou PF : F F @ et A: s decrivent la

structure de comodule de F. Remarquons en passant que la cohomologie de

G a valeurs dans F ne depend done que de la structure de comodule

de F, et en particulier que de la structure de S-monotde de G.

On a en particulier

ou FG, Ie faisceau des invariants de F, est d fini comme Ie faisceau

dont les sections sur I'ouvert U de S sont des sections de F sur

U dont l'image inverse dans tout S' au-dessus de U est invariante

par G(S') •
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Soient S un schema affine, G 3-groupe affine E!!
Les foncteurs Hn(G, sont les foncteurs derives de

sur la categorie des guasi-coherents.

Theoreme 5.3.1.
plat S •

HO(G, )

Comme S

*aussit8t que C (G,

dente.

est affine, et comma G est affine et plat, on voit

) ast bien un fonctaur exact sur la categorie prece-

II ne reste plus qu'a construire pour tout F un monomorphisme de

F dans un G-QS-module E(F) tel que Hn(G,E(F» 0, n > 0. Or consi-

derons E(F) = A(G) @ F muni de la structure de definie

par celIe de A(G). Considerons l'homomorphisme canonique F E(F)

I'axiome (CM 1) de 4.7.2 dit exactement que JU
F

est un morphisme de

G-QS-modules. II suffit de remarquer maintenant que I'image de par

Le foncteur W n ' est autre que I' effacement p.W(F) W(F) E(W(F»

defini dans 5.2 (comparer avec Ie corollaire 1 a Ia proposition 4.6.4).

Remarquons maintenant que I'axiome (CM 2) montre que considere

comme F est un facteur direct de E(F) • Cela entraine :

Proposition 5.3.2. Soient S un schema affine et G un S-groupe affine

et plat. Supposons que toute suite exacte de G-Qs-modules quasi-coherents

°-7 F
l

F2 F3 -7 ° qui se scinde comme suite de QS-modules se scinde
n

egalement comme suite de G-Qs-modules. Les foncteurs H (G, ), n > 0,

sont nuls (ou ce qui revient au Ie foncteur HO(G, ) est exact).

En effet, d'ap:res l'hypothesa, la suite 0 -+ F E(F)

est scindee ; F est done facteur direct dans E(F) , or Ia cohomologie

de ce dernier est nul Ie.

On tire immediatement de la at de la proposition 4.7.4:
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Theoreme 5-3-3. Soient S un scMma affine et G 8-groupe diago-

nalisable. Pour tout G-.20-module quasi-coherent F,.2!l..!:.

Hn(Go,F) =0 0, n >°.
Remargue. La. proposition 5.3.2 reate valable, loraque G n'est pas ne-

cessairement plat sur S; la demonstration fait alors appel a Is cohomo-

logie relative.
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FIBRES TANGENTS - ALGEBRES DE LIE

par M. DEMAZURE

Noue nous proposons dans cet expose de construire l' analogue en theorie

des sohBmas des fibres tangents et algebras de Lie de la theorie classique.

11 sera cependant utile de ne pas se restreindre aux presohemas proprament

dits, mais de s'interesser aux foncteurs sur la categorie des preschamas q)1i

ne sont pas necessairement representables (par example foncteurs Hom, Norm ,

etc ••• ). Comme i1 a ete annonce dans l'expose precedent I 1.1, nous iden-

tifierons un preschema avec Ie foncteur qui lui est associe.

D'un autre ceM, les constructions sxposeea ci-apres depassent le

cadre de la theorie des schemas, Elles sont egalement valables, par exemple,

en theorie des espaces analytigues avec elements nilpotents, modulo quelques

modifications de detail.

Avant de commencer cette construction, il nous faut poser quelques

definitions generales q)1i completent celles de I 1. 7•

1. Les foneteurs HomZ/s(X,Y)

Reprenons 1es notations de I 1.1. On identifie 1a cacegorfe .£ a une sous-

categorie plaine de Hom(Co,(Ens» (en particulier on supprime 1es souli-
/'­

gnements q)1i nous permettaient de distinguer graphiquement un objet de .£ d 'un

'"objet de £.) • Considerons La situation suivante : quatre objets de :2., notes

S, X,Y, Z, le premier etant en fait un objet de Q, X et Y au-dessus de Z,
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Z au-dessus de S

x Y

,/Py
Z

S

»<
Definissons Blors un objet de 91s ,note HomZ/S(x,Y) par

On voit que Homz/s(X,y) n'est autre que le sous-objet de Homs(X,Y)

forme des morphismes compatibles avec PX et py' c lest-a-dire le noyau du

couple de morphianes

HomS(X,t) =::::t HomS(X,Z)

definis, le premier par-'La composition avec Py' Le second comme etant Le mor-

phisme constant dont "I 'image" est PX. 11 resulte de la definition que lIon

a des isomorphismes

HomS(SI ,HomZ/S(X,r) HomZ(X x
s
s' , r)

HomZ(Z \ s' , Homz(X, r)

HomZ( X , HomZ(Z

Notons en paseant que les deux derniers isomorphismes se prolongent au cas aU

SInlest pluG dans .£ par Ie procede indique en I 1.7.1.

SignBlons deux cas particuliers de La definition. Si Z =S , on a

HomS/S(X, r) = Homs(X, r)

Dlautre part, on pose

= HomZ/S(z, r)
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on a done par definition

n Y (S') r (Ys/zs')
z/s

Notons egalement que l'on a un isomorphisme

Romz/ s (X,r) HomX/S (X, Y xl. X) = n
Xis

y x
z
X

qui donne en particulier pour l. = S un isomoz:phisme

RomS (X,r)

Une derniere remarque : Le foncteur Y Homz/ s(X,Y) commute au

produit au sens suivant : on a un isomorphisme fonctoriel

II en resulte que si Y est un Z-groupe, resp. un Z-anneau, ••• alors

Homz/s(x,y) est un S-groupe, resp. un S-anneau, ....

Def'inition 2.1. Soient S un prescMma et M J!U Qs-rnodule quasi-coherent.

On note D.Qg(M) guasi-coMrente .2s (±) M (00 M est consi-

dere comma un ideal de carre nul) • On note IS (M) Ie S-scMma Spec D.Qs (M) •

En particulier on note DQa = DQa <.2s) , Is = IS <.2s) et on les nomme resoec-

tivement algebre des nombres duaux sur S et schema des nombres duaux sur S.

Alors M IS (M) est un foncteur contravariant de la categorie des

f:.s-r dules quasi-coMrenta dans celIe des S-preschemas. En particulier les

morphismes 0 -+ M et M --? 0 definissent respectivement Le morphisme

structural IS (M) --. IS (0) = S et une section t M de ce1ui-ci que l'on

appelle section zero •
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D'autre part £(s) = f'" (S,.2s) est un ensemble d 'operateurs du

module M, dono du S-prescMma Is(M) et les operations de £(S) commu-

tent aux 5-morphismes IS(M) IS(M') provenant de morphiames M' --.,. M

par la fonotorialite precedente; en particulier ces operations conservent la

seotion zero de Is(M) •

La formation des IS (M) commute a l'extension de la base on a des

isomorphiames oanoniques

Soient maintenant M et N deux .2s-modules quasi-eoMrents • La

diagramme commutatif

M ® N

N

/
definit un diagramme oommutatif de S-soMmas

Proposition 2.2. Pour tout S-prescMma X, Ie diagramme de fonoteurs au-

dessus de S obtenu en appliguant Ie foncteur Hom
S(

- ,X) au diagramme (*)

est cartesien :
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II faut verifier que pour tout S' S , 18 diagramme d 'ensembles obtenu en

prenant. 1a valeur des foncteurs sur S' eat oartesien • Comme la formation de

IS(P) commute a 1 'extension de la base au sene explicite plus MUt, il suifit

de le faire pour S' =S , done de verifier que Ie diagramme d 'ensembles sui­

vent est cartesien :

X( IS(M @ N) )

/ \
x( IS(M) ) X( IS(N) )

/ x(EN)

XeS)

Or, oi X. xes) , il resulte de (SGA 1 III 5.1) que X( (x) est iscmorphe,

fonetoriellement en M, a

* 1
HOlno (x (Jl v / ) ' M)

-AIS

1
en ..n.lli's dSs:i.gne le faisceau des differantielles relatives de X par rapport

as. Or 0& dermer foncteur (en M) transforme evidemment une somme direote

de .Qs­modules en 18 produit des ensemblp.s correspondent, d 'oU Le resultat •

COX'('lllaire. .2! M est libra de tyPe fim, le foncteur 1!2ms(IS (M) , X) est

iaomornhe (comma foncteur au­dessus de X) a un produit fini (au­dessus de X)

de aopies de ,X)
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Il resulte de la demonstration de La proposition que Homs(IS'X) est
1

isomorphs comme X-foncteur r (I 4.6.1) done representable

par 1e fibre vectoriel •

3. La fibre tangent, la condition (E) •

Dans ce paragraphe, sauf notification contraire, 1es 1ettres

M, M', N ... designeront toujours des .2s-roodules libres de type fini (0 'est':'a.-

dire isomorphes a une somme direote finie de copies de .2s) •

Nous utiliserons systematiquement les identifications justifiees dans

l'expose I ; c 'est ainsi que nous dirons "foncteur au-dessus de S" pour

designer indifferemment un foncteur muni d 'un morphisme dans S ( ,) ou

un fomteur sur 1a categorie des objets au-dessus de S. On dira de mtlma

"fomteur en groupes au-dessus de S" •••

Definition 3.1. Soient S un prescMma at M .lID. .2s-roodule libra de type

.!.1D! • .§2ll X un foncteur au-dessus de S. On appelle fibre tangent a X

au-dessus de S relativement au .2s-module M et on note TX/S(M) k
S-fomteur

En partioulier. on appelle fibre tangent a X au-dessua de S et on note

TX/s le foncteur

Alors Mf-i, TX/S(M) est un foncteur covariant de 1a oategorie des

.2s-modules libres de type fini dans La categorie des S-foncteurs. En parti-

culier les morphismes 0 -7 M et M---+ 0 dEifinissent respectivement un

S-morphisme
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et une section de celui-ci appelee section zero •

11 resulte de ceci que MI--">-TX/s(M) est un foncteur covariant de

la categorie des .2s-modules libres de type fini dans celle des foncteurs au-

dessus de X. En particulier est un ensemble d 'operateurs du

X-fomteur TX/S(M) qui respecte "La fonctorialite err Mil.

Definition 3.2. .§ill. u e. X(S) = HomS(S,X) = r (X/S). On appelle espace

tangent a x au-dessus de S au point u relativement aM, et on note

(M) ,.k S-foncteur obtenu a partir du X-foncteur TX/s (M) par image

reciprogue par Ie morphisme u: S X •

s - ,... X

En particulier <%) est note

dessus de S au point u.

Notona immediatement la

C'est l'espace tangent a X au-

-Propoaition 3.3. .§i X est representable par un S-prescMma note X,

£2!:! Trls(M) et LuX;s (M) sent representables • En particulier TX/S et
u -sont ropresentables par des fibrE,s vectoriels sur X et sur S qui

o n 1 "=:(u'"sont respectivement at. 1.=L¥

II suffit evidemment de demontrer la proposition pour Tx/S(M) , les resultats

analogues pour s'en deduisant par image reciproque • D'apres 2.2 ,

corollaire, il suffit de Ie faire pour Tx/S' et en ce cas, elle n'est

autre que La remarque signalee en note apras 2.2.

II resulte de cette proposition une description particulierement

simple du fibre vectoriel representant l iimage de la section u de X
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sur 3 est localement fennee, done dennie par un ideal quasi-coherent m d 'un

prescMma in:iuit sur un ouvert de X. Le quotient JIlrll reut etre considere

Mmm9 un module quasi-coherent sur 3. C'est celui-ci qui definit Le fibre

vectoriel cherehS. Soit par exemple X un prescMma algebrique sur un corps

k et u un point de X rationnel sur k. Alors =y( t) ou test

Ie k-espace vectoriel tangent de Zariski de l'anneau local Ov •
-a,U

Cette parenthese fennee, revenons a la situation generale. Remarquons

d 'abord. que est un foncteur covariant de la eategorie des .2g-modules

libres de type fini dans celIe des foncteurs au-dessus de S. En particulier

£(3) est un ensemble d 'operateurs du S-foncteur qui respecte la

fonctorialite en M.

Proposition 3.4. La formation d§. TX/s(M) .!i l'X/S(M) commute a l'extension

de la base :..wi S I un prescMma aU-des§Us de S, on a des isomorphismes

fom toriels en M

Cela resulte immediatement du fait que les Hom commutent a l'extension

de la base.

Corollaire. Le X-foncteur TX/S(fiI) (resp. Ie 3-foncteur (M» est muni

naturellement d tune structure d 'objet a operateurs gx cette

structure etant fonctorielle en M.

Montrons-le d I abord pour LX/u (M) • Pour cheque S' au-dessus de
S , u

S , opere sur M1ll.2g, done sur .Is ,(M III .2g,) = LX/S (M)s ; or on

verifie que cetta operation est fonctorielle en S' ; elle munit done comma

annonce d tune structure de foncteur a operateurs £S
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Pour TX/S(M) c 'est un peu plus complique. 11 faut munirchaque

(TX/s)Xl (Xl) (X' au-dessus de X) d'une structure d'ensemb1e a. ensemble d'ope-

rateurs de maniere fonctorielle en X'. Pour cela on construit 1e dia-

gramme

oU 1Sc, denote XJI5X I et fIla section de 1Sc, sur X' definie par

f : X •

£1
Ce diagramme montre que (!X/s(M))X,(X 1

) slidentifie a

ou opere 2(X'). II ne reste plus quia verifier que cette construction est

fonctorielle en X' • ce qui se fait sans difficulte.

Les isomorphiSllles de La proposition precedente sont alors par cons-

truction des isomorphisnes pour les structures de -objets, resp.
=-;;; ,

,-objets •

Definition 3.5. Stlient S un prescMma et X .!Yl S-foncteur • On dit que

X verifie la condition (E) relativement a S l!!, pour tout S' au-dessus

S at tous .2s ,-Modules libres de type fini M et N, 1e diagramme

d 'ensembles

X(IS' (M (£) N))
It' \t

X(IS' (M)) X(IS' (N))

1/"
XeS .)



52

obtenu en appliguant X au diagramme (*) dMini dans 2.1, est cartesien •

3.5.1. Il revient au meme de dire que Ie foneteur MHTX/s(M) transforme

sommes direetes de libres de type fini en produits de X-foncteurs.

La proposition 2.2 montre que tout foncteur representable verine la condi-

tion (E) • Si X verifie la condition (E) par rapport as, le fone-

teur TX/S(M) commutant au produit transforme groupes en groupes , En

particulier TX/S(M) est un X-groupe eommutatif. Pour La raison, r;/s(M)

est un S-groupe eommutatif.

Proposition 3.6. .§i X/s verifie (E), la structure de groupe abelien sur

TX/S(M) (resp. et l"eperation de £X munissent TX/S(M)

) dtune structure de £X-module £S-module ).

L'operation de (resp, est fonctorielle en M ; elle res-

peete done la structure de groupe abelien qui est deduite par fonctoria-

lite de celIe de M.

Remargue. Si X est representable, auquel cas, d lune part il verifie (E) ,

d 'autre part TX/S et sont representables par des fibres

les lois precedentes sont les memes que celles qui se deduisent des structures

de fibre vectoriel (cf. I 4.6),

Proposition 3.4. bis. Si X verifie la condition (E) par rapport as,
alors Xs ' verifie la condition (E) par rapport as' et les isomorphismes

..9J!. 3.4 respectent les structures de -mcdul.e s, resp. de £S ,-modules.
- S'

Sans commentaires.

Abreviation: au lieu de dire "X verifie la condition (E) par rapport a
s ", on dira parfois "X/S verifie la oendition (E)".
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Proposition 3.7. Les foncteurs TX/S(1'1) et (M) sont fonctorie1s en X:

..!i!1 f: X est un 8-morphisme. on a des diagrammes commutatifs

- u (11) L(r) T
"x/s » '-'xjS"

-, /
X ----4) X' s

Les morphismes T(f) et L(f) se deduisent irnmediaternent des definitions.

La commutativite des diagrammes resulte alors de 1a fonctorialite de ces mor-

phismes par rapport a. M et du fait que TX/S(O) = X •

Remargue: 1e carre ci-dessus est cartesien lorsque rest une immersion

ouverte , plus generalement lorsque fest etale. I1 definit en general un

morphisme de X-fomteurs

Proposition 3.7. bis. Si X et XI verifient (E) par rapport a. S, alors

(TXI/S(M»X (resp_ ---+ est un morphisme

(resp. de •

Resulte de la proposition 3.7 par fonctorialite en M.

Proposition 3.8. Soient X et Y deux: foncteurs au-dessus de S _ On a des

isomorphismes fonctorie1s en M:

TX X
s
Y/S(M) -) TX/S(M) Xs Ty/s(M)

L(u,v) (M) "'"
X Xs y/s



54

Evident sur les definitions.

Remarquons que Ie premier isomorphisme peut aussi s'interpreter

comme un isomorphisme de XxY-foncteurs

Corollaire • .§! xis est muni d 'une structure alg2brigue dennie par produits

cartesiens finis. alors Tx/S{M) est muni d 'una structure de eepece et la

projection TX/S{M) X est un morphiSlp.e de cette espece de structure

Proposition 3.8.bis. Si X et Y satisfont a. la condition (E) par rapport

.h s, X Xs y y satisfait aussi et les isomorphismes de 3.8 respec-

tent les structures de modules.

Pour enoncer commodemerrt les propriet6s qui vont suivre, introduisons

la terminologie suivante : un H-ensemble est un ensemble muni d 'une loi de

composition a unite bUatere; un H-ob,jet dans une categorie Q. se definit

de la maniere habituelle : e 'est done un objet X de .£' muni d 'un morphisme

X x X X tel qu'il existe une section de X (au-dessus de 1 'objet final)

possedant les proprietes d 'une unite bilatere. Tout .£.-monoide, en partieu-

lier tout f.-groupe est done un £.-H-objet. En particulier, un H-objet de

la categorie des foncteurs au-deaeue du presch6ma S sera appele S-H-foncteur.

Si X est un S-H-fonctaur, alora TX/S(M) est un S-H-foneteur, et si on

note

Lie (X/S,M) = Li/S{M)

Lie (x/s) =

oU e designs la section unite de X, alors Lie (X/S,M) est lui aussi un

S-H-foroteur •
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Proposition 3.9. Soit X .1m: 5-H-foncteur verifiant (E) par rapport as.
La structure de 5-H-foncteur de Lie (X!S,M) provenant de celIe de X cotncide

avec la structure de S-groupe definie en 3.5.1.

11 resulte de ee q)l'on a dit plus haut que Lie(X!S,M) est un H-objet dans la

categorie des La proposition resultera alors du lemme suivant :

Lemme 3.10. Soit £. une categorie. .§.ill G .1m: H-objet dans la categorie

des Q.-H-ob.1ets ; G est done un Q.-H-ob.1et (dont nous noterons la loi de

composition f: G x G G) mum d 'un morphisme de Q,-H-objets

h : G x G G. Alors f =h f est commutative •

En prenant les valeurs des roncteurs sur un argument variable, on se ramEme a
la maniere habituelle a. verifier Ie lemme lorsque Q.. est La categorie des en-

sembles. On a donc un ensemble G et deux applications r, h : G x G --+ G

telles q)le h(r(x,y),r(z,t» = r(h(x,z),h(y,t). On a d'autre part deux ele-

ments de G, soient e et u , avec r(e,x) = r(x,e) = x , h(u,x):;:: h(x,u) =x ,

On voit d 'abOI'd que

h(r(u,y),r(x,u» :;:: h(r(x,u),r(u,y» = r(x,y)

En particulier ,pour y = e , on obtient

x:;:: r(x,e) =h(r(u,e),r(x,u» h(u,r(x,u» :;:: r(x,u)

d 'ou en reportant dans 1 'egalite originelle

f(x,y) = h(x,y) = h(y,x)

Corollaire 1 • Si X est un 8-H-foncteur verifiant (E) par rapport as,
tout element de X(Is(M» qui se projette sur l'element unite de X(S)

est inversible.

Corollaire 2. .§i X est un S-mono!de verifiant (E) par rapport as,
un eleltent de 1(18 (M» est inversible si et seulement s1 son image dans XeS)
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Corollaire 3. .§i X est un S-groupe verifiant (E), par rapport a S

deux lois de S-groupe sur Lie (xis, 1-1) coincident.

Avant de tirer d "autre s consequences de La proposition precedente,

demontrons un autre resultat de fonctorialite :

Proposition 3.11. Dans la situation du paragraphe 1 , on a un isomorphisme

fonctoriel en M

T (I (M) ..Homz/s X,Y) S

Cela resulte immediatement des definitions, compte tenu de l'isomorphisme

Corollaire 1. .§i Y/Z verifie (E), alors Homz/s(X, Y)Is verifie (E) et

l'isomorphisme de 3.11 respects Iss structures de modules.

Corollaire 2. On a un isomorphisme fonctoriel en M

.& Y/S verifie (E), elora HomS(X, Y)/s verifie (E) et l'isomorphisme

precedent respecte les structures de au-dessus de HomS(X,Y) •

Corollaire 3. On a un isomorphisme fonctoriel en M

X est considere comme foncteur au-dessus de Y par l'intermediaire de

u: X -70 Y •
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Corollaire 4. On a un isomorphisme fonctoriel en M

Lie (EndS(X)/S ,M) IT
)(Is

Nous allons maintenant interpreter geometriquement la definition du

fibre tangent • 3011: T un prescMma au-deaeus de S; on a des isomorphismes

fonctoriels en M

En particulier Le morphisme M --+ 0 donne un diagramme commutatif

identita

---....,. HomI (M) (TI (M) )
3 1S s

------..,..,. Homs(T,X)

ou la premiere fleche verticale est obtenue par la projection X ,

la seconde par Ie changement de base S"'"+ IS (M) • En consequence:

Proposition 3.12. .§ill T au-dessus de X par h: T -+ X. L'ensemble
o

HomX(T,Txls(M)) s'identifie a l'ensemble des IS(M)-morphismes de Tr (M) i!m.!!
s

(M) qui se restreignent a. ho .mY:. S C IS (M) •

Corollaire. L'ensemble r (TX/S(M)/X) .§.'identifie a 1 'ensemble des

IS(M)-endomorphismes dEl (M) aui induisent 1 'identite sur X.
S

Remarlpons maintenant que ce dernier ensemble s'identifie egalement

par les isomorphismes precedents a. Lie (Ends(X)/S,M) (S) • Si xis verifie (E),
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alors EndS(X)/S verifie (E) (prop. 3.11 , cor. 2) • Appliquant 3.10 ,

cor. 2 at 3.9, on en deduit 1a

Proposition 3.13. Si xis verifie (E), IS(M)-endomorphisme de

qui induit l'identite sur X est un automorphisme • La groupe

s'identifie au groupe de cas automorphismes •

Corollaire 1. Soit u: X-+ Y JYl S-isomorphisme, Y/S verifiant (E).

IS(M)-morphisme de (M) dans YI (M) qui pro10nge u est un isomor-
S S

phisme •

Corollaire 2. Soit u Isom
s
(X,Y) , Y/S verifiant (E). La monomorphisme

Isom
S
(X,Y) --+ Hom

S
(X,Y) induit un isomorphisme

Ltl ( ) "V' U ( )
M LHomS(X,y)/s M

Cor011aire 3. Sait u - Aut
s
(X) , xis verifiant (E) • Le monomorphisme

AutS(X) ---+ Ends(X) induit un isomorphisme •

En particu1ier. on a

Supposons pour terminer X representable. On a qu'une section de

au-deasus de X s'identifie a un IS-automorphisme de XI induisant
S

et X ont Ie meme espaee topologique sous-l'identite sur X. Or XI
S

jaeent, les faiseeaux d'anneaux eorrespondants etant DO et QX' II en
-X

resulte aussitBt qu'un automorphisme infinitesimal de X s'identifie a
une derivation du faiseeau d'anneaux Qx au-dessus du faiseeau QS' On

a done fabrique un isomorphisme
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qui. en vertu de 3.13, respecte les structures de groupes (et de

ee qui redonne l' interpretation classique des champs de vecteurs

tangents en termes de derivations du faisceau structural. Remarquons d 'ailleurs

que r (TX/IX) est egal a HO(X, 2"X/s) aU Off X/s est Ie dual •

4. Espace tangent a un groupe. Algebras de Lie •

4.1. Soit G un foncteur en groupes au-dessus de S. On a vu que TG/S(M)

et Lie (G/S,M) sent des lors mums de structures de groupes au-d.essus de S.

On a des morphismes de groupes <3.0

i

par definition i est un isomorphiame de Lie (G/S) sur Ie noyau de p et s

eat une section de p. 11 resulte alors de I 2.3.7 que cette suite de

morphisnes permet d'identifier TG/S (101) au produit semi-direct de G par

Lie(G!S,M). L'operation eorrespondante de G sur Lie(G!S,M) est notee Ad et

appelee representation adjointe de G; on a done par definition

Si G est commutatif, alors TG!S(M) l'est aussi et Ad(x)X = X.

Si G et R sont deux toncteurs en groupes au-dessus de S et si

f : G -.. H eat un morphisme de groupes , il s'en deduit par fonctorialite un

morphisme de suites exactes compatible avec les sections eanoniques :

1

1

Lie (G/S,M)

L{t)1
----+-) Lie (H/S,M)

---+) Ta/ s(M) G -+ 1

T(f)1 f 1
Tn/S(M) --7 H 1
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L(r) que l'on notera egalement Lie(r) est Le morphisme derive de r.

Proposition 4.1.1. Soit g E cts) • Ad (g) : Lie (a/S,M) --'l> Lie(a/S,M)

est Ie morphisme derive de Int(g) a a •

En effet Ad (g)X =i-l(Int(g)i(X» , ce qui n'est autre que L(Int(g»(X) par

la definition du morphisme derive •

Corollaire. Supposons que G/S verifie (E). Alors on sait (3.10 eorv t)

que la stru.cture de groupe de Lie (G/S,M) definie cormne pius haut n 'est autre

que la structure induite par sa structure de (definie a.
(E» •

11 resulte de la proposition preoedente que les Ad (g) respectent la structure

de de Lie (G/S,M) :

Ad: G Auto -mcd , (Lie (G/S,M) )
=8

autrement dit que Ad est una -representation lineaire de a dans Ie

£S-module Lie (G/S,M)

Remargues 1) Pour que G/S verifie (E), il faut et il sufrit que pour tout

couple (M,N) de libres de type fini , Ie diagramme

Lie (G/S, M<±l N)

/'
Lie(G/S,N)

:{'

obtenu en appliquant le foncteur Lia(a/S,) au diagramme (*) de 2.1 • soit

cartesien •

2) 5i G/S verifie (E), La morphisme derive de la loi de groupe

11: n Xs G ---+ G n'est autre que la 10i d'addition dans Lie (G/S,M) •
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(Nota.: IT n'est pas un morphisme de groupes, mais 7T (e,e) = e , ce qui

suffit pour definir L(-Tt') (cf. 3.7 » .

Etudions maintenant l'ensemble f' (TG/S(M)/G) • Notons d 'abord que

1 'on a un isomorphism.e

f"' (TG/s(M)/G) (" Hom(G,Lie (G/S,M) )

defini de la maniere suivante : So f: G Lie (G/S,M) , on assode la section

sf : G TG/s(M) telle que

sf (g) = i(f(g» s(g), g G G(S'), 51 E 5 •

Soit h un automorphisme du foncteur G au-dessus de S, ne respectant pas

necessairement La structure de groupe • A toute section t de TG/S(M) , on

peut associer h(t) definie par transport de structure: c'est par exemple

la seule section de TG/ S(M) rendant commutat1f Ie diagramme

En particulier, prenons pour h La translation So droi te par un element x

de G(S) •

g E G(SI) , S I-+ S •

On a immediatement

ou t (f) designe Ie morphisme de (} dans Lie (G/S,M) defini parx
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I1 en resulte que si 1 'on fait operer G par translations a droite dans

r (T
G/s

(M)/G) et Hom(G,Lie (G/S,M» , l'isomorphisme defini plus haut res­

peete les operations de G. En psrticulier les sections de TG/S(M) inva­

riantes par translation a droite correspondent dans cet isomorphisme aux

morphismes constants de G dans Lie (G/S,M) (i.e. se factorisant par la

projection G ­+­S) ou encore aux elements de Lie (G/S,M)(S) • En d'autres

termes :

Proposition Lie(G/S,M)(S) r (TG/S(M)/G) qui

assode a x ELie (G/S,M) (S) la section x ...... X.x est un isomorphisme de

Lie(G/S,M)(S) sur la partie de "(TG/s(M)/G) formee des sections invariantes

par translation a <i,r".ite •

Compte tenu de 3.12, corollaire, on obtient

Proposition existe un isomorphisme fonctoriel en G entre l'ensem­

ble Lie (G/S,M) (S) et 1 'ensemble des Is(M)­endomorphismes de GIS(M)

sant·l 'identite sur G et commutant aux translations a droite de G.

Tenant maintenant compte de 3.13 :

Th90reme G un foncteur en groures sur S verifiant (E) par

rapport as. Le groupe Lie(G/S,M)(S) s'identifie. fonctoriellement en G,

au groupe des IS(M)­automorphismes de G1s(M) induisant l'identite sur G

et commutant a.u:A: translations a droi'te •

On retrouve ainsi (dans le cas M=.2s) una des definitions classiques de

1 'algebre de Lie d 'un groupe •

4.2. Avant d'aller plus loin, etablissons de nouveaux corollaires a 3.11.

On a v.u en lIon a un isomorphisme canonique :

* Les enonces 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4
quant que les automorphismes de G
sont les translations a gauche.

s 'obtiennent plus simplement en remar­
invariants par translations a droite
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H9.!!l:y-/S (X,Ty/S(M) )

supposons que Y soit un groupe; on a alors Ty/s(M) = Lie(Y/S,M).y

=Lie(Y/S,M)y il en resulte un isomorphisme

Hams(X, Lie(Y/S,M»

Proposition 4.2. Soit u: X Y un mornhisme de S-groupes. On a un Lso-

morphisrne fonctoriel

(x,y)/S(M) ,-v.
designe Ie "fonoteur des homomorphismes crof.ses" defini de manfere ana-

logue au foncteur Hom. On fait operer X sur Lie(Y/S,M) par Ie morphisme

ad ) AutS- (Lie (Y/S,M)) ] •
gr.

Ceci resu1te de l'isomorphisme

I"'\/} !iom(Y/S)gr.(X' Lie(Y/S,M).Y)

et de l' identifioation bien oonnue des sections d 'un produit semi-direct aux

cocyc1es du quotient dans 1e noyau (voir par exemple III 1.2.2).

App1iquant 3.10, Coro11aire 1, on en

Corollaire 1. Si Y/S verifie (E), on a des isomorphismes fonctorie1s

LUI (X Y)/ (M) "') •
,S o

Corollaire 2. ill:. xis verifie (E), on a des isomorphismes fonotoriels

Lie(Auts- (X)/8,M) .
• gr. .;>
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Corollaire 3. Y est commutatif, on a un isomorphisme fonctoriel

Homs- (x, Lie(Y/S, M))gr.

4.3. Considerons maintenant Ie cas ou X et Y sont des 3i

Y est un £S-module, Ie foncteur Lie(Y/S,M) est muni d'une structure de

deduite de celIe de Y. Muni de cette structure, on Ie notera

provisoirement Lie'(Y/S,M)

Lorsque Y/S verifie (E), on notera toujours Lie(Y/S,M) Ie foncteur

Lie(Y/S,M) muni de la structure de definie pour tout foncteur

verifiant (E). Nous savons que les structures de groupes abeliens

Lie(Y/S,M) et Lie'(Y/S,M) cotncident, mais il n'en est pas de a priori

pour celles de module (voir un contre-exemple au paragraphe 6).

On a comme consequence immediate du corollaire precedent:

Proposition 4.3. On a un isomorphisme fonctoriel :

(M)
-mod.(X,y)/S

=S

HomO d (X,Lie'(Y/S,M))
=S-mo •

Corollaire. x/s verifie (E), on a des isomorphismes fonctoriels_ :

cette direction,

et Lie' (Y/S) •

( I 4.6)

Avant de continuer dans

les relations entre Y, Lie(Y/S)

Lie(£s!S,M) =Lie'(£s!S,M) = W(M)

isomorphisme canonique

examinons de plus pres

Remarquons d'abord que

et que lIon a done un

d



Soit maintenant F un Pour tout S' au-dessus de S, on a un

dihomomorphisme ,

)

d10u un morphisme de O(S')-modules=

En particulier, pour S' = ls(M) , on en deduit des morphismes fonctoriels

en M

ce qu'en faisant varier S on pourra noter

Ces morphismes sont fonctoriels en M, done compatibles avec les projections

des fibres tangents sur leurs bases. lls definissent alors des morphismes

F Lie(F/S,M)

Remarquons que ces derniers morphismes sont fonctoriels en F, et par

construction respectent les structures de modules deduites de celle de F

(ce que nous avons appele Lie'(F/S,M) au second membre). Si F/s verifie

(E) , comme ces morphismes sont egalement fonctoriels en M, Hs respectent

egalement les structures de modules deduites de celIe de M a l'aide de Ie

condition (E) , c'est-a-dire celles notees Lie.
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Notans enfin que par tensorisation avec d

deduit un lliorphisme
, on

F ......) F ---+ Lie(F/S)

note egalement d F Lie(F/S) •

Definition 4.4. On dit que F est un si les morphismes

sont des isomorphismes •

Corollaire: Si F bon, alors

(i) F/S verifie (E)

(ii) Lie(F/S,M) = Lie'(F/S,M) ,

(iii) d: F -+ Lie(F/S) est un isomorphisme de

En effet :

(i) Il suffit de verifier que Lie(F/S,M(:9 N) Lie(F/S,M) Xs Lie(F/S,N) •

Or si F est bon, F JIll -. Lie(F/S,M) est un isomorphisme •

Il n'y a plus quIa remarquer que la propriete a demontrer est vraie pour

et que est isomorphe au produit d1un nombre fini de copies de

£S ' done F 1\ isomorphe au produit correspondant de copies

de F.

(ii) L'isomorphisme F II Lie(£Js,M) Lie(F/S,M) respecte les deux

structures de modules definies plus haut; or ce sont au premier

membre.

(iii) d est compose de deux isomorphiames •
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Exemples de bons £S-modules : pour tout 2s-Module quasi-coherent !, les

£s-modules V(!> et W(!> definis en I 4.6 sont bons •

Proposition 4.5. F un bon £S-module. On a un isomorphisme fonctoriel

qui respecte les structures de En particulier. on a un isomor-

phisme de £S-modules

Lie(Aut=os_mod. (F)/S) End (F)

Cela resulte iromediatement de 4.3 et de (i). (ii). (iii).

Posons alors 1a definition suivante

Definition 4.6. On dit que Ie foncteur en groupes G au-dessus de S .w bon

.§i G verifie la condition (E) par rapport a. 5 .!.t..§i Lie( G/S) est un
bon £5-modu1e.

Exemple: 5i G est representable, il est bon

Lie(G/S) est de la forme V(!> donc bon.

G verifie (E) et

Theoreme

.Q.Qn. •
4.7. §!. F est un bon Q_S-modu1e. Ie S-groupe Auto od(F).!ll

=S-m

On a de toutes un isomorphisme

8i F/S verifie (E) et si on munit TF/S(M) de La structure de £S-module

deduite de celle de F. S1 F est bon, alors il verifie (E) et on a des

isomorphismes
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Il en resulte d'abord que Auto d (F) verifie (E) par rapport as.
=S-mo .

On a d'autre part (F)/S) ,.....)- (F) et ce dernier

module est bon si F est bon (car TO /S(M) est"libre de type fini"sur
=S

Soit maintenant GunS-groupe et F un £2u Suppo-

sons donnee une representation lineaire de G F, c'est-a-dire

(I 4.7.1), un morphisme de S-groupes

P G Auto -mod, (F)
=3

On en deduit par 4.5 un morphisme

p': Lie( G/S) -7 EndO -mod, (F)
=3

qui (si G/S verifie (E» est un morphisme de

Soit en particulier G un £2!!. S-groupe. Alors Lie(G/S) est un bon

et on a un morphisme de S-groupes

Ad: G --+-> AutO -mod.(Lie(G/S»
=S

On en deduit par la construction precedente un morphisme de

ad: Lie(G/S) EndO d(Lie(G/S»,-mo=3

ou, ce qui revient au un morphisme bi1ineaire :

Lie( G/S) Xs Lie( G/S) --:)0 Lie( G/S)

que l'on notera (x,y) ....... [x,y] = ad (x).y (ou x et y designent
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deux elements arbitraires de Lie(G/S)(S') = Lie(Gs,/S')(S') ). Si G est

commutatif, alors [x,y] == O.

On peut donner du crochet une definition equivalente

comme suit: remarquons d'abord qulil suffit de Ie faire pour x,Y . 1ie(G/S)(S).

Remarquons ensuite qui il y a un isomorphisme canonique IS Xs IS II
S

pour eviter des confusions, notons I et I' deux exemplaires de IS' On

a alors un diagramme commutatif

I

J !
l' S

les deux fleches partant de I x II identifiant celui-ci au schema des nom-

bres duaux sur I ou sur 1'. II en resulte un diagramme commutatif de

groupes (ou on note 1 == Lie( G/S) )

1 1

t
1(1) 1(S)

1 ----.,. 1(l' ) ) G(l x!') -4 G(l')

!
1 --+ 1(S) --:.- G(l) ---.... G(S) ) 1

J
1 1

La neuvieme piece du puzzle nlest autre que 1ie(1/S)(S). Si G est ,

clest 1(S) et on a done un diagramme commutatif ou les lignes et les colonnes

sont des suites exactes de groupes et ou les cinq L( ) sont commutatifs :
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L(5) L(I) L(5)
zfit, J, ! xc-,

L(1') G(IxI ')
G(I ,)

l !
L(8) G(I) G(S)

tI
y

Or dans un tel diagramme, si on prend deux elements x et y comme note, et

qu'on les releve arbitrairement en x' et r' dans G(IxI') , Le commutateur

x' y' x,-l yl-l des deux aJ.ements obtenus ne depend pas des relevements choi-

sis et est l'image d'un element z comma note. La lecteur verifiera qua

[ J (*)
l'on a z = x,y .

Sur cette construction apparaissent les deux proprietes suivantes :

(i) Le crochet est "fonctoriel en Gil : de maniere precise,

Lie (G/S) est un foncteur de la categorie des bons S-groupes dans Ie

categorie des bona munis d 'une loi de composition bilineaire •

(ii) On a [x,y J + [y,x) = 0: en effet Le diagramme est syme­
trique par rapport a. la premiere diagonale •

Proposition 4.8. F un bon Dabs I 'identification

Lie(Auto -eiod, (F)/S) ::::::.:.;. EndO -mod, (F)
,;s =s

Ad(X).X est transforme en x 0 X 0 x-I II [X, r ] X 0 Y - Yo X •

Considerons d'abord Auto _ d (F
1
). Un element x de ce groupe est,

=1 mo. S
S

par definition du changement de base pour les foncteurs, la donnee pour tout

S' IS d 'un ')-automorphisme de F(S ,) , soit x
S'.

Or, remarquons

que se donner un S I ­­'> IS est equivalent a. se donner un S' ­+ S mooi

d 'une section s: S' _ IS" On voit alors aussitM que Xs I est determine

Le redacteur reconnait, a La demande de Gabriel, que I' exercice n I est pas- im-
mediat; clest dlailleurs la raison pour laquelle il nlest pas dans Ie texte.
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par XI et que done i1 suffit pour verifier les formules eXigees de les
S'

verifier sur les F(Is' ) ' Or F(IS') =F(S'}.Lie(F/S}(S'} = F(S'}.F(S'}

puisque F est bon • Notons = [f.. ] , t. 2 = O. 11 est imme­

diat de "oir que 1t endomorphisme X de F correspond par I' identification

donnee a l'automorphisme I + C X de F(Is,} .11 n'y a plus qu'a traduire

les pour ramener les formules annoneees a

x 0 (I + Co X) 0 x:-1 -1= I+c.xoXox et

(I + e X)o(1 + tY)o(1 + £ x)"10 (I + ly)­1 = I + t, Co '(XoY ­ YoX)

lorsque t 2 = t.' 2 = o ,

COl'ollaire 1. Soient G .YD...J2g,n S­groupe et x,y,z f:' Lie(G/S}(S'). Q!:L1a:

[x, [y,z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = 0

En effet, si G est bon, alors Lie(G/S) est un bon et 1e

morphisme de S­groupes

Ad : G

donne par fonctorialite

[ad x , ad y] = ad x 0 ad y ­ ad y 0 ad x = ad [x,y]

ce qui, applique a. un element z , donne la relation de Jacobi.

Corollaire 2. Soit G un bon S­groupeoperant lineairement sur un bon

F (i. e. soit F un G et F bens). Alors

l'application lineaire p' :Lie(G/8} ­­7 EndO d (F) est una representation,
­mo •

e' est­a­dire que l' on a =8

p' ([x,y]) pi (x) 0 p'(y} ­ p'(y) 0 pl(X) •
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Scholie 4.9. A tout bon S-groupe (par exemple representable), on a associe

un bon £S-module Lie(O/S) muni fonctoriellement d'une application bilineaire

verifiant

[x , y] + [y , x] o [x , [y , z]] + [y , [z , x]] + [z , [x , y]] o .

NOllS appellerons Lie(O/S) muni de cette structure l'''algebre de Lie" 0

S (les guillemets etant justifies par Ie fait que Lie(G/S) n'est pas a
strictement parler une £S-algebre de Lie). A toute representation lineaire

de G dans un bon £S-module Fest associee une representation de son

"algebre de Lie". En particulier, a la representation adjointe de G est

associee la representation adjointe de son "a.lgebre de Lie".

Definition 4.10. Un foncteur en groupes G au-dessus de S est dit tres bon

s'il est bon at si Lie(G/S) est une £s-algebre de Lie (c'est-a-dire si on a

identiguement [x, x] = 0).

Examples de tres bons S-groupes. Le groupe Auto -mod(F) pour tout bon
=S

F. Tout groupe representable (voir ci-apreS). Tout bon S-groupe

admettant un monomorphisme dans un tres bon S-groupe, par exemple tout bon

sous-foncteur en groupes d'un groupe representable, ou tout bon-S-groupe admet-

tant une representation lineaire fidele dans un bon , par exemple

tout bon S-groupe tel que Ad soit un monomorphisme •••

4.11. Supposons maintenant que G soit un preschema en groupes sur S.

D'apres 4.1.4, Lie(G/S)(S) s'identifie au groupe des automorphismes infini-

tesimaux de G/S invariants a droite, c'est-a-dire par 3.14 au groupe des

derivations de au-dessllS de invariantes par translation a droite.

De plus cette identification respecte la structure de module et m@me d'algebre
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de Lie, le crochet dans Lie (G/S) (S) correspondant au crochet des d'erivations,

comme on le voit en raisonnant comme dans La proposition 4.8 : il faut calculer

le commutateur des automorphismes u et v de QJL definis par

u = I + !. d v = I + e 'd' f. 2 = E- ,2 = 0

on trouve immediatement u v u-l v-l = I + Eo Eo, (dd' - d'd)

On retrouve alors 1a definition classique: Lie (G/S) est le foncteur qui a
tout S' au-dessus de S, associe la de Lie des derivations

de GS' par rapport as' invariantes par translation a droite •

11 en resulte en particulier que tout groupe representable est tres bon.

Rappelons d 'autre part (3.3) que Lie (G/S) est representable par

Ie fibre vectoriel Oll est 1 'image reciproque par la section

unite de G du faisceau des differentielles relatives de G par rap-

port as. Les proprieMs qui precedsnt montrent que Le .2s-module
s'identifie au faisceau des differentielles de G par rapport a S invariantes

a droite. c 'est-a.-dire au faisceau dont les sections sur un ouvert U de

S sont les sections de sur 1 t image reciproque de U invariantes par

translation a droite.

Notons enfin qu'il resulte de la decomposition du fibre tangent en

produit semi-direct que Le .2a,-Module est l'image reciproque par la

projection G_ S du .2s-Module 11 en resulte par exemple q:lG

est localement libre (resp. localement libre de type fini) si

1 'est, ce qui est en particulier le cas si S est Ie spectre d 'un corps

(resp. si S est Le spectre d 'un corps et G localement de type fini sur S).

On a donc associe fonctoriellement a tout S-preschema en groupes G

...§J£ S un fibre vectoriel Lie (G/S) .ma:!: S muni d 'une structure

S-scMma en algebres de lli sur 1e S-scMma d 'anneaux RappeLons

(3.4 et 3.8 ) que cette construction commute aux produits finis et a 1'exten-

sion de 1a base.
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Soit Lie (G/S) 1e faisceau des sections de ce fibre vectoriel

(EGA II 1.7.9). I1 est muni d 'une structure de de Lie • Comme

eette construction De oommute pas a 1 'extension de la base (en general), la

structure d 'Algebre de Lie sur ce Module ne permet pas de reconstituer la

structure de scMma en a1gebres de Lie sur Lie (G/S) • 11 en est cependant

ainei lorsque est 10calement libre de type fini (ce qui se produit

en particulier si G est S ou si S est Le spectre d 'un

corps et G localement de type fini sur S], car on a alors

Lie(G/S) = = W(Lie(G/S» • ( I 4.6.5, Cor.)

Notons enfin que si G -+ H est un monomorphisme de foncteurs en

groupes, alors Lie(G/S) est egalement un monomorphisme. Si

G et H sont representables, alors -7 est un epimorphisme et

Lie (G/S) Lie(H/S) est une immersion fermee ; en effet un monomorphisme

vectoriel de fibres vectoriels est une immersion fermee. On a en particulier

Ie resultat suivant : soit G -7 H un monomorphisme de preschemas en groupes

sur S • si est localement libre de type fini, alors Ie morphisme corres-

pondant -+ Lie(H/S) est un isomorphisme de sur un

sous-module de Lie(H/S) localement facteur direct.

5. Calcu1 de quelques algebras de Lie.

5.1. Exemples d1algebres de Lie: les groupes diagonalisables.

Soit G = DS(M) un groupe diagonalisable sur S ( I 4.4).

La formation de Lie(G/S) commutant a 1 'extension de la base, i1 suffit

de faire la construction pour G = D(M) • On a alors

*'= Hom... (M, rCS,DO ) ).
lir. -=0

Or on a une suite exacte scindee

*'1 ---} r (S,QS) r (S,DO >* r ---+ 1 ,
-s
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ce qui donne

Lie(G)(S) ex Hom
Gr•

(M,

muni de sa structure de evidente • On obtient done apres ehangement

de base:

Proposition 5.1. On a des isomorphismes

[ou, dans Ie second isomorphisme, designe Ie faisceau de groupes constant

sur S defini par M, et Hom Ie faisceau des homomorphismes de faisceaux

de groupes ],

Corollaire. §.! M est libre de type fini (ou,comms nous dirons plus tard,

si DS (M) est un tore trivial) .!!2!:!

=

".2Y. M designe Ie dual du groupe abelien M. En particulier

5.2. Normali§8.teurs et centralisateurs •

Demontrons d tabord quelques lemmes sur les

5.2.1. Unesuite 0 F' --. F" -'l> 0 .!Mi est exacte

si at saulement s1 pour tout S I au-dessuW S 1a suite
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est un isomorphisme. .§i F est bon, FG
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0-+ FI(S') F(S') --") 0 de O(S')-modules est exacte •
- =

Les suites 0 -+ TF'/S(M) TF/S(M) --.If TFII/S(M) 0 .!d

o -+ Lie(F'/S,M) --'!o Lie(F/S,M) -4 Lie(F"/S,M) -+ 0 sont alors exactea •

Si deux des modules en cause sont bona, Ie troisieme llest ausai. Si lea suites

o ...... F' -+ F -+ F" -+ 0 et 0 -+ HI H H" 0 sont exactes ,

alors la suite 0 F' Xs H' --+ F Xs H F" Xs H" 0 l'est aussi •

Les demonstrations (immediates) sont laissees au leeteur (pour llavan-

derniere assertion, utiliser Ie lemme des einq et Ie fait que TO /s(M)
=S

Lemme 5.2.2. Soient F et II Llhomomorphisme canonigue
G G GF Xs H (F Xs H)

Demontrons la seconde assertion. On a un diagramme eommutatif

FG(IS(M» > F(IS(M»

f r f 1 sj
FG(S) mO(S) £(IS(M» --+ F(S) mO(S) £(IS(M»

= =
et lIon doit demontrer que fest bijectif; or il est evidemment injectif;

montrons qU'il est surjectif. Soit done u E F(S) ® Q(1S(M» tel que f 1(u )

soit invariant par G(1S(M». Considerons S eomme au-dessus de IS(M) par

la section zero. Si SI est au-dessus de S, alors U E F(S)G(S') ® 0(1 (M»= S '

2(1
S(M»

etant libre sur 2(8). Faisant varier 8', on en deduit que

u E FG(S) ® O(IS(M».

Theoreme 5.2.3. Soient G S-groupe et K un sous-8-groupe de G,



Notons NormG(K) = N

7i

CentG(K) = K (I 2.3.3).

Faisons operer K Lie(G/S,M) par l'intermediaire de la representation

ad.jointe de G

(i) Si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (*), alors

Lie(N/S,M)/Lie(K/S,M) = [Lie(G/s,M)/Lie(K/s,M)] K

(si E et F sont deux S-groupes commutatifs, on note

E/F Le S-groupe commutatif dHini par (E/F)(.sl) = E(S')!F(SJ»),

(ii) Si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (*), alors

Lie(Z/S,M) = Lie(G/S,M) K .

(iii) Si G verifie (E) (resp. si G II K verifient (E)),

alors Z verifie (E) ( resp. N verifie (E)).

(iv) Si G est bon (resp. si G II K sont bons),

Z est bon (resp. N est bon). Si de plus G est tres bon,

Z (resp, N) ,!!st tres bon •

Prouvons (i) et (ii). Soit H = N (resp. Z). On a

Lie(H/S,M)(S) =fxELie(G/s,M)(S)CG(Is(M)) I X.u.X- 1,u-1E,K(S') (resp,= 1)

pour tout

Soit X E Lie(G/S,M)(S). Pour que X appartienne a Lie(H/S,M)(S), il

suffit de verifier la condition precedente pour tous les S' de la

forme IS (M), Ie morphisme structural provenant par extension de
1

(*) Condition automatiquement verifiee si G veri fie (E) (cf. 3.9)

par exemple si G est representable.
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1a base d 'un morphisme SI S. On a en effet un diagramme commutatif

qui montre cpe se donmr un SI au-dessus de IS(M) est equivalent a se

donner un S' au-dessus de S muni d lune section h de IS I(M) au-dessus

de S'; Or si la propriete exigee est vraie pour tout u de

K(I
S
I (M}) , elle Ie sera aussi pour tout u Eo K(SI) car K(h) : K(IS' (M» -+ K(S ,)

est surjectif •

Or tout u K(I
S
I(M» s Iecrit de maniere unique Y.k oU. k EK(SI)

et YE Lie (K/S,M)(S') • L'expression X.u.X-1.u-1 devient alors

X Y k X-I k-l y-1 qui, si Lie (G/S,M) est commutatif, s 'ecrit X Ad(k)X-1 •

Mais celui-ci est a priori dans Lie (G/S,M)(SI) • La condition sur X s'ecrit

done XAd(k)X-l E Lie(K/S,M)(S') = 1) pour tout k K(S') • Ceci

prouve (ii) • Dans Ie cas oU. H == N , si on note X l'image de X dans F(S)

(00. on pose Lie(G/S,M)/Lie(K!S,M) == F) , la condition s'ecrit Ad(k)!-l == !-1,

ou 1 est l'image de X dans F(S I) , ce qui demontre (1) •

(iii) se prouve alors immediatement. (iv) resulte des lemmes

5.2.1 at 5.2.2.

Corollaire 1 • S1 1a 10i de groupe de L1e(G/S) est commutative,

Lie(Cent(G)!S) - Lie(G!S)G.

Corollaire 2. Si 1a 10i de groupe de Lie(G/S) est commutative at s1 K

est un sous-groupe invariant de G,

[Lie(G!S)!Lie(K!S)]K = Lie(G!S)!Lie(K!S)
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5.3. Representations lineaires •

Soit G un operant lineairement sur un F

p : G ----+ Auto -mod. (F)
,;s

On a defini (4.8, ccr, 2) une representation lineaire correspondante

r I : 1ie(G/S) --.. EndO -eiod. (F)
,;s

Les soue-S-groupes NormG(E) et CentG(E) sont definis pour toute partie E

de F, par exemple pour tout E de F. On posera de mamere

analogue

(E)(S') = {X Eo 11e(G/S)(S') , f' '(X)ES' C. ES1J .
CentLie(G/S) (E)(S') = [X E 1ie(G/S)(S') , f'(X)ES1 = 0 1·

(Notons que cette construction se fait pour toute representation lineaire d 'une

de 1ie" et que les deux soua-objets construits sont des soue-

2s-modules stables par Ie crochet).

Theoreme 5.3.1. Soient G un bon S-groupe operant lineairement sur un bon

2s-module F E un sous-2s-module de F.

(i) Ona 1ie(Norm
G(E)/S) = (E)

1ie(CentG(E)/S) = CentLie(G/S) (E)

(ii) CentG(E) est bon i si E est bon. sl0rs NormG(E) est bon.

plus G est tres bon. alors Cent
G
(E) et NormG(E) sont tres bons •

1a demonstration est facile et laissee au lecteur.
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5.3.2. CeeL s'appliqu.e en particulier au cas oU on prend pour p la represen­

tation adjointe de G. A tout sous­module E de Lie (G/S) on associe done

deux sous­groupes de G, son centralisateur et son normalisateur,dont les

algebres de Lie sont Ie centralisateur et Ie normalisateur

de E dans Lie(G/S) calcules comme d'habitude a l'aide du crochet:

= {XELie(G/S)(SI) , [X,ES') G ES1} •

CentLie(G/S)(E)(SI) = {XCLie(G/s)(SI) , [X,ES'] = 0J

5.3.3. Soit alors K un sous­S­groupe de G. Alors Lie(K/S) est un soue­

de Lie (c/s) et on a evidemment

Norm
G
(K) C Norm

G
(Lie (K/S))

C CentG(Lie(K/S))

d'oU

Lie (NormG(K)/S) C (Lie (K/S) )

Lie (CentG(K)/s) C CentLie(G/s) (Lie(K/S))

mais aucune de ces quatre inclusions n'est a priori una identite; nous en

verrons par la suite bien des exemples •

II resulte en particulier de ces inclusions que si K est un

groupe invariant de G, alors Lie (K/S) est un de Lie (c/s) •

6. Remargues diverses •

6.1. On peut definir Le crochet de deux automorphismes infinitesimaux pour

un S­foncteur X qui ne soit pas necesssirement un groupe.II suffit d,'sp­:pl1quer
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les resultats de eet expose au groupe AutS(X). Pour pouvoir aboutir

a un formalieme agreable, on est conduit e. supposer X J2.Q.!1, c 'est-a-dire

a. supposer que Ie TX/S est bon (si X est un S-groupe, eette

definition coimide evidemment avec la definition 4.6) •

6.2. Il existe des foneteurs possedant des endomorphismes infinitesimaux:

qui ne scient pas des automorphismes , done a fortiori ne verifiant pas la

condition (E) • Prenons par exemple pour X(S) Le monoide abelien libre

engendrri par les elements de • Chaque morphisme S....-+IZ delfinit un

element de carre nul de O(S) , soit u, done un endomorphisme de X(5)
::=

par x x + u (somme dans Ie monotde libre) • II est immediat que 1 'on

a construit ainsi un endomorphisme de X1Z, 5i S -+ I Z sa factorise
=-

par La section zero de IZ' alors cet endomorphisme est l'identite. C'est

done un endomorphisme infinitesimal de X qui n 'est evidemment pas un auto-

morphisme •

6.3. II existe des modules qui ne sont pas bons. On peut par exemple mo-

difier legerement Ie contre-exemple precedent, mais on peut aussi en

donner un comme suit: soit S = Spec(k), k corps de

caracteristique p, et soit E un e space vectoriel sur k de dimension

finie. Considerons Le fibre vectoriel W(E) et munissons de la structure

de 2(S)-module obtenue en faisant operer les scalaires par 1 'intermediaire de

La puissance p-ieme. Notons F Le 2(S)-module obtenu • 11 est representable,

done verifie (E) • Son algebre de Lie est evidemment W(E) et Ie morphisme

canonique Lie (F/S) respecte bien La structure de groupe abelien (il

aurait du mal a. faire autrement) mais pas la structure de module. Le

£S-module F n'est done pas bon, bien qu'il soit representable.

6.4. Soit G un foncteur en groupes sur 5. On a par definition les

implications suivantes
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(Gis verifie (E)) (=' (G est bon)<= (G est tres bon)

Il serait interessant de demontrer ou de contra-exempler les implications en

sens inverse •



EX P 0 S E III

EXTENSIONS INFINITESIMALES

par M. DEMAZURE

Dans eet expose, on sa plaoe dans la. situation genel'ale suivante. On

a. ua presoMma 8 et un ideal coMrent nilpotent 1 sur 8. On des.igne par

8
n

le sous-prescMma. ferme de 8 defini par 1 'ideal In+-1 (n 0) • En par-

tioulier S est Mfini par I. Cl)nmte I est nilpotent, 5 est egal a So - - n
pour n aasaz grand et les 8. ont espa.ce topologique soua-ja.cent •

Un exemple typique de cette situation est Ie suivant: 8 est Le spectre d tun

an:neau artinien local A, 1 est 1 'ideal defini par le radical de A, donc

50 est Ie ·spectre du corps residue1 de A.

Dans 1a situation preoedente, on se donne un oertain nombre de donnees

a.u-dessus de S et on cherche au-dessus de 8 des donnees qui les relevent ,
o

(I 'est-&-dire qui les redonnent par oha.ngement de base de S a. S • Oeoi sao
fait de proche en proche, par l'intermedisire des S • A ohaqus pas, on se

n
propose de definir 1es obstructions rencontrees et de classifier, lorsqu 'elles

existent, les solutions obtenues •

La passage de 8 a S 1 peut sa generaliser sinai : on a un
n n+

prescMma S, deux ideaux 1 et I avec 1:J I, 1. I 0 (dans Ie cas

preoedent 8, 1 et I sont respectivement 8n+-1 ' JflTri-2, In+1/1n+-2) • On

note 8
0

(resp. 5IJ le soua-preschema ferme de 8 defini par l(resp. D et

on se pose un probleme d 'extension de Sl as.



84

Dans SGA 1 III ont ete traites les prob'lemes d 'extension de morphismes

de preschemas et d 'extension de prescMmas • Nous nous poserons ici les probfsmes

d 'extension de morphismes de groupes, d 'extension de structures de groupes et

d'extension de sous-groupes •

Nous avons rassemble dans un nO 0 les resultats de SGA 1 III qui nous

serent utiles , pour les mettre sous La forme La plus pratique pour notre propos,

et pour eviter au lecteur d 'avoir a se reporter constamment a SGA 1 III .

Le nO 1 rassemble des calculs de cohomologie des groupes utiles par La suite

et q)li n 'ont rien a voir avec La tMorie des seMmas • Les numeros 2 et 3

traitent respectivement de 1 'extension des morphismes de groupes et de

l'extension des structures de groupes. Dans le nO 4 , nous avons rappele

rapidement la demonstration d 'un resultat enonce dans TDTE IV concernant

1 'extension des soua-prescMmas et applique ce resultat au probl.sme d 'extension

des SOus-groUPes. Pour la suite du Seminaire, seul le resultat du n? 2 ,

concernant 1 'extension des mOrphismes de groupas, sera indispensable •

L'idee de ramener les problemes d 'extensions infinitesimales aux

oalouls habituels de cohomologie dans les extensions de groupes a ete suggeree

par J. GIRAUD lors de l'expose oral (dent Lea caleuls etaient nettement plus

oompliques et moins transparents) • Malheureusement, il semble que cette

methode ne s'applique bien qu'aux deux premiers problemes studies, et nous

n'a.vons pu echapper a des oalculs a.ssez penibles dans Le cas des extensions

de sous-groupes •

Pour simplifier 1e langage, nous appellerons Y-foncteur, resp.

Y-preschema, .•• , un foncteur, resp. preschema••• muni d'un morphisme dans

1e foncteur Y, etendant ainsi les definitions de 1'expose I (qui ne concer-

naient que Ie cas d'un Y representable).
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O. Rappels de SGA 1 III. RemargY;,es diverses •

EnonQons d 'abord una definition generale •

Definition 0.1. Soient Q une categorie , X un objet de Q, G

operant sur X. On dit que X est formellement principal homogsne G si

les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) pour chague objet S de Q, 1 'ensemble XeS) est vide ou

J2rincipal homogene sous G{S)

(ii) Ie morphisme de foncteurs G x X -.. X x X denni ensembliste-

ment par (g,x) (gx,x) est un isomorphisme •

Ceci fait 1 nous allons mettre les resultats de SGA 1 III sous la forme qui

nous sera la plus utile • Nous emploierons les notations generales suivantes

dans tout ce numero • On a un preschema S et sur S deux Ldeaux quasi-

coherents 1 et I tela que

at 1 . I = o.

On aura donc en particulier t = 0 • an notera So (resp. SJ) Ie sous-

prescMma feme de S defini par L' LdeaI 1 (resp. ;[) • Pour tout

S-foroteur X, on designera systematiquement par X
o

et les foncteurs

obtenua par changement de base de S a So et Sl' notations pour

un morphisme •

Soit X un S-foncteur. Definissons un foncteur X+ au-dessus de

S par la formule :

pour un S-pr9soMma variable Y. Dans Ie s notations de Exp. II , 1 , on a
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La morphisme identique de Xl definit par construction un 3-morphisme

:+
Px : X ---+ X

Remarquons maintenant que si X est un S-foncteur en groupes ,

alors Xl est un Sl-foncteur en groupes , et la formule de definition de X+

le munit d 'une structure de S-foncteur en groupes • On a alors

HomS- (Y,X+) = HomS _ • (yJ,XJ )gr. l gr --

pour tout S-foncteur en groupes Y. Le morphisme PX est done un morphisme

de S-foncteur en groupes •

Revenons maintenant au cas general, mais supposons que X soit un

S-preschema. Un S-morphiane d 'un S-presch6ma variable Y dans X+ etant

par definition un SJ-morphisme gJ de YJ dans XJ ' on definit un
:+ - - - - :+X -foncteur en groupes abeliens LX' en posant pour tout X -preschema Y

HanT (Y,Lx) = Hom
Qy

zQy )

o

aU .n'xjs0 designe le Module des differentielles relatives de Xo par

rapport a. So (SGA 1 I 1). et ou on regarde l.Qy oomme un Qy -auodul.a
o

au fait qu'il est annule par 1.

Le x+-foncteur LX est un X+-groupe abelian • :De plus il depend

fomtoriellement de X: soit

f X )Y

un S-morphisme; On en cBduit par fonctorialite un S-morphisme
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oompat1ble avee f. oleBt-8.-dire tel que le di881'amme suivant soit eommutatif :

Definissons un S-morphiane L
f

: LX

tel que 1 'on ait un diagrmmne oommutatif :

+Ly eompatible avec f ,done

on a un mozphisne de .Q.x -Modules (SGA 1 II, 4)
o

*:n.1 Ai
o 0 'd 0

qui pour tout X+-preeeMma Z definit un morphisme de groupes abeliens ,

fonctoriel en Z

qui nous donne 1e morphisme ehercM •

81 X et Xl sont deux S-presohemae, on a un diagramme commutatif
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Nous pouvons maintenant enoncer :

Propo¢.tion 0.2. Pour tout S-preschema X, on peut definir una operation

du X+-groupe abelien Lx sur 1e X+-ob,jet X (8 gauche) , telle que:

(i) eette operation f asse de X un objet formellement principal

homogEme aous LX au-dessus de X+: Ie morphisme

LX x X x X
x+ i!'

est un isomorphisme ;

(ii) cette operation soit en Ie S-prescMma X: pour

tout S-morphisme f: X -+ y , le diagramme suivant est

commutatif :

L
f
x f+ .
f

y

(iii) cette operation "com.'llute au produit fibre" : pour tous

S-prescMmas X et X', Ie diagramme suivant est cOlDlnutatif

(LX' x X') Xs (LX x X) )J Xlx5 X
x'+ X+

IS 11
x eXt L. X) LX' Xx(X' X)+(x,+ Xg x+);:S Xs Xs

Dans SGA III 5.1 ,il est demontre 1a chose suivante : pour tout
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l'ensemble des S-morphismes g: Y > X se reduisant suivant

gJ est vide ou principal homogene sous Ie groupe commutatif

oU h est 1e morphiSlllEl compose YI.

Traduit dans notre cal.a veut exaetement dire que pour tout

X+-prescooma Y, 1 'ensemble Hom (Y,X) est vide ou principal homogEme
X+

soua Ie groupe ci-deasus • Montrons d 'abord que ce groupe n'est autre que

Il suffit pour eela de remarquer que I..fly est annule par 1. 9:y ,
l'on peut remp1acer par Ie faisceau qutil induit sur

voit sana peine isomorphs a g:( Is ) •
o 0

done que

y , que l'on
o

Oeei fait, il faudrait pour aohever la demonstration verifier que la

construction de SGA 1 III, 5.1 est fonctorielle en Ie X+-preschema Y, puis

que l'operation ainsi definie jouit bien des proprietes fonctorielles exigeee

en (11) et (iii). Noue ne 19 ferons pas; Ie leeteur edeptique consultera

a ee sujet EGA IV oU il trouvera quelques elements de demonstration.
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Remargue 0.'. Supposons le X+-presoMma Y plat, sur S (SGA IV) • On peut

eorire alors

II 4.11). 8i on definit un foncteur LX

d'lin
1

Remargue 0.4. Supposons que .Jl.
Xj S

soit l'image reciproque sur Xo
o

(Ie cas sa presentera en particulier lorsque!2s -Module note Wi /s
000

X sera un 8 -groupe , cf.
o 0

au-dessus de 8 par 10. formule

,Q,y , iL.Q.y ) ,
o

on aura

pour tout X+-prescMma Y, c 'est-a-dire

+ (X) se traduira
X

Auts (X)

+PX:X.-,.X.

+La morphisme de X -foncteur en groupes LX

par un morphisme de S-foncteur en groupes LX
les operations de LX sur X respectant Ie morphisme
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Remargue 0.5. Sous les conditions precedentes, supposons de plus que Y

soit un s-prescMma plat sur S. On a alors

aU le S -foncteur en groupes abeliens L X est defini par l'identite (paro 0

rapport au 8 -preecMma variable T) suivante :o

Dans les notations de II , t , on a done montre que les foncteurs

LX at 1jI LoX ont restriction a la sous-categorie pleine de (Sch)/S

dont les objets sont les S-prescMmas Y plats sur 8.

1
Remargue 0.6. Supposons maintenant que /S admette una presentation

o 0
:rinie (EGA 0.5.2.5 ) , ce qui sera en partieulier le cas si X est localemento
de presentation finie sur So' On peut ecrire

(les produits tensoriels etant pris sur 8i Test plat sur So'
o

11 resulte de EGA 0 , 6.7.6 que ceei peut aussi steerire

r ( T , HomO Is ' J ) @ Qr )
S 0 0
o

Introduisant la notation W() de

pour tout S -prescMmao T plat sur

I , 4.6.1 , on a done prouve que

S , on a
o

1
W(Homo ,1:»

-s 0 So
o
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1
En resume ,.§!. (JJ admet une presentation finie et s1 on sa restreint

a la categorie des S-preschemas plats sur S, on a

= TT
sjs

1
W (HomO /S ' .:! »

-S 0 0
o

(Ie faisceau dont on prend Ie W etant guasi-eoherent par EGA I , 9. 1. 1 ) •

Remarquons enfdn que si OJ ijS0 est en outre localement libre (de rang fini) ,

par exemple si X est lisse sur S (auquel cas il est automatiquement
o -- 0

localement de presentation finie sur S), on a
o

oU on note

S -groupe)
o

par abus de langage (X
o

Lie (X /S ) Ie dual du
- 00

n 'etant pas necessairement un
1

.2s -Module W:JC /s .
000

La proposition precedente a un corollaire important

Corollaire 0.7. Soit X S-prescMma • Tout 5-endomorphisme de X induisant

1 'identite sur est un automorphisme • On a une suite exacte de groupes

De plus, sian fait operer Auts(X) sur Ie premier groupe par transport de

structure, on a la relation suivante

i( u m) = u 1(m) -1u

pour tous u E Auts(X)
1

et m £ HomO (A:JC /S ' l.Q.x )
-X 0 0

o



D'apres (i),

Hom (x,LX) , car il est
X+

marque : 1 t automorphism.e

93

Hom (x,X) est un ensemble principal homogene sous
X+

certainement non vide ; il contient en effet un point

identique de X. a ce point marque, on definit

un isomorphisme d 'ensembles

--+ Hom (x, X)
X+

Appliquant maintenant (ii) a. un endomorphisme de X au-dessus de X+ 7 C 'est-

a-dire un S-endomorphisme de X induisant l'identite sur XJ ' on voit aisement

que l'application precedente respecte les lois de composition des deux membres •

II en resulte d'abord que tout element de Hom (X,X) est inversible, ce qui
X+

est la premiere assertion de l'enonce, puis que l'on a une suite exacte

o

oe qui est la seconde •

Remarquons maintenant que Ie morphisme i ci-dessus est fonctoriel

en X pour les isomorphismes, car il est defini en termes structuraux a partir

de l'operation de Lx sur X au-dessus de x+ , fonctorielle en

X d'apres l'assertion (ii) de la proposition 0.2. Soit alors u un auto-

morphisme de X au-dessus de S. II definit une application

h Hom +(X,L )
X X

Hom +(X,lx)
X

par transport de structure et une application

f ,.
egalement par transport de structure, o 'est-a.-dire par Le diagramme commutatif



94

X
h » x

U! ul
f(h) xx :>

En eorivant i(h(m» = f(i(m» , on trouve La formula charchee •

Soit maintenant X un S-presoMma tel que soit un Sl,-groupe.

Supposons qutil existe un 5-morphisme

tel que 1e morphisme obtenu par changement de base

soit Ia 10i de groupe de I.J. (Un cas particulier important de la situation

precedente sera le cas oU. X est un S-groupe et ou on prend pour P sa 10i

de groupe) •

On en deduit un morphisme

qui, en fait, ne depend pas de P, car il se ca1cule a l'aide de Ia loi de

groupe Pr de Xr comme nous allons Le voir maintenant. Le morphisme

.0. 1
-X Xs X Is
000 0

se traduit dans Txjso ( II 4.1 ) par la loi de groupe de ce dernier que

l'on ecrit immediatement a l'aide de la decomposition de TX Is en produit
o 0
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semi-direet de Lie (xjso) par X
o•

Utilisant (ii) at (iii) de 0.2,

il vient, tous calculs faits:

Proposition 0.8. Soit P: X X
s

X X S-morphisme tel que PJ munisse

d lune structure de S,[groupe. Notons (m,x) m:x: Ie morphisme-

definiasant 1 taction de LX (Mfini dans 0.4) X. Notons

Ad: X+ AutS-gr. (LX)

1 'operation de X+ sur LX deduite de 1 'operation adjointe. de X sur

W o. Pour -+ S et tous x,x' (; XeS ,) , In,m' E , on a :

P (m x, m' x') = (m.Ad PX(x) m') P (x, x')

Corollaire 0.9. Soit X un S-groupe. Alors X+ est muni naturellement

d 'une structure de S-groupe, PX est un morphisme de S-groupes et Ie

S-morphisne

i : LX ) X

defini ensemblistement par m m e e est la section unite de G)
+est un isomorphisme de S-groupes de LX sur Ie noy-au de PX: X.--,. X •

Les deux premieres assertions ont dejaete demontrees • Comma X

est formellement principal homogene au-dessus de X+ sous LX = LX Xs X+ ,

Ie morphiane enonce est bien un isomorphisme (de S-foncteurs) de LX sur Ie

noyau de PX' La fait qu'il respecte les structures de groupes resulte de la

formule explicita de 0.8.
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Corollaire 0.10. Avec les notations preeedentes, pour tout 8' S

tous x et m (; LX(Sl) ,

Cela resulte de la formule donnee plUS haut et de i(m) x = m x •

Lorsque X est un S-groupe, nous avons done determine explicitement

1e noyau de X X+ et l' operation des automorphismea interieurs de X sur

ce noyau. Nous allons maintenant voir que lIon peut faire de pour cer-

tains S-foneteurs en groupes non necessairement representables. Un cas noue

aera utile, celui des foncteurs (

Enon90ns tout de auite :

I 1.7).

Proposition 0.11. 22!i E S-preechema • Notons X = AutiE) • Le noyau

du morphisme de S-foncteurs en groupes

PX : X X+

a ' identifie canoniquement au S-foncteur en groupes commutatifs Lx dlHini par

(A 1
-E /S

o 0

OU Y deaigne un S-preschema variable •

En effet, si Y est un S-preschema variable, on a

HomS(Y,X) = Auty( E Xs Y) J

Homs(Y,x+) =Homg (YJ'XJ ) =Auty Xs YJ} =Auty «E Xs Y),. YJ) •
l - - l - l
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En appliquant 0.7 au Y-preschema E Xs Y , on obtient un isomorphisme de

5-groupes

isomorphiane que 1 'on verifie aisement 3tre fonctoriel en Le 5-preschema Y,

ee qui scheve La demonstration •

Remargue 0.12. On a une operation naturelle f de X sur LX definie de la

maniere auivante : pour tout y --+ S , on a

et

HomS(Y'X) = Auty(F)

HOIDg (Y,Lx) = ely0 '

o

oU F est Ie Y-preschema E xs Y ; Ie premier groupe opere sur Ie second par

transport de structure et cette operation est bien fonctorielle en Y.

On a alors la formule

x i(m) x-1 = i(f(x) m) ,

pour tout Y -+ S et tous x E Hom
S
(S' ,X) , m E: Hom

S
(S' ,Lx)

effet d'appliquer 0.7 au Y-preschema F •

il suffit en

Rappel 0.13. L'image directe d 'un module quasi-coMrent par un morphisme

de presentation finie est quasi-coMrente • Sous les conditions, la

formation de 1 'image directe commute au changement de base plat : dans la

situation

S'
gS ... __
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si on suppose f (et done ft) de presentation finie et g (et dono gr) plat,

on a pour tout quasi-ooherent !

ou,de maniere plus esth6tique

Ces deux faita sont plus generalement valable a pour un morphisme

quasi-compact et quasi-separe (cf. EGA III. 1.4.15 dans Ie cas quasi-oompact

eepare et EGA III 6.9.10).

Remargue 0.14. Dans les notations de 0.11 , suppcsons E de presentation

finis sur S et Y plat sur S. On a alors suoce ssivement

= r (E Xs y , HomO 110 Qy )
--S

= r ( y , g* (HomO .9.:E) 110 Qy) )
4S --S

,.. r (y , f* (HomO QE» 110 .Qy)
--S

= VI (f* (HomO l.9.:E» (y)
-E

oU f et g sont lea morphismes structuraux

---.+) y

f : E S •

On a dono montre que 1 t on a
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SIU' la categorie des S-prescMmas plats sur S • Notons de plus que Ie Module

dont on prend le West quasi-coMrent •

Extre,yons enfin de SGA I III les deux propositions suivantes.

Proposition 0.15. (SGA 1 III, 6.8) Pour tout s,l-preSOh,ema lisee S,l

et affine, il existe un S-prescMma X lisse S se reduisant suivant

, et un tel X est unique a. isomorphisme (non unique) pres.

Proposition 0.16. (SGA 1 III, 5.5) Soit X S-prescMma lisse sur S.

Pour tout S-prescMma Y affine, 1 'application canonique

eat surj ective •

Corollaire o.17. Soi t E un S-prescMma affine sur S at lisse S j

notons X =AutS(E) • Pour tout S-prescMma Y affine, 1 'application

canonique

Hom (I,X)
S

est surjective •

En etret, Y X
s
E est affine sur Y, affine, done affine •

Appliquant 0.16, on en deduit que tou.t S,l-morphisme )

se prolonge en un S-morphism.e Y "s E E
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En d 'autres temes , tout S,:rmorphisme YI !!l!!sJ (E) se prolonge

en un S-morphisme Y EndS(E) .

Maie 0.7. montre qutil en est de en rempla<;ant EndS(E) par AutS(E) ,

ce qui est la propriete annoncee ,

1. Extensions et cohomologie •

1.1. Soit Q. une categorie. Soient S un objet de .£. G un

S-groupe (representable) et F un S-foncteur en groupes cornmutatifs sur lequel

G opere. On a defini en I, 5.1 les groupes de cohomologie •

*On rappelle CJ!le ce sont les groupes d fhomologJ.e d fun complexe note C (G,F) oU

Comme G est representable, on a aussi

de ceci, et de la definition de 1 'operateur bord, on voit que Le complexe

C*(G,F) ne depend que de la restriction de F a la sous-categorie pleine de

.Q;S dont les objets sont les puissances cartesiennes de G sur S •
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En consequence, on a Le

1.1.1. Soient Q una oategorie, S un objet de Q, G 2:!l- S-groupe

representable. Notons Q(G) la sous-categorie plaine de Qis dont les

objets sont les puissances cartes:hennes de G sur S. Soient F et F'

deux 8-foncteurs en groupes conunutatifs sur lesquels G opere. 5i F et F'

ont restriction a Q(G) , on a un isomorphisme canonique

*H (G,F) *'" .. H (G,F')

Enonc;ons un autre resultat de comparaison. Soit maintenant T...... S

un morphisme de Q. Si F est un T-foncteur en groupes connnutatifs, alors

F1 = n F
Tis

(Exp. II, 1 )

est un S-foncteur en groupesconnnutatifs et on a un morphisme de 5-foncteurs en

groupes

u: n AutT_gr. (F)
Tis

Soit maintenant G un S-foncteur en groupes et soit

-_.... AutT_gr. (F)

una operation de GT sur F. Par definition du foncteur "... , on en deduit

un morphisme de S-foncteurs en groupes

G :> n AutT_gr. (F)
Tis

d 'oU, par oomposition avec u, une operation de G sur F1 •
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Lemme 1.1.2. Sous les conditions precedentes, on a un isomorphisms canonique

H* (G, IT F)
Tis

En effet, d 'apres la definition de la cohomologie, les complexes

standard sont canoniquement isomorphes •

1.2. Suivant les prineipes generaux, on pose La definition suivante

Definition 1.2.1. Soit 1 M E G une suite de morphismes
..

de .Q.-groupes. On d1t qu 'elle est exacts s1 les conditions equivalentes sont

verifiees :

(i) pour tout S E Ob Q , la suite de groupes ordinaires

1 M(S)

est exacte ;

u(S).. E(S) V(S);,- G(S)

(ii) pour tout objet H de Q., la suite de groupes ordinaires

1 ---7 Hom(H,M) Hom(H,E) Hom(H,G)

est exacte •

Faisant en particulier H = G dans (ii), on voit que l'ensemble des

seotions de v (ne respectant pas a priori les structures de groupes) est vide

ou priroipal homogene soua Hom(H,M) • Supposons-le non vide ; soit done

a : G ----+) E

una section de v. Alors pour tout S E. Ob Q et tout x"G(S) , l'element

a(x) de E(S) definit un automorphisme interieur de E
S

qui normalise
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(plus eorreetement 1 'image de M
S

par , dono un automorphisme de MS;
si Mest commutatif. on voit nensemblistement" que cet automorphisme ne depend

pas de la seotion choisie, mais seulement de x, at qu' il en depend multiplioa..

tivement • En resume, a toute suite E:xacte

(E)

telle que M soit et que v possede une section est associee un..
morphisne de ,Q-groupea

G

que l'on appelle 1 'operation de G M definie par l'extension (E) •

On a vu en I 2.3.7 que v possede una section qui est..
un morphisme de Q-groupes si et seulement si l'erlension (E) est isomorphe

(nen tant qu'erlensionn) au produit semi-direct de M par G relativement a
l'operation precedente • Une telle seotion de v sera appelee section de

l'extension (E) • Si s est una section de (E) et si m 6 r (M)

Ker(r(E) -+ r (G» (pour la definition de r , voir I 1.2), alors

Le morphisne G --+ E defini par

est egalement una section de (E) dite deduite de s par 1 'automorphisme

interieur defini par m (ou par u(m) ) •

1.2.2. Soit (E): 1 M E G una suite exacte de..
,Q-groupes telle que M soit commutatif et que v possede une section.

Faisons operar G M de la maniere definie par (E).

(i) L'axtension (E) definit canoniquement una claase c(E) E. If(G,M)
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dent l'annulation est necessaire et siufisante a l'oxistence

dtune section de (E) •

(ii) 5i 0 (E) = 0 , l lensembl e des sections de (E) est principal

homogene sous le groupe Z1(G,M) , Itensemble des sections de

(E) modulo l'action des automorphismes interieurs definis par

les elements de r (M) est principal homogene sous Ie groupe
1H (G,M) •

La demonstration se fait exactement comme dane Le cas des groupes

<trdinaires, Le fait que lion parte d 'une section de v assurant La fonctoria­

lite des calculs ensemblistes • Indiquons brievement les principales stapes de

la demonstration •

a) A toute section s de v on assoeia Ie morphisme

Ds: G x G

defini ensemblistement par

M ,

On montra que Ds est un 2­00cyole en calculant

il suffit de reporter La definition de Ds dans cette formule pour trouver

(sans utiliser aucune commutativite) Ds z2(G,M)

b) 8i s et s' sont deux sections de v, on a vu qu'il existe

m: G )l M

tel que s(x) = m(x) SI(X) • On a alors
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soit

Ds' = Ds. m

c) 5i s et s ' sont deux sections de v deduites L'une de 1 l aut r e

par un automorphisme interieur de E defini par un element m r (M) ,

elors sex) = m-1 alex) m entraine

-1 1sex) = m s I (x) m s' (x) - s I (x) 1

sait

s = Om • a'

d) La raisonnement est maintenant habituel : pour trouver un s

qui soit un morphisme de groupea, il faut trouver un s tel que Ds =e , •••

Soit toujours

(E) 1 M u E v

...
una suite exacte de Q-groupes avec M commutatif. Soit

f:H-+G

... ...
un morphisme de Q-groupes. Conai.ddrona Eop = H x

G
E; c lest un Q-groupe

- ...
et la projection v

f
: E

f
-4 H est un morphisme de Q-groupes. De mame pour

e
f

: Sf --+ E. D1autre part, si on envoie M dans E par u et dane H

par Ie morphisme unite, on definit un morphisme de t-groupes u
f

: M -4 Ef •
A

On a dono construit un diagramme commutatif de Q-groupes:

(E) 1 --...+ M
U

E
v > G

id-f erl
v
f

rj
(Ef ) 1

u
f )- E

f
) H..

On a i.Imnediatement
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1.2.3. i) La suite (E
f)

est exacte •

ii) L'application s'--" e
f

0 s::= f' realise une correspon-

dance biunivoque entre les morphismes

tela que v
f

0 a::= ide (c'est-a.-dire les sections de vf) et les morphismes

f" : H

tels que v 0 f' ::= f (c 'est-a-dire les morphismes f' "relevant" f) •

iii) Dana la correspondance precedente, sections de (E
f
) et

morphismea de groUPes ff relevant f se corresPondent •

Appliquant le lemme 1.2.2 a l'extension (E
f
) et tenant compte de

1.2.3 , on obtient la proposition suivante (qui contient formellement 1.2.2 )

Proposition 1.2.4. Soit (E): 1 M E G une suite exacte
"de £'- i!0upe 8 avec M cOllDnUtatif. Soit

f: H ) G

un morphisme de Q-groupes; supposona qu'il se releve en un morphisme

neceasairement de groupea) f': H -+ E • Faisons operer H M par 1e

marphisme compose (multiplicatif et independant du choix de f ,) ,

H int • Auta (M)
--gr.

(i) Le morphisme r canoniquement une c1asse c(r) E a2(H,M)

dont 1 'annulation est necessaire et suffisante a 1 'existence d fun morphisme de
...
Q.-groupes

f' H ---+ E

relevant f.
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..
(ii) 0 (f) = 0, 1 'ensemble des morphiEllles de Q-grOupes f'

relevant f, modulo 1 'action des automorphiEllles interieurs definis par les

elements de ,.. (M) (i.e. par les elements m de r (E) tele que v(m) = e)

est principal ;ous H1(H,M) •

(iii) f' : H -..,. E est un morphisme de groupes relevant f,

1 'ensemble des transformes de f' par les automor,phismes interieurs Mfinis

par les elements de r (M) est isom0r,phe a r = I'" (M)/Ho(H,M) •

1.3. Extensions de lois de groupes .

Considerons Is. situation suivante on a un morphisme de £.

p X y

et un Q-groupe commutatif M operant sur X, tels que X soit formellement

prinoipal bomogene au-dessus de Y sous My. 8i g: Y --+ Z est un morphisme..
queloonque de Q, alors gop: X ...... Z est invariant par M: pour chaque

S 6 Ob .Q. , gop (8) est invariant sous Paction de M(8) operant sur X(8) •

Nous supposerons verifiee La condition suivante pour n = 1,2,3,4.

(+) : Tout morphisme de yf dans M, invariant sous 1 'action de
n --

.fl operant sur J!l, sa factorise de maniere unique par pn : yf yO

(00 les puissanoes n designent des puissanoes cartesiennes).

1.3.1. 81 h est un morphisme de Y M , l'automorphisme de X

defini ensemblistement par x I---:»h{p(x» x oommute a. p et aux operations

de M X. Cetta construotion realise una oorrespondanoe bijective entre

morphisnes de Y M et automorphismes de X oommutant a p et aux

operations de M.

La premiere partie est claire • Reciproquement, un automorphisme u
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de X collllllutant a p s'ecrit ensemblistement x 1-+ g(x) x , ou g est un

certain morphisme de X dans M. 8i u commute aux operations de M, ce

morphisme est invariant par M et on conclut par la condition (+) 1 •

Nous supposons maintenant que sont donnees en plus une loi de

groupe sur Y et une operation de Y sur M, c 'est-a-dire un morphisme de..

f Y ---+) AutQ_gr. (M) •

Definition 1.3.2. Une loi de composition sur X

P XxX X

est dite admissible si elle verine les deux conditions suivantes :

(1) P releve la loi de groupe de Y, i.e. Ie diagramme

x x X

(p,p) 1
y x y

p
X

y

est commut."tif .

(it) Pour tout S £ Ob Q et tous x,y 6 XeS) , m,n e M(S) , on a

la relation suivante

(++) P(mx,ny) = (m.f(p(x»n) p(x,y)

Proposition 1.3.3. Pour qu'une loi de groupe X soit admissible, 11 faut

et 11 suffit que les conditions suivantes soient satisfaites

(i) P X --+ Y est un morphisme de groupes •
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(ii) Le morphisme i: M X defini par i(m) = m "x
est un isomorphisme de groupes de M sur Ker(p) , c 'est-- .--,
a-dire: on a ensemblistement m eX • n "x =m n "x '

(iii) On a m x = (m ex). x pour chaque m M(S) , x X(S) •

(iv) Lea automorphismes interieurs de X operent sur Ker(p) suivant

la formule ensembliste

x i(m) x-1 = i( f(p(x)) m ) •

La demonstration est immediate •

1.3.4. Soit u un automorphisme del X du type decrit en 1.3.1.

P P' sont deux lois de compositions sur X .deduites 1 'une de

l'autre par l'intermediaire de u (par p(ux,uy) =u p'(x,y)), P est une

loi de composition admissible une loi de groupe admissible) s1 et

seulement si P' en est une •

Trivial •

Definition 1.3.5. Deux lois de composition admissibles deduites l'une de 1 'au-

tre par Ie procede de 1.3.4 sont dites equivalentes •

Proposition 1.3.6. Supposons gu'il existe une 10i de composition admissible

sur X. Alors :

u) 11 ex.iste une classe c E (determinee canoniquement),

dont la nullite est necessaire et suffisante a l'existence d lune loi de compo-

sition associative admissible sur X.

(ii) 3i c = 0 , l'ensemble des lois de composition admissibles et

associatives (reap. des classes d 'equivalence de lois de compositions admissibles

at associatives) sur X est principal homogEme sous Z2(G,M) (reap. If(G,M» •
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La demonstration sa fait en p1usieurs etapes •

a) Soit P una 10i de composition admissible sur X. Comme P re1eve

la 10i de composition de Y qui est associative, il existe un morphisme

unique a: .,: M tel que

p(x,P(Y,z» = a(x,y,z) p(p(x,y),z)

En appliquant La condition (ii) , on voit aussitet que a est invariant

sous 1 'action de M3 sur x3 , d' ou en appliquant 1 'hypothese (+)3 Ie

resultat suivant

(1) Il existe un morphisme unique DP: y3 --+ M tel Que

p(x,p(y,z» = DP(p(x),p(y),p(z» p(p(x,y),z), et P est associative

s1 et seulement si DP = 0 •

b) 8i on calcule de proche en proche p(p(p(x,y),z),t) a I'aide de la

formule precedente, on trouve, en posant

p(x) =u , p(y) =v, p(z) =w , pet) =h

DP(u,v,w).DP(u,vw,h).f(u)DP(v,w,h).DP(u,v,wh)-1.DP(uv,w,h)-
1 = eM •

On a done aDP(u,v,w,h) = eM' Comme d 'autre part Ie premier membre de La

fonnule precedente peut s'ecrire a 1 'aide de P et de a comme 1 'expression

an (x,y,z,t) d'un certain morphisme X4 --+ M , il resulte de l'hypothese

d 'unicite dans (+) 4 que DP et e qui factorisent Le meme morphisme sont

egaux, done

(2) DP est un cocycle :..2!l...!! DP E Z3(Y,M)

0) 81 P et P' sont deux lois de composition admissib1es sur X,

il existe un morphisme unique

b:.:f-+M



111

tel que p'(x,y) os b(x,y) p(x,y). On voit cormne d'habitude que b est invariant

par !?- , d'ou. :

(3) Pour tout couple de lois de compositions admissibles (p,p'), i1 existe

un unique d(P,P') : ? M pl(X,y) =d(P,P')(p(x),p(y» p(x,y),

et 1 'ensemble des lois de compositions admissibles deviant ainsi princiDal

homogene sous Hom(yZ ,M) = 0
2
(G,M)

d) Soua les conditions prec6dentes , on a Ia formule

(4) D P' - D P = d(P,P') •

e) P et P' sont equivalentes si et seulement si 11 existe un morphisme

u EC1(Y,M) = Hom (Y,H) avec d(P,P') = au; cela resulte facilement de

la definition de l'equivalence •

f) I1 n 'r a plus qu 'a conclure : on cherche un P tel que DP = e •

Or DP est un cocycle dont la classe dans (Y,M) ne depend pas de la loi

de composition admissible P choisie (par (3) et (4». Cette classe est

l' obstruction c demandee. On pourra choisir un P' repondant aux conditions

si et seulement si c = 0 ; en effet, choisissant un P quelconque, on aura

a resoudre, par (1);

o = DP' = DP + () d(P,P') ,

oe qui est posSible par (3) et (4) ai et seulement si o =0 • L'ensemble

des P asS?9iatifs est principal homogene sous z2(y,M) , toujours par (3)

et (4). L'ensemble dea P aasociatifs a equivalence pres est principal

homogene sous If(Y,M) d'apres e) •
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2. Extensions infiniteaimales d 'un mOrphisme de prescMmas ep groupes

Reprenons les notations du nO 0 • Soient Y et X deux S-foncteurs en groupes.
+Soit M Le noyau du morphisme de groupes PX: X --+ X • On a done une suite

exacte de S-foncteurs en groupes

Par definition de X+, on a des isomorphismes

(YJ,XJ)
if.. - -

HomS- (Y,X+) Hom", (YJ, XJ )gr. '1gr. - -

Le morphisn6

assoc1ant a. un 8-morphisme f: Y X ,Ie 8-morphisme f+ Y ---+ X+

correspondant par les isomorphismes precedents au S.r-morphisme

f
l
: Y ---+ X obtenu par changement de base a. partir de f. Si M est

commutatif, on peut appliquer a cette situation Ia proposition 1.2.4.

En pratique, nous nous interesserons au caa suivant: Y est plat

sur S, X est soit representable (ces (a)) , soit de la forme Aut (E)---s
ou E est representable (cas (b)) • Les S-foneteurs en groupes

M correspondant ont ete calcules en 0.9 (resp. 0.11) , les operations des

automorphismes interieurs de X sur M en 0.10 (resp. 0.12) • D'autre part,

Y etant suppose plat , on peut par 1• 1• 1 se oontenter de connaltre les

valeurs de M sur les S-prescMmas plats sur S et Iloperation de X sur

M Lorsquton regarde X et M comme des foncteurs sur La categorie des

8-prescMmas plats sur S. Enfin , dans Le cas (a) , est (sur cette

oategorie) de la forme J N ou N est un certain So-foncteur en
o
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groupes abeliens (0.5); on aura done par 1.1.2 des Laoaorphi.saee

Hi(Y,M) Hi(yo,N)

Appliquant 1.2.4 , on obtient le

2.1. Soient S un presch6ma, 1. at .r deux ideaux quasi-eoh6rents

tela que 1. et 1. • .r == 0, definissant las sous-presch6mas fermes

S et SJ. Pour tout S-foncteur Z, soient Z et Z'J les foncteurs
- - 0-

obtenus p;'r ehangement de base • X S-foncteur e-;' groupes de l'une

des deux espeees suivantes :

(a) X eat un S-presch6ma. en groupes ,

(b) X == AutS(E) E est un S-preschSma, de presentation

finie sur S.

Soient

(a) L le S -foncteur en groupes
o - 0

HomS (T,Lo) == HomO (w ijS
o !. 0

commutatifsdefini par

1sur Iequel :&:0 via 8a repriaentation adjoint. dans Wx Is •
o 0

(b) L le foncteur en groupes abe liens sur la categorie des

S-prescMmas plats S par

(f designe Ie morphisme structural E --+ S), ou X considere comme

foncteur sur 1a categorie opere comme on l'a vu en 0.13.

Soient Y en groupes plat sur S et f
l

un
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morphisme de 5,:egroupes. Faisons operer dans Ie oas (a) Yo sur L0 par

1 'intennediaire de f : Y X •
000

Alors

(i) Pour que f
l

se en un morphisme de S-groupes Y X ,

il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(i1) f J sa reIeve en un morphisme de S-foncteurs Y ---+ X,

oe qui pennet damr Ie cas (b) de faire operer Y L par l'intermediaire

du relevement Y X (operation qui, on 1 'a vu, est independante du

relevement ohoisi) •

(i2) Una certaine obstruction o(f
J)

, definie canoniquement pa-c

fd. ' est nulla , ou c (fl!est una classe

(a) H2(Y,L)
o 0

(b) H2(Y,L)

(ii) 81 las conditions de (i) sont satisfaites , l'ensemble des

morphismes de 8-foncteurs en groupes Y -+ X prolongeant f
l
, modulo

1 I action des automorphisrnes interieurs de X definis par les sections de X

sur S induisant la section unite de Xl sur Sl' est principal homogene

sous

(iii) 5i f: Y X est un morphisme de S-fonoteurs en groupes

prolongeant fl ' 1 'ensemble des morphismes Y X transformes de f par

les automorphianes interieurs definis par lea sections de X sur S indui-

sant la section unite de Xl 5
l
, est isomorphe a

(a)

(b)

r (L )/ HO(y ,L )
o 0 0

r (L)/ aO(Y,L) •
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Remar9ue 2.2. Supposons de plus dans (a) quo X soit localement de pre­

sentation fime sur S. Appliquant alors 0.6 , on obtient

= Hi(y H (W 1
o '

0 0
o

, I )

les modules dont on prend la cohomo10gie etant guasi­coMrents •

Remarque 2.'. Dtapres 0.16 et 0.17 , 1a condition (i
1)

est automa­

tiquement verifiee 10rsque

(a) X est lisse sur S , Y est affine;

(b) E est Hsse sur S , affine sur S et y est affine •

En outre, sous ces conditions, on peut ecrire dans Le cas (a)

Hi(y ,1) = Hi(y ,1ie(X Is ) mo I )
o 0 0­ 0 0 ­S

o

Enon90ns maintenant un certain nombre de corollaires concernant Le

cas oU y est un groupe diagonalisable I , 4.4 ) ; on sait alors

(loc. cit. 5.3.3) que si S est affine , la cohomologie de Y a valeur dans

tout .2s­Module quasi­coherent est llulle • DI abord un cas particulier :

Corollairi 2.4. Soient S un prescMma at S un sous­preschema ferme defini
o

par un nilpotent • Soit Y diagonalisable et soit

(a.) X S­groupe localement de presentati on flnie sl:!! S,

(b) X::: AutS(E) 22. E est localement de presentation fime sur S.

Soit f: Y --+ X un morphisme de S­groupes tel que Ie morphisme

f o : Yo Xo obtenu par changement de base soit Ie morphisme unite.

f est Ie morphi8llle unite.



116

En effet , la question est locale sur S et (dans (b» sur E.

On peut done supposer S affine et (dans (b» E de presentation finie sur

S. En introduisant maintenant les sous-preschemas fermes S de S definis
n

par les puissances de l' ideal definissant So' on est ramene au cas oU So

est defini par un ideal de carre nul , et en ce cas llassertion anonose resulte

du tMoreme, via 2.2.

Dans Ie cas oU on ne suppose pas neoessairement que f 0 soit Le

morphisne unite, on a :

Corollaire 2.5. Soient S et S comme dans 2.4. Supposons de plus
- 0 -

S affine. Soient Y diagonalisable, X un 3-foncteur en

groupes et f 0 : Yo Xo un morphisme de So-foncteurs en groupes •

(i) Supposons que lIon ait l'une des deux proprietes suivantes :

(a) X est un 3-groupe looalement de presentation finie sur S

(b) X = AutS(E) oU E est de presentation finie sur S.

Alors f o se prolonge en un morphisme de S-groupes Y --+ X si et seulement

si 11 se prolonge en un morphisme de 3-fonoteurs Y -.,. X •

(if) Supposons que l' on ait 1 June des deux proprietes suivantes :

(a) X est un 3-groupe lisse S;

(b) X = AutS(E) .Q!!. E lisse et affine S •

Alors f 0 se prolo. en un morphisme de 3-groupes Y --iI" X , deux tels

prolongements sont par un automorphisme interieur de X defini par

una section de X sur S induisant la section unite de X sur S •
- 0 - 0

Introduisant les S comme ci-dessus, (i) resulte de proche en
n

proche de la partie (ii) du theoreme • Pour (ii) , on raisonne de m&ne,

en remarquant <:pe les conditions de 2.1 (i) sont automatiquement vsrifiees
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par 2.3 (notel' qu'un preschema lisse sur 3 est necessairement localement

de presentation finie sur 3, done qu 'un preschema lisse et affine sur S

est necessairement de presentation finie); en outre toute section de XS
n

(d 'apres la definitionsur S se en una section de X_ sur 3 1
n n+

de "lisse sur S" pour (a) , et d1apres 0.16 pour (b)); si f et fl

sont deux relevements de f , on peut supposer de proche en proche f = f'o n n
en relevant 1 'automorphisme interieur dont llexistence est affirmee par la

partie (ii) du theoreme , ce qui achsve la demonstration •

En raisonnant de , On obtient pour un Y quelconque

Corollaire 2.6. S un preschema, 1. un ideal nilpotent definissant

Ie sous-pre schema ferme So' y un 3-groupe plat S 2.! affine, X

un 3-groupe lisse S.

Si , pour tout n ,

tout moryhisme de So-groupe s f 0

S-groupes f: y X •

(ii) 3i , pour tout n' 0 , on a H1(y ,Lie(X /S ) mO rn+1/rn+2) =0 t
- - ... -- 0- 0 0 - -

deux tels relevements sont conjugues par un automorphisme interie8r de X Mfini

par une section de X sur 3 induisant la section unite de Xo sur So

Or on a Ie lemme suivant :

2.7. ,Soient S un schema affine, G 3-groupe affine, .E.
.2s-module q!lasi-coherent , l:!. .2s-rnodule looalement libre • Supposons que

lIon ait una operation de G au sens de 1 'expose I , ce qui definit

una de G !.o l:!.. Notons A 1 'anneau de S, L le
.:::s

A-module definissant l:!. (qui est done un module projectif ). On a un
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isomorphisme canonique

En effet , dans la situation de l'enonce, les groupes de cohomologie

de G a va.leurs dans ! se ca.lculent comma les groupes de sections des faia­

ceaux de cohomologia gn(G,z) ( I, 5.3 ) • Or il resulte immediatement

de la definition de ces faisceaux de cohomologie que leur formation commute

au produit tensoriel par un faisceau loca.lement libre • En prenant les sec­

tions (on est sur una base affine) , on trouve Ie resultat annonce •

En utilisant le lemme , on transforme 2.6 en:

Corollaire 2.6. Soient S un scMma affine, 1 un nilpotent sur S

definissant le sous­preschema ferme S • Supposone les In+1/ In+2 loca.lement
o ­ ­­

libres sur So' Soient Y !:!B. S­g;:oupe plat S et affine, X un

lieee S ,!!: fo: Y --Jlt X un morphisme de S­groupe s •o 0

(i) Si If(Y ,Lie(X /S )) = 0, s se reH3ve en un morphisme de
­ 0­ d 0 0 ­

5­gi'oupes Y X •

(ii).§!. H
1
(Yo,Lie(X/S0)) = 0, deux tels relevements sent

conjugues par un automorphisme interieur de X defin1 par una section de X

S inluiaant la section unite de Xo E So'

En particul1er , faisant Y = X :

Corollaire 2.9. Soient S !!:. So comma ci­dessus • Soit X

lisse S et affine •

(i) S1 H1(X
o
,L1e (X/ So) ) = 0 , tout endomorphisme de X au­desaus

de S inluisant l'identite sur X est l'automorphisme inter1eur defini par unao
section de X sur S induisant la section unite de X sur S •

o ­ 0
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(ii) 5i If (Xo'Lie(Xj50
) ) "" 0, tout So-automorphisne de Xo

sa prolo. en un S-automorphisme de X.

ont des reciproques d'spree

est Ie schema

Les assertions concernant les H
1

Ie th.eoreme. Signalons comma example la suivante : si S =IS
o

des nombres duaux sur 5 ( II, 2.1) at si X est un S-groupe plat
o

sur S tel que tout automorphisme de X sur S induisant 1 'identite sur So

soit l'automorphisme interieur defini par une section de X sur S induisant

la section unite de Xo sur So' alors H1(Xo,Lie(XjSo)) = O.

Remarque 2. 10.

Corollaire 2.11. Soient S, 1 1.. comme en 2.1. Soient Y

S-preschema en groupes plat sur S, X '!:!!l S-preschema en groupes ,

f : Y --+ 1 un morphisme de 5-groupes. L'ensemble des morphianes de

Y X deduits de f par conjugaison par des x E X(S) induisant

1 'unite de 1(S; est isomorphe au quotient

1 1
E =Hom /s ' 1) / Homo /s ' 1)

Qs 00 -g 00
o 0

ad(Y )
o

oU le second groupe est forme des £s -morphisrnes III Is 1.. , 9!&
000

par tout changement de base S' S donnent des morphisnes
1 0

W X Is -%' 1...0 £S' invariants sous l'a.ction de Yo(S')
d 0 "'""S

(> 0

sur Ie premier facteur •

(iii) , on sait que 1 'ensemble cherche est isomorphe a
• Or r (Lo) = HomO <.!!..ijS' 1..) et HO(Yo,Lo)

ad(Y 0

autre que r (L ) 0 au sens de 1 'enenca precedent •
o

n'est eVidemment

Par 2.1

,.. (L )/Ho(y ,L )
o 0 0
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Corollaire 2.12. Sous les conditions de 2.11 , supposons de plus

W ijs
o

localement libre (de type fim) • Alors

E 1::1. r (8 .Lie (X /S ) 11
00'- 0 0 -s

o

Corollaire 2. 13. Supposons de plus Yo diagonalisable.

ad(Y )
E r (So,Lie(X/So).o I) / r (So ,14§.(x/so) 0]10 J )

ad(Y ) 0

oil lli(xjso) 0 peut 3tre construit comma le faoteur de la decomposition

I , 4.7.:3, correspondent au caractere nul de Yo.

En affet , si Y %.
o

en somme directe :

(M) , on a par loco cit. una decomposition

En tensorisant par I, on trouve una decomposition analogue pour

1=i&.(X/So) 110 I, d lOU la relation

Corollaire 2.14. SuPposons de plus S affine. Alors
o

ad(Y )
E :::Jt r (S ,Lie(XjS 'ILie(X IS ) 0

0- cr-rJo
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3. Exmnsions infinitesimales d 'un prescMma en groupes •

Toujours dans les notations du nO 0 (S , 1. , r , etc ••• ) , donnons­

nous un S­prescMma X et supposons muni d fune structure de groupe •

Noua nous proposons de trouver les structures de S­groupe sur X induisant

sur la structure donnee •

A partir de maintenant, nous supposons X plat sur S • Soit C

la categorie des S­prescMmas plats sur S. On a done X e. Ob Q •

Nous noterons Y, resp. M , 1e foncteur sur Q dGfini par X+, resp. LX •

La morphisme canonique PX : X X+ definit un morph:lsme de Q

p X p Y

et 1 'oper:tion de LX sur X dans (Sch)/s definit una operation de M

X dans Q.. On verifie que X devient bien ainsi fonnellement

principal hODIogene sous My au­dessus de Y. (cf. 0.2 (i) et 0.4 ) •

sur

Lfoperation de X+ sur LX definie en 0.8 (notee Ad en lac. cit.)

dGfinit una operation notee f de Y sur M. On sait , d 'autre part (0.8) ,

que

HOInQ(Z,M) !=::.t Hom
S

(Zo,Lo)
e

ZE.ObQ,

oU Lest le foncteur defini en 0.5.o

(i) La condition est verifiee pour tout

entier positif n.

(ii) 8i on fait operer 1e S ­groupe X sur 1e S ­foncteur
000

par 1 finterm6diaire de sa representation adjointe, on a un isomorphismeL
o

oanonique

* *H(X ,L) H (Y,M)
o 0
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(la premiere cohomologie est calculee dana (Sch)Is ' la .•conde dans Q.) •
o

lea deux parties du lemme resultant de la relation:

Hem......... (X+ Xs S ,1) HanS (X ,1 )
(Sch)/s 0 0 0 0 0

o

Rom..(X,M)
Q.

qui provient aussitM de la definition de M comme un rr
sjs

Cette relation etant plus generalement verifiee en remplagant X, Y par

J!1 , yn, on en dSduit que tout morphisme yf ....... M se factorise de maniere

unique par yn, ce qui entra1ne (+) • On en dSduit aussi la relation
n

C*(y,M) = C*(X ,1) ee qui entraine (ii).o 0

Nous pouvons done appliquer les constructions de 1.3. En particulier

Lemme 3.2. Soit P: X Xs X ---+ X un mOrphisme • Pour que P releve

Is 101 de groupe de Xl' il faut et il auffit que P soit una 10i de compo­

sition admissible sur X.

En effet, pour que P relave la loi de groupe de XJ , il taut

at il suffit que P re1eve 1a 10i de groupe de X+, aU celle de Y.

11 n 's a done qu'a montrer que tout morphisme P relevant 1a loi de groupe de

ventie l'identite (++) de 1.3.2, ce qui est exactement ce qu'on a vu en

0.8.

Proposition 3.3. Soient S un presoMma et So un sbue­presohema teme

defini par un ideal nilpotent • X S­preschSma plat, et quasi­

compact ou localement de presentation finie sur S • P : X Xs X X

una 101 d,e composition sur X. Pour que P soit una 10i de groupe , il faut et

il suftit que les deux comitions suivantes scient satiataites :

(i) P eat associatif •
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(ii) P induit sur X = X xs S Ul'le 10i de FOURs •
(!) ()

Ces conditions sont evidemment Mentrons qu'elles sont

suffiaantes • Supposons d 'altord que X pcssMe une section sur S. Comme

X(S') est alors non vide pour chaque 5' -+5,il suffit (Bourbaki, Alg. oh, I,

exereice 2 , b) ) de montrer que toute translation par un de X(S I) est

un isomorphisme • On peut evidemment supposer 5' = S ; cette translation induit

sur Xo une translation qui est done un automorphisme de XC)' On eonelut par

platitude (SGA 1 III 4.2).

Ne supposant plus maintenant que X poseede une section sur S, supposons

qu'il existe un S' S tel que XS' possMe une section sur Sf. Alors

Xs ' est un S '-groupe d lapres ee qu 'on vient de voir; consfderone sa section

unite e'. L'ima.ge inverse de e' par pr
i

: 5' x
5
S' S' (i = 1,2)

est la section unite de XS" pour la 10i de groupe image inverse de PS'

par pr
i

• Mais comma Pest "defini sur S", ces deux lois de groupes

coincident, done aussi leur section unite. On a done pr7(ef) =pr;(e f
) •

Si S' -l> S est un morphisme de descente, i1 existera une section de X

donnant e' par extension de la base, et on aura tennine • Comme JSc
possede une section sur X (la section diagonale) , on voit qu'il suffit

maintenant de preuver que X S est un morphisme de descents. Or i1

est plat et surjectif , et quasi-compact ou localement de presentation finie

done couvrant pour (fpqc) , done un morphisme de descente (expose IV, nO 6) •

Remargue: En fait I 'hypothese X -+ S quasi-compact ou locAlement de pre-

sentation finie est superflue, en vertu du resultat suivant que Ie lecteur

demontrera comme exercioe sur I 'expose IV :

Sous les conditions du texte sur 5 et S ,si X -+ S est un
o

morphisme plat et X S un morphisme couvrant pour (fpqc), alors
e 0

X --+ S est un morphisme de descente •
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Lemme 3.4. Pour que deux lois de compositions admissibles sur X soient

eguivalentes, il faut et 11 surnt gu 'eHes soient deduites l'une de I 'autre

par un automorphisme de X au-dessus de S induisant l'identite sur Xl'

En effet , les morphismes construits en 1.3.1 sont exactement ceux

de llenonce precedent (par 0.7) .

Compte tenu de tous les resultats preoedents, la proposition 1.3.6

donne

TMoreDle 3.5. Soient S un prescMma, 1 et l deux ideaux aur S tela que

1::> l , 1 . l = 0, S0 SJ lea aous-preachemas fermes de S q,u'ils defi-

nissent • Soit X S-preschema plat (et localement de presentation finie ou

quasi-compact sur S) S , X
o

et les prescMmaa obtenus par changement

de base. Supposons muni d lune structure de Sl-groupe et notons Lo Ie

So-foncteur en groupes abeliena dennis par la formule

sur 1eque1 X opere par 1'intermediaire de sa representation adjointe •o

(i) Pour qu'il existe une structure de 3-groupe sur X induisant 1a

structure donnee sur Xl' 11 faut et 11 surnt que les conditions suivantes

scient satisfaites :

(i1) I1 existe un morphisme de S-:prescMmas X Xs X ---+ X

induisant Ie. loi de groupe de Xl'

(i
2
) Une oertaine d I obstruc t ton appan::enp-nt a H\X

o
' L
o)

(definie canoniquement par la dorillee de X et de la loi de

groupe de XI) est nalle •

(ii) 3i les conditions de (i) sont satisfaites 1 'ensemble des

lois de groupe sur X induisant la 10i donnee de module les
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S-automorphismes de X induisant l'identite sur est un ensemble princi-

pal homogene sous If(X,L)o 0

Remargue 3.6. Soit un s[prescMma lisse sur 5J et affine. Par 0.15

il existe a isomorphisme pres un unique S-preschema X, sur B, et sa

reduisant su1vant X
J•

51 X
J

est muni d 'urte structure de SJ-groupe, il

resulte de 0.16 la condition (1
1
) est automatiquement v6rifiee •

De plus, d'spres 0.6 la definition de L se simplifie et on obtient :..,

COTc1 l ai r e 3.7. Soient 8, 1 et I. comma dans 3.1. Soit XI. un

Li.see 8I. et affine.

(i) L 'ensemble des S-groupes lisses ..E... 8 et sa redu1sant suivant

a isomorphisne (induisant 1 'identite sur XJJ pres, est vide ou principal

homogene sous Ie groupe

(ii) Il existe un S-groupe lisse sur S se reduisant suivant

XI. si et seulament si una certaine obstruction dans

est nulle •

On en deduit comme d 'habitude les corollaires suivants :

Corollaire 3.8. Sdent S un preschema et 8 un-=,;;,...;;;s..;.ou.;.;5-;:.....Ep..;:;r..;.6.;:;.sc;;,..h...;6..;:;m..;.a_f..;.e;;,..rm..;;;:.;;e_d_6;;,..f...;i;;;;;n;;;;,..i
0-

pax un ideal nilpotent _I • 801t X un 8 -groupe lisse sur S et affine.00-

(i) 8i H2(X
o,Lie(xj8o).0

In+1/1n+2) = 0 pour tout n 0 ,
-S

o
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deux 8-groupes lisses S se reduisant suivant X
o

sont isomorphes

(par un isomorphisme induisant l'identite sur Xo) •

(ii) Si H3(X ,Lie(X Is ) m
O

In+1Iln+2) = 0 pour tout n ,
- 0- 0 0 ""'S

o
11 existe un S-groupe lisse S , se reduisant suivant Xo'

Corollaire 3.9. Soient S un prescMma affine et So un sous-preschema ferme

defini par un ideal nilpotent l. Supposons les In+1 /1nt2 localement libl'es

sur 8
0

, Soit Xo So-groupe lisse et affine So

(t) 8i If(x ,Lie(X Is » = 0 , deux 8-groupes lisses sur S se
0- 0 0 - -

Teduisant suivant X sont isomorphes •e

(1i) S1 H3(X ,Lie (X Is » = 0 , il existe un 8-.groupe lisse sur S
- 0- 0 •

se reduisant suivant X •o

Corolla1re

duaux sur

3.10.

S •o

So un preschema et S = Iso

Soit Xo sa So Usse So'

Ie schema des nombres

Pour que tout

S-groupe Y, lisse S , tel que Y soit S -isomorphe a X ,soit
o 0 --

S-isomorphe a X =Xo X
s

S , 11 faut et il suffit que H2(xo,Lie(Xo/so» = 0 •
o

En effet , en vertu de 3.5 11ensemble des classes, a un isomorphisme

de S-groupes pres II induisant l' identite sur X ", de tels groupes Y, est en
o

eorrespondanee biunivoque avee H2(X ,Lie(X Is » , done l'ensemble des classes,
0- 0 0

a un isomorphisme de S-groupes quelconque pres, est en correspondance biuni-

voque avec

H
2(X

,Lie(X Is »1rt
0- 00 '0

ou
r o =Auts _gr(Xo)o

(qui opere de fa90n evidente sur Ie H2). La conclusion resulte aussit8t de la •
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4. Extensions infinitesimales de sous-groupesfermes •

Enongons d 'abord un resultat valable dans une categorie abelienne

quelconque •

Lemme 4.1. Soient 0 -+ AI --+ A A" --+ 0 :me suite exacte ,

A' Q un morphisme et A" --+ P un epimorphisme de noyau C • Soit

E l'ensemble (a isomorphisme pres) des quadruplets (B,f,g,h) tels que la

suite

soit exacte et Ie diagramme ci-dessous commutatif

o -il- A' A --... Aft -+ 0

h! !
o --Jlo Q B .-..,. 0

(i) ,Pour que E soit non vide, il faut et il suffit que l 'image dans

Ext
1
(C,Q) de l'element A de Ext\AU,A') soit nulle •

(ii) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogene sous Ie

abelien Hom(C,Q) •

A'
Introduisons La somme amalgamee BI == A II Q. On a alors un dia-

gramme commutatif ou les lignes sont exactes :

o --+ A' A ---;. A" ---+ 0

o -.... Q B' A" 0



128

et il est clair que la categorie des solutions du probleme pose est

canoniquement isomorphe A la categorie des solutions du probleme corres-

pondant pour la suite 0 Q B' A" 0 et les morphismes

id

dans Ie cas ou AI Q est un isomorphisme. En ce cas, l'ensemble E

est evidemment en correspondance biunivoque avec l'ensemble des sous-objets

N de A tels que A A" induise un isomorphisme de N avec Ie noyau C

de A" P, clest-A-dire l'ensemble des morphismes C A relevant

Ie morphisme canonique C A" ; ce qui donne Ie resultat cherche.

On deduit immediatement de (ii) :

Proposition 4.2. Soient (X,QX) un espace annele, J un ideal de carre nul

, ! QX-module. Notons F =!/l! et soit G un module-quotient
-0 -0

de F • Donnona-nous un morphisme de Qxl.:!.-modules
--0

f 1.. °0 IJ-x -
G
-0

.2.2!E. ! Ie .feisceau sur X defini comme suit : pour cheque ouvert U de X,

!(U) est l'ensemble des modules-quotients Q de ! I u , tels que

Q I (1.. I U) Q = I U et qu'il existe un isomorphisme (evidemment

unique)
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rend-ant commutatif Ie diagramme

(I U) II IU)
\ can.

(I IU) Q

Alors 1 est un faisceau formellement principal homogene BOUS Ie faisceau

en groupes connuutatifs

oil on a pose G = F /H
-0 -0-0

Proposition 4.3. (TDTE IV 5.1 ). Soient S un preschema, S un
o

prescMma ferme defini par I' ideal I quasi-eoMrent de carre nul, X un

S-prescrema, ! !ill Qvmodule quasi-coherent, X = X Xs S , F = F 110 .2s •
o: 0 0 -o--S 0

SoH G = F IH un module quotient quasi-coherent de F ,plat sur S •
-- -0 -0 -0 - - ....".- 0

Pour tout ouvert U de X, soH E(U) l'ensemble des modules-quotients-- -
Q du Qu-module Eo I U , plats S et tela que Q. 1I0 :2s I U ,

-S 0

(qui sont necessairement quasi-coMrents comma extension de deux modules quasi-

coMrents, of', EGA III, 1.4.17 ) • Alors les I(U) forment un faisceau Eo

X, qui est formellement principal homogsne aous Ie faisceau en groupes

commutatifs
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Suivant Ie critare fondamental de platitude (voir par example SGA 1 IV.

5.1 ), G est plat sur S si et aeulement si G est plat sur S et
- 0 0

Le morphisme canonique I mo !;, IQ est un isomorphisme • 11 n 's
-So

a done qu'a appliquer la proposition precedents, en prenant pour f Ie mor-

phisme identique de IIlO !;,
-so

G •
-0

Prenant maintenant F:=.Q.
X

et raisonnant comme d 'habitude, on en

deduit:

Coro11aire 4.4. Soient S, S ,J, X , X comme ci-dessus • Soit Y un
- 0- 0 --0-

sous-preschSma ferme de X , plat sur S • Soit E 1 'ensemble des soua-
- 0 - 0 --

preschSmas fermes Y X , plats S, tela gue Y Xs S :: Y •
o 0

(i) L'ensemble E est vide ou principal homogEme sous

HOffiO Cly ,Qy I)
-x 0 0-8

o 0

oil 1y
o

est l'Ideal definissant Yo dans X •
o

(ii) Pour que E soit non vide, il faut et il suffit que les deux

conditions SQivantes soient verifiees :

(a) II existe localement sur X una solution du probleme •

(b) certaine obstruction est nulle, qui se trouve dans

Effectuons maintenant un certain nombre de transformations • Comme

J est de carre nul , on peut aussi ecrire
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Commo .!r l.!r2 est annule par I y ,on peut Le consfderer comme un faisceau
000

sur Yo' que lIon note !y Ix ,faisceau conormal a. Yo dans Xo ' En posant
o 0

! I == Homo (By /x ,Qy .:I)
-y 0 0 o-S

o 0

on aura

Introduisant maintenant deux ideaux 1 et I, raisonnant comme dans

0.2 , et supprimant a. la maniere habituelle l'hypothese : Y ferme, on obtient

Proposition 4.5. Soient S un prescMma, So et 8
1

les sous-prescMmas

femes dennis par les ideaux quasi-coMrents 1 et I, tela que

1 ':> r Cl! 1· r = O. Soient X un S-preschSma et YI un sous-

pr6sch6ma de Sr' .§.2ll .!o k Qy -module defini par
o

A
-0 == HomO (By /x s,

-y J J -y 0
o - J

.:l. Qy )
-s 0

o

(i) Pour qutil existe un sous-preschema Y de X, sa reduisant sui-

!!!U. Yr ' plat S , il faut et il suifit que les conditions suivantes

soient satisfaites :

(a) Un tel Y existe looalement X •

(b) Une oertaine obstruction dans H1(Y ,A )
0-0

est nulle •

(11) Sous ces conditions, l'ensemble des Y repondant aux conditions

e:x:igeea est principal homogene aQua Ie groupe connnutatif HO(y ,A ) .
0-0



Remargue 4.6. Si

complete dans "1.'
Y S-plat relevant

Si de plus Y est
o

132

X est plat sur S et si YJest localement intersection

alors la condition (a) est-toujours satisfaite et tout

IJest alors localement intersection oomplete dans X.

affine, la condition (b) est egalement satisfaite.

Remargue 4.7. I1 resulte de (ii) la dOnn6e pour tout couple (Y,YI) de sous-

presohemas femes de X, plats sur S et se reduisant suivant Y
i

d 'une

deviation

d(I,II) E HCl(y ,A) =
0-0

) .
o

Proposition 4.8. Soient S, 1 ,i X comme dans 4.5 I nilpotent.

Y un sous-presoMma de X.

(i) Soient T S-prescMma et f: T -.. X s-morphisme tel

f
i
: T

i
"1. se faotorise par Ii. On peut alors definir une

obstruction

dont la nullite est necessaire et suffisante a. l'existence d 'une factorisation

de f par I.

(ii) Supposons en partioulier Y plat sur S et soit I' un sous-

presoMma de X, ,plat sur S, tel que Y1 _. Ii • Considerons le morphisne

oanonique

Si on note i' I' --+ X .1 l immer si on canonicpe, on a
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e(X,Y,i') = u ( d(Y,Y'»

oU d(Y,Y') est la deviation de 4.7.

(iii) Considerons le morphisme canonique (SGA 1 II, formule 4.3)

I1 induit pour tout f : T ----. X se factorisant par Y ,un morphisme
000 0

(Le premier membre n'est autre que Hom (T,L
X)

, cf. 0.2 ) •
X+

Soit a E. Hom (T,L
X)

; considerons le morphisme compose
x+

g : T

oU f: T --.... X un morphisme de 1 'espeoe etudiee en (i) •

liors

c(X,Y,g) - c(X,Y,f) = v
f

(a)
o

Nous allons demontrer 1a partie (i) de 1a proposition, laissant a:u

lecteur Ie sOin de (ne pas) verifier les assertions (ii) et (iii); oette

verification se fait par reduction au cas affine, puis par comparaison des

definitions exp1icites •

Demontrons done (i) • Cemme T, T
l

et To d 'una part, X, Xl et Xo
d 'autre part , ont meme espace topo1ogique soua-jacent, les applications

continues soua-jacentes a f, f
l

et f
o

sont les memes • Notona
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«o,» = f (OT) 1 'image directe (ensembliste) du faisceau d 'anneaux g"
-T 0 - -.I.

par l'application continue precedente • Le morphiSllle f: T --+ X definit un

morphisme de faisoeaux d 'an:neaux Q-x

Comme d 'habitude, on peut ee restreind.re au cas aU Y est ferme , done defini

par un faisceau d lideaux l y •

Pour que f se factorise par y, 11 faut et 11 suffit que l'application

oomposee I y ) Qx ) f(QT) soit nulle. Conune £1. se £actorise

par YJ ' 11 application composde I y Q
x
--+

1. 1. J

est nulle • Considerons Ie diagramme commutatif aU la premiere ligne est

exaeta

o ...---.--.-.-.) I ,gT) £(QT)

r, , ..
"h

" f<'Qr )
Jt-

)0 ,2,x
J

t
)J- I y

J

11 se oomplete par un morphisme
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h : .!..y

Mais, comme i = 0 et .!... l = 0 , on a una factorisation

Par definition de 1 ' image directe, h' definit un morphisme

qui est 1'obstroction c (x,Y,f) cherchee.

Remarque 4.9. Cette obstruction se calcule localement sur T • Si on suppose

T affine, soH T = Speo C , et de m3me X = Spec B, Y = Spec B/ly ' S =

Spec A , SJ = Spec A/J , So = Speo A/I , elle se calcule par 1e diagramme

commutatif suivant :

-----i» B
f

L'obstruction c est dono definie oomme l'unique morphisme de C -modules
2 0Yly Co JC tel que, avec les notations evidentes, on ait

c(x ® 1) = f(x), pour tout x Ely.

Remargue 4.10.

implique que Y

Si Y est localement intersection complete danso
1 'est dans X) , on a !.y/X ®o Qy = Ny Ix

-y 0 0 0

x (ce qui
o
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Plus precisement, on a de toutes fa90ns un morphisme surjectif de .Qy -Modules
o

qui est egalement injectif si Y est localement intersection complete dans X

(oome 11 resulte aussittlt du fait que Y et sont plats sur 3) •

Dans le cas "affine" de la remarque precedente, ceci se traduit par un

morphisne

dono un morphisne

sur
j
. " Iy /r; llJl
000

c
o

qui est bijectif si Y est looalement intersection complete dans X.

4.11. Noue noua proposons maintenant d 'etudier La situation auivante :

on a comma en 4.8 3, SJ et 3
0

, on a deux S-preschemas X et X' , un

soue-preachSma Y (resp. Y') de X (resp. X') , un S-preschSma T, des

morphisnes f: T -+ X' et g: X' X •

T

Y'

f__"") XI

Y

On suppose cpa par reduction modulo ;r, ce diagramme sa complete en un diagramme

commutatif
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On a done par 4.8 des obstructions

c(x"y',r)

dont on cherehe a. calculer les relations.

Lemme 4.12. (i) Supposons y' plat sur 5' • On a alors un morphieme naturel

b
ro:

HOJn
Qy,

g:lliy/x:lll Qyo) , lQy,) -+Hom.9tr « g: U!y/x II 9.qo)' l.9tr) •
o 0

(it) Supposons de plus y' localement intersection complete dans
o

On a alora un morphisme naturel

Pour construire b , i1 suffit d 'exhiber un .9tr -morphisme
f o 0

on a de toutes faoons un diagramme
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5i Y' est plat sur S' , la premiere fleche verticale est un isomorphisme ,

et on complete Ie carre immediatement •

De la m3me maniere, on construira a en exhibant un Qy,-morphisme
go 0

*
1110 .Q;:) ---'> lIlQv1 Qyo'
-y OJ.

on a de toutes fa90ns un diagramme

-----;.... lip /x f

o 0

si yt est localement intersection complete dans x' , la deuxieme fleche ver-
o 0

ticale est un isomorphisme et on complete Le diagramme •

Proposition 4.13. Supposons y' plat sur 5

complete dans a alors la formule :

c(X,Y,gof) = a (c(X',Y',f))
go

yl localement intersection
o

+ bf (c (X,Y1g 0 i I)) •
o

COllJllle la definition des differentes obstructions et dee morphismes

Sg et b
f

est locale, on voit facilement qu'il suffit de verifier la for-

donr:eeolorsque les differents schemaa en cause sont affines •

Notons done S:; Spec /\. , Sl:: Spec A /J , So = Spec A/I,
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T = Speo C , x= Speo A , Y =Spec Ally = Spec B , X' = Speo A' ,

Y' =Spec = Spec B' •

On a done un diagramme d' anneaux et d' ideaUJt

B' B

f t
C

f
A'

g
A< (

t t
ly, ly

Etudions les differents termes de la formule a demontrer • D'ahard

c = c(X,Y,g 0 f) • On a vu que c 'est 1 'unique C -morphisne2 _ 0

Iylry Co J C tel que c(x Jll 1) = f (g(x)) , pour tout x . Iy .
Soit done X E Iy ; posons X' = g(x) Ely, + J A' Eerivons

X' = y' + I: A a 'i i y' E 1__ " A. E J , a! E A' On a done
---y

c(X, y, g 0 f) (x ® 1) = f(x I) = f(y I) + I: Ai f(at> .

Considerons maintenant a (c(X',Y',f)). Dlapres les definitions posees,
g

11 est defini par le diagr&mne

Iy, G A'
f

) ) C

'" 1Co

l' a f 0

go

I/r; C --+ Co0
0 0 0

a (c(X',Y',f)) •
go
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On a done a (c(X',Y',f))(i El 1) = feu) , oU u est un element de IYIgo

relevant g (x) = (g(x) ) = y'. On prend done u =y' et on trouve
o 0 0 0

a (c(X',Y',f»(i ® 1) = fey')
go

Considerons enfin h
f
(c(X,Y,goi'). II est defini par Ie diagramme

o

--__ J £1 Co 0
L, C ,.::L- J El
.tio 0 ,

J Ch
f

(c(X,Y,g 0 if)
o

rylri ElB B

t
Iylr; Co

On a done aussitM b f (c(X, Y, g 0 i') (X' ® 1)
o

f(g(x» = E Af(a')
i i

La comparaison des trois resultats explicites donne la formule cherchee •

Corollaire 4.14. Soit Y et Y' deux soua-preschemas plats de X

reduisant suivant YJ ' supposons Yo localement intersection complete dans
f

Xo' Si T ) X est un 3-morphisme tel que f.l ,se factorise par

Yr 4- , on a la formule

c(X,Y',f) - c(X,Y,f) = f* (d(Y',Y))

*ou f est Ie morphisme naturel

Homo lliy /X ,r Qy) HomQ", llirjX
o'

r.2.r)
0 0
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En effet, il suffit d 'appliquer La formule precedente au diagramme

Y' Y

f
T-4X x

et d'utiliser la relation c(X,Y,i') = d(Y,Y') (cf. 4.8 (ii»

Nota. En faisant dans la formule precederrte f = i' , on retrouve la relation

donnee dans 4.8 (ii)

4.15. Nous allons maintenant conaidorar Ie cas ou X est un S-groupe

sur S. Notons d'abord que tout sous-S-groupe Y plat sur S estlocalement

intersection complete dans X. Esquissons La demonstration de ce fait. En

vertu de resultats generaux (cf. en particulier SGA 1 IV 5.7), comme X et Y

sont plats, on est ramene a verifier l'assertion sur les fibres geometriques

de S, done lorsque S est Le spectre d 'un corps algebriquement clos • On re-

marque ensuite que l'on a affaire a des groupes , done qu'il suffit de verifier

1 'assertion a l'origine • Enfin, pour verifier que Y est a l'origine intersec-

tion complete dans X, on peut se contenter de Le faire pour les groupes for-
A A

mels X et Y correspondants a X et Y. Comme X est lisse , 1 'hyper-

algebre de X est una algebre de polyn&es et on conclut aI' aide du tMoreme
A

de structure de DIEUDONNE" qui montre que l'h;yperalgebre de Y s 'obtient en

"tronquant" celle de X, done est intersection complete dans celle-oi (of.

Exp. VII) • Bien entendu , lorsque Y est egalement lisse sur S, il suffit

d'invoquer simplement SGA 1 II 4.15.

Donnons-nous maintenant un sou&-SI-groupe Y
I

de XI' plat et

localement de presentation finie sur SJ' Nous savons d' abord que YJest

localement intersection complete dans X, donc (4,6 ) que tout

Y relevant YJest localement intersection complete dans X et qu 'un tel Y

existe si en plus Y est affine •o
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4.16. De plus, on a lir/x 1I0 .9.y = .lirJX 110 .9.y =!r Ix •
-Y 0 _ r 0 0 0

a1 l'on noteComme Y et X sent des S -groupes , on voit aisement que
000

l'image reciproque de NYjx
o

par la section unite de Yo

£s -Module quasi-coherent) , on a sussi
o

(c 'est un

Les deviations et obstructions de 4.7 et 4.8 sont done des elements

respectivement des groupes

Homo e0 Qy .;r ®o Qy )
-y 00-5 0 -5 0

o 0 0

et

Conaiderons le foneteur en groupes commutatifs au-dessus de 5 dEHini par
o

On sait que l'ensemble des sous-5-preschemas de X, plata sur S, relevant

Y.:L ' est vide ou principal homogane sous HoIllg (Yo,N) =C
1
(Yo,N) •

o

4.17. Sous les h;ypothhes precedentes, considerons pour chaque Y

relevant Y.:L 1 'obstruction DY " Hom
S

(Yo Xs Yo' N) =C
2
(Yo,N) definie

o 0
par D Y = c(X,y, 1to(i , i».

y X
s

y

<i.n 1
X Xs X 'IT

y

r
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(i) Pour que Y soit un sous-S-groupe de X, il faut et il suffit

queDY=O.

(ii) Si on fait operer Yo N par fonctorialite a partir des

automorphismea interieurs de Y , alors DY E Z2(Y ,N)
o -- 0

(iii) Y Y' sont deux sous-preschemas de X, plats sur S,

relevant Yl('de sOTte qu'est dennie la de',iation d(Y,Y') E C\Yo,N»

D Y D Y' = 0 d(Y,Y')

Demontrons successivement ces diverses assertions •

4.18. Demonstration de 4.17 (i). Si DY = 0, alors il existe un dia.:.,DTSIliD1e

cOllllllutatif

Y

+
--)4- X ,

(tone Y est stable par la loi de groupe de X. Pour que ce soit un sous-

groupe de X, il faut et il suffit que ce soit un groupe pour la loi induite;

or celle-ci est associative, se reduit modulo l suivant la loi induite sur

Y
l

qui est una 10i de groupe • COlllllle Y est plat , on conclut par 3.3 •

4.19. Demonstration de 4.17 (ii). Celle-ci se fait en comparant les deux

valeurs de u = c(x,y,1'r
3
o(i,i,i» calculees dans les deux diagrammes suivants

D. , j = 1,2 :
J

YxsYmsY Y xs Y Y

(D
j
) (i, i, i) (i,i)! (i){

X Xs X Xs X. X xs X rr ) X
J
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On applique ehaque fois 4.13. On a done

= a2, Tr 0 «nY,O» + b
f 2

(DY).

o

La premiere chose que lIon remarque , c 'est que

HomS (f. ,N) I C 'est-a.-dire La morphisme deduit
o Jo

bf. n'est autre que
Jo

de f. par fonctorialite •
Jo

Lfidentite ci-dessus devient done, en notant

- a1«O,DY» + Hom«lT, 1),N) (DY) - Hom«1,1t),N) (DY) + a
2«DY,O»

= 0 •

On reconna1t Ie s deux termes du milieu: ce sont les parties IIDY(xy , z) II et

"DY(x,yz) II de la formule du 2-eobord. II ne reste plus done qu 'a identifier

les deux autres termes •

II nous faut d tabord ealculer l'applieation a
j

• Or elle provient, par image

reciproque par f. , du morphisme de Qy2-modules
Jo 0

P : lbr Ix mQy2 --+ (lbr Ix f) lbr Ix ) mQy2
0000000 0

dualite un morphisme

induit par Ie produit dans Y • Or ce morphisme se decrit de la manfsre
o

vante : consf.derons Le fibre vectoriel Ix) = V; P donne par
o 0

sui-

V:x:s Vxs Yoxs Yo
000

v xs Yo Xs Yo
o 0
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qui s Iexprime ensemblistement par

V(p) ( u , v , a , b )
= = ( u +Ad (a) v , a , b ) •

structure de

• On voit ensuite que

f.:!y jX
o
) est lui aussi muni d 'une

Ceci se demontre exactement co:nm.e 1e fait correspondant sur les Algebres de Lie,

c'est-a-dire sur Ie Module Wijs
o

' On remarque d1abord que Vest muni par

fonctorialite en Y d'une de groupe dans la categorie des fibres
o

vectoriels sur S ; en vertu du lemme deja. utilise pour les Algebres de Lieo
(expose II, 3.10 ) , bette structure coincide avec La structure de groupe sous-

jacente a. sa structure de

Ix·o =
a 0 0o

S -groupe qui n 'est autre que Ie produit semi-direct de celle de V par celle
o

de Y • 11 ne reste plUS qu'a. identifier les operations de Y sur V pouro 0

etablir La formule charchea •

Calculons maintenant les deux temes restants. Considerons d I abord a
1
«O,DY))

On Ie calcule par Ie diagramme

p
(n + n) Jl! Qy2

o
n JIll Qy2

o

Considerant maintenant Lea fibres vectoriels dSfinis par ces differents modules

comme autant de schamas sur S et prenant Ie s points a valeurs dans n'importe
o

quoi, on a, en notant (u,x,y,z) un point de x ;
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(Ad(X) DY (u) ,x,y,z}y,z

(0 +

(Ad(X) DY (u) ,x,yz)
y,z

1 (0 +

DY (u) ,x,yz)
y,z

1
DY (u),x,y,z)
y,z

1
(u,x,y,z)

On a done obtenu a
1
«O,DY» (x,y, z) = Ad (x) DY (y, z) , ee cp.1i est bien

1e prOOlier teme du eobord • On aurait de dme a
2
« DY, 0»( x , y , z ) • DY(x,y),

d'ou

0: - Ad(x) DY(y, z) "" DY(JIY, z) - DY(x,yz) "" DY(x,y) = aDY(x,y, z) •

4.20. Demonstration de 4.17 (iii) • On considere 1e diagr8lllDe

yt x yt YxY Y yt

f f f
X xX XxX X ----. X

qui pemet de calculer DY I a l'aide de DY et de d (Y,YI) •

La calcul se fait exactement eomme precedemment; nous en 1aissona les details

au lecteur. On trouve

DY'(X,y} = d(Y',y)(xy} + DY(x,y) + d(Y,y')(y) +Ad (x) d(Y,Y')(Y)

o'est-B.-dire

DYt(x,y) - DY(x,y) =_Ai(x) d(Y',Y)(y) + d(yt,Y)(JIY) - d(Y',Y)(x)

=l d(r t , Y) (y)
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TMoreme 4.21. S un prescMma, 1. et I. deux ideaux nilpotents ,

S tels que 1. :) I. I 1.. I. = O. Soient X Hsse sur

S et YI. un de Xl ( = sous-preschema en groupes) I plat et

localement de presentation finie sur 5
J

• Considerons le S -foncteur en
- _ 0 .

groupes commutatifs N defini par
o

(Z,N )
o

sur lequel Y opere par 1 'intermediaire des automorphismes interieurs de
o

X •
o

(i) Pour qu'n existe un sous-8-groupe de X, plat S I

sa roouisa suivant YI.' il faut et il suffit que les deux conditions suivantes

soient verifiees :

(i
1
) I1 existe un sous-prescMma Y X I plat S, relevant

YI. (condition automatiquement verifiee si Yo .est affine (4.6 ))

(i
2)

Une certaine obstruction canonique, element de H
2
(YOINo) ,

est nulle •

(ii) 8i les conditions de (i) sont satisfaitesl 1 'ensemble des

de X I plats S et se reduisant suivant Yl. est un ensemble
1principal homogeme sous le groupe Z (y ,N ) •

o 0

En effet, ls condition (i
1
) est necessaire • Supposons-la

verifiee et soit Y plat sur S relevant YJ • I1 nous faut chercher un Y'

relevant aussi YJ tel que DY I = 0 (4.17 (i)). Mais cela revient a
chercher un d(Y,Y') e c1(Y ,N) tel que DY 0 dey.Y') (4.17 (iii),).o 0

Soit c IN) la classe image de DY qui est un cocycle par 4.17 (ii)o 0

Elle ne depend pas du chou de Y d'apres 4.17 (iii) I et sa nullite est
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necessaire et suffisante a 1 'existence d'un d(Y,Y') verifiant l'equation

precedente. Ceci demontre (i). Si on a maintenant choisi Y tel que

DY = 0, l'equationa resoudre s'ecrit )d(Y,Y') = 0, ce quideno:lt:::'e

(ii) •

Remargue 4.22. Notons que 1ly Ix est de presentation finie sur So.
o 0

Dona le foneteur N s'ecrit sur la categorie des preschemaa S-plats
o

N
o

= W(Homo-5
o

Ix ,:I.»
o 0

11 en resulte des isomorphismes

H2(y ,N ) 'V H2 (Y , HomO Ix ,:I.))-o 0 o ""S o 0
0

Z1(y ,N ) !::t Z1 (Y , HomO Ix ' I))o 0 o ""S o 0
0

4.23. Toujours sous les hypotheses de 4.21 , nous allons maintenant etudier

comment 1 'ensemble des Y relevant YJ ' se comporte vis-a-vis de la conjugaison

par des sections de X. Si x est une section de X sur S induisant la

section unite de XJ ' l' automorphi sme interieur Int(x) defini par x

transforme sous-groupes plats de X relevant YJ en sous-groupes plats de

X relevant Y
J

• Or, sous les conditions de 4:21 (il), l'ensemble de ces

sous-groupes e-;t principal homozsne sous Z1(Y ,N ) ; nous allons voir qu'il. 0 0

existe alors un sous-groupe de Z1(Y ,N) tels ClUB deux eous-groupe s de X,
o 0

plats sur S, et relevant YJ soient conjugues (par des x, X(S) induisant

1 'unite de X(SJ)) si et seulement si leur "differencen dans Z
1
(Y ,N) est

_ 0 0

un element de ce sous-groupe • Dans les meilleurs cas, nous montrerons que

ce demier n'est autre que B1(Y,N) , done que l'ensemble des sous-groupes Y
o 0

de X plats, relevant Y
J

, modulo conjugaison par les x E: X(S) induisant

l'unite de X(SJ) , est vide ou principal homogene sous H1(y ,N )
o 0

(proposition 4.36 ).
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4.24. Soit Y un sous-groupe plat de X, se reduisant suivant T
J
• Rappelons

que nous avons introduit en 0.5 Ie foncteur LoX (resp. Loy) par

l'identite par rapport au 8 -preschema variable T
o

HomS ::::! HomO (W
o '""!' 0 -8o

(resp. de en remplayant X par Y) •

Orona:

Lemme 4.25. 11 arlste una suite exaete canonique de Yo-modules

d
0,

posse<iant les proprietes suivantes :

(i) Par image reciproque sur Y, d donne le morphisme D de

4.8 , (iii) •

(ii) 8i Xo et Yo aont lisses sur So' d est injectif •

Comme les deux (.f) 1 sont alors localement librea de type fini , 11 en est

de de /x at la suite est localament scindee •
o 0

D'apres SGA 1 II, formule (4.3), 11 existe une suite exacte

canonique de Qy-modules
o

!y /x
o 0

Comme cette suite est invariante par les translations de Y ,elle proviant
o

d tune suite (+) sur 8
0

par image reciproque par la projection de Yo

sur 8
0

, Faisant maintenant agir les automorphiames interieurs de Yo' on

voit que (+) eat une suite exacte de Y -modules. Comme (+) devient exacte
o
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par teneorieation avec .2y , elle est deja exacte (Yo est fidelement plat

sur S) • Pour la rgison d est injectif si et seulement si D 1 'est •
o

Le reste resulte de SGA 1 II 4.10.

4.26. Pour tout S -preschema T , (+) donne par fonctorialite una suite
o

exacte de groupee abeliens

o Hom
S

(T,L
oY)

----+ Hom
S

(T,L
oX)

o 0

En particulier, prenant pour T les puissances cartesiennes de Y ,
o

on en deduit une suite exacte de complexes de groupes abe'l iena :

*o ---+ C (Y ,L Y)
o 0

*C (Y ,L x)° 0

d* *
C (Y ,N )° (')

et en particulier, un diagramme commutatif

o ---+ CO(Y ,L Y)
o 0

i Cl
1o C (Y ,L Y)o 0

CO(Y ,L X)
dO

CO(Y ,N )') ° 0
.. ° 0

1 d1
> C (Y ,L X) C1(Y ,N )

o 0 ° °

S induisant la section unite de Xl' Notons aussi que d
l

Remarquons que

HomS (so'LoY)
o

(resp. X) sur

CO(Y ,L Y)° 0
(resp. • •• )

(resp. CO(Y ,L X)) n'est autre° 0
c'est-a-dire Ie groupe des sections de Y

n'est autre que Ie morphisme v. de 4.8
1 y

o

(iii) , ou i... : Y X est 1 'immersion canonique •
100

°
1, l at X, Y

Soit x-e co(y ,L x)
o 0

Xl' Alors

pour S,4.21Sous les conditions de

un seus-groupe ae X, plat sur S et relevant Y.:L'

una section de X sur S induisant la section unite de
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d (Y, Int(x)Y) Eo c1(Y ,N) est donne par 1a formule
o 0 -

d( lnt(x) Y,Y) = " dO x =

En effet. posons Y' = lnt(x) Y • Par la formule

= x)(y) • y

on voit cple It peut se deerire comma 1 'image de Y par 1e morphisme oompose

(cf. 4.8 (iii)) :

Y --+) X

Si iy designe ltimmersion eanonique de Y dans X, on a par 4.8 (iii),

et le :resultat precedent:

e(X,Y', Int (x) 0 iy) - o(x,Y',ty) = -

Mais Int(x) 0 i
y

est nul; par 4.8
d.(Y'Y) = dIe x,

Corollaire 4.28.

et relevant Y
I
,

section unite de

se factorise par Y' par definition et Ie premier terme

(ii), on a c(X,Y',iy ) = d(Y',Y). Cela entraine

Pour que deux sous-groupes Y et yt de G, plats sur S

soient conjugUes par una section de X S induisant la

Xl ' 11 faut at 11 suffit que d(Y,Y') E e dO CO(Yo,LoX)
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Corollaire 4.29. dO est surjectif, Y et yl comme ci-dessus sont

conjugues par une section de X sur S induisant la section unite de Xl
si et seulement s1 d(Y,Y') E B

1
(yo ' No>

Corollaire 4.30. Soit Y comme dans 4.27 j 1 'ensemble des conjugues de Y

Ear des sections de X S induisant la section unite de Xl est iso-

morphe a CO(Y/LoX) I Kar d
1
) ::< d1 CO(Yo,L

oX)
•

RemarQ!lons maintenant que CO(Y/Lox) I Kar d1\ se calcule uni-

quement a 1 'aide du carre de gauche du diagramme commutatif de 4.26. II en

resulte en particulier que lion peut a:ussi Le calculer dans tout diagramme du

m&le type ayant Le carre de gauche • Considerons en particulier Le

foncteur L /L Y au-dessus de S defin1 par
000

On a un diagramme commutntif

o CO(LoY)

o C1(L
OY

)

d lOU par la remarque precedente

C2rollaire 4.31. Y comme en 4.27 j 1 'ensemble des conjugues de. Y

par des sections de X S induisant la section unite de Xl est iso-

morphe a
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Corollaire 4.32. Supposcns de plus So affine et Lie (rjs0) localement libre.

Si on note !o = 1ie(X Is )/1ie(Y Is) J ,
--- 0 0 --- 0 0 -S-

o

E = r (8 ,F )/Ho(y ,F )
0-0 0-0

En effet , on a pour tout T au-dessus de S une suite exacte
o

o --+ HornS (T,LoY) --+ Hom
S

(T,LoX) --.. W (T)
o 0

Par Ie raisonnement

E oomme l'image de

affine, CO(Y,L X)
o 0

resultat annonce •

qui nous a servi a prower 4.31 , nous pouvons calculer

co(y ,1 X) dans C1(Y ,w{f)) • Mais oomme S esto 0 o' 0

co(y ,w{f)) est surjectif et on trouve bien Ie
o

Corollaire 4.33. Soient S, 1 , l X comma en 4.21. Supposons

S affine. Soit Y un soua-groupe diagonalisable de X. L'ensemble des

sous-grOupes de X, oonjugues de Y Ear une section de X S induisant

la section unite de est isomorphe a.

ad(Y )

E = r , 1ie(XjSo)!Lie(XjSo) 0) Ilr(so'.2s) r (So,D

o

En effet, on ecrit par I 4.7.3, (ef. 2.13)

ad(Y )
Comme Y est connnutatif on a Lie(Y ) C Lie(XA:: ) 0, done

o - 'ero - 0-0
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ad(Y )
F 0
-0

Par 4.32 , on a done E ,! III l) . Retournant a. La definition de

! , on a taxmine •

Corollaire 4.34. Soient S,!, l et X comma en 4.21. Supposons 5

affine • 50it Y un sous-groupe diagonalisable de X. x E X(S) induit

la section unite de et normalise Y, alors il centralise Y.

Cala resulte immediatemant da la comparaison du corollaire precedent

et de 2.14. En effet, 4.33 montra que les elements de CO(Y,L X) qui° 0
respectent globalament Y sont les elements de HO(Y,L X) , at on a vu en

o 0

2.14 que ce sont csux-La meme qui agissent trivialement sur l'immersion

canonique Y ----+ X •

4.35. Revenons a la situation generale de 4.21 at supposons Y
l

lisse

sur Sl' Alors (SGA 1 II 4.10), tout eoue-preechema Y de X relevant

Y
l

et plat sera sur S. De plus , par 4.25 (ii), on a un isomor-

phisme de Y -modules :o

= Lie(X /S )!Lie(Y /S )-rjxo - d 0 - 0 0

Proposition 4.36. Sous les hypotl:l.9ses de 4.21, suPPosons de plus YJ lisse

SJ 50 affine. L'ensemble des Sous-S-groupes Y £2. X plats

lisses) 5 , se reduisant suivant Y
l
, modulo conjugaison par des sections

X S induisant la section unite de Xl' est soit vide, !30it un

ensemble principal homogene sous 1e groupe

H1(y ,Lie(X /S )!Lie(Y /S )
0- 0 0 - d 0

II nous suffit de verifier que Ie corollaire 4.29 s'app1ique,
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a test-a-dire que

dO (OJ ' I..) Hom.Qg (lbr/x
o

' I.. )
o 0

est surjeatif • Or aela resulte de ae que la suite (+) de 4.25, (11) ,

est scindee, S etant affine •o

Enon<;ons enfin un oorollaire commun a 4.21 et 4.36, qui sera,

en fait, la seule forme sous laquelle nous utiliserons par la suite les

resultats generaux de ce numero •

Corollaire 4.37. Soient S un prescMma et S le soue-prescMma feme
o

defini par un ideal nilpotent 1. Soient X !!!L Usse E S ,

et Y un sous-S -groupe de X , T11at sur S •
- 0 0-- 0 r - 0

Si S est affine, Y lisee sur S , et si
0- 0 - 0

H1(y ,Lie(X /S )/Lie(Y /S)
0- d 0 0 0

pour tout n 0 , soue-3-groupes de X, plats S,

redu1sant suivant Yo' sont oonjugues par una section de X S induisant

la section unite de X
o

(ii) ss Yo est affine presentation fime

It(Y , HomO
o -S

o

pour tout n 0 , 11 existe un soue-3-groupe de X, plat sur S, se redui-

sant suivant Y •
o
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4.38. Il nous reste a relier les trois constructions que noaa avons faites

dans cet expose. Pour eviter des complications innessentielles , nous nous

placerons dans la situation suivante: S est le spectre d 'un corps k,
o

S est le spectre des nombres duaux D(k) , X est un 8-groupe lisse sur S,

Y un sous-8-groupe , affine et lisse sur S. On a une suite exacte de

k-espaces vectoriels :

o --+ Lie Y
- 0

i
-.... Lie X._.---... - 0 0,

donnant naissance a une suite exacte de cohomologie (OU on ecrit H
i()

pour Hi(y »:
0'

.0
o -. HO (Lie Yo) -4 HO(Lie X

o
)

'0
H '(LieY )

o

. 1 1
:l; :> H (Lie X )

o

Or ces divers groupes ont tous una signification geometrique •

= Lie Cent(Y)
-- 0

par

( id. )b) H
O

Xo) = Lie CentX(Y) 0

c) HO(Lie X/Lie Y) = Lie NormX(Y) /Lie Y
0- 0 -- 0- 0

d) H\Lie Y) = Lie AutS- (Y) j 1m Lie Y
o - gr. - 0

(id. ) •

Tnt : Yo AutS_gr. (Y)

cela resulte aussittlt de 2.1 et II 4.2.
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= groupe des deviations entre homomorphismes Y X

prolongeant llimmersion canonique i : Y ---.. X ,
000

modulo les deviations obtenues par l'action des automorphismes

interieurs de X definis par des elements de X(S) donnant

llunite de X(S) (c lest-a-dire des elements de Lie X ).
o - 0

(cf. 2.1 et 1.2.2).

) 1f H \Ay Ix ) = groupe des deviations entre sous-groupes YI de X,
o 0

plats sur S, pzo.Longaant; Y , modulo les deviations
o

obtenues par 1 I action des automorphismes interieurs de X

construits comme precedemment. (cf. demonstration de 4.21 ).

g) Y)
o

= groupe des deviations entre structures de groupe sur Y

prolongeant celIe de Y , modulo les &-automorphismes
o

de Y induisant l'identite sur Y (cf. 3.5 ) •
o

Nous proposons maintenant de montrer comment on peut expliciter Les

6 morphismes de la suite exacte precedente dans 1 'interpretation geometrique que

nous venons de donner •

1) i
O

et dO ne sont autres que les morphismes obtenus par passage a
l'Algebre de Lie (puis par passage au quotient pour dO), a partir des mono-

morphismes canoniques ;

Clest en effet ce qu'il resulte immediatement de la definition des iden-

tifications a), b), et c) •

2) On construit 0 ainsi. Soit ;- '- Lie Normx(Y) ILie Y • Relevons-le
0- 0

en un x E Normx(Y) 0 C Normx(Y). Alors Int(x) definitun automorphisme

de Y induisant llidentite sur Y , donc un element de Lie Auts (Y).o - -gr. 0
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Notons tnt(x) l'image de oet element dans Lie AutS-gr. (Y) 0 / rm(Lie yo) •

Alors on a :

En effet , calculons 1 'element de Lie AutS- (Y) defini par
- gr. 0

Int(x) • 11 correspondra par definition a un element a de Z1 (Yo'Lie Yo) tel

que x y x-l=a(y) y y E y(S') s' S • Mais eeei s'eerit
o

aussi a(y) = x y x-ly-l = x - ad(y) x = - 0 (x)(y ).
o 0

3) Soit u un element de 1H (Lie Y ), image eanonique d'un
- 0

u E Lie Auts (y) C Aut
S

(y)
- -gr 0 -gr

. Alors, si i Y X est l'immersion eanonique, on a

d ( i , u 0 i )

En effet, d ( i , u 0 i) est defini eomme l'image d'un element

est dlHinid E Zl(y ,Lie X) tel que
0-- 0

eomme l'image d'un element

i u(y) = d(y )i(y) Or u
o

v E Zl(y ,Lie Y ) , tel que
0- 0

u(y) = v(y) y
o

On peut done ehoisir

annoncee.

d(y )
o

= i v(y ) , ee qui demontre la relation
o
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4) Soit d(i,i') l'image de la deviation d(i,i') dans H
1(Lie

Xo)' ou

i' : Y X est un homomorphisme de groupes relevant i • Soit
o

d(Y,i'(Y» l 1image de La deviation d(Y,i'(Y» dans H1<ny /X) •
o 0

Alors

Cela resulte sans difficultes de 4.8 (ii) et (iii), en

raisonnant eomma dans la demonstration de 4.2:7.

5) Soit enfin yl un sous-groupe de X, plat sur S et relevant Yo.

On a suppose que Y est affine. Alors on sait que Y et Y' sont
o

isomorphes eomma preschemas etendant Y (3.6), done qu'il existe un
o

isomorphisme de S-preschemas

f : Y Y'

induisant l'identite sur Y • Tranaportons par f La structure de groupe
o

de Y' et soit Y1 La groupe obtenu (qui a done Y comme preschema sous-

j acent) • Alors

tel que

En 'effet,

£-l(£(y)

) 1d (y,y , ) = d(Y,y
1
)

d(Y, Y
1
) est defini comme 1 'image d 'un b E Z2(y ,Lie Y )

0- 0

= b(yo'y'o) y y'

D'un autre cete, d(Y,Y') est defini comme l'image dans H1(Y
o,Lie

X/Lie Yo)

d'un a e. z1(Y ,Lie X) tel que £(y) = a(y ) y Calculant b, on
000

trouve aussit6t :

= a(y y' ,-1 a(y )y a(y' )y' (y yl)-1 = a a (y .r' )
o 0 0 0 0 0



EXPOSE IV

TOPOLOGIES et FAISCEAUX

par M. DEMAZURE ('*)

Cet expose est destine a faire conna1tre au lecteur l'essentiel du

langage des topologies et des faisceaux (sans cohomologie), particulierement

commode dans les questions de passage au quotient (entre autres).

Les trois premiers paragraphes developpent le langage du passage au

quotient. Le quatrieme, qui est la partie centrale, est 1 'expose de La tMorie

des faisceawc, oriente principalement vers l'application aux questions de quo­

tients; Ie cinquieme est une application au passage au quotient dans les grou­

pes et aux fibres principaux homogEmes. Le darnier paragraphe concerne plUS

specialament la categorie des prescMmas, at dSfinit diverses topologies utiles

sur cette categorie.

Le lecteur se rSferera utilement a [AS], [MA], [D], et SGA 4

CD] en ce qui concerne specialement les applications des topologies a la

la theorie de la descente, et SGA 4 pour les questions d'univers (parti­

culierement maltraitees dans cet expose).

(*) Ce texte developpe la substance de deux exposes oraux de A. GR<JrBENDIECK, en

completant ces derniers sur plusieurs points importants, qui avaient ete passes

sous silence ou a peine effleures.
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1. Epimorphismes effectifs universels

Dans la suite de cet expose, on suppose fixee une categorie Q.

Definition 1.1. Un morphisme eat appe1e un epimorphisme tout

objet X, 1 'application correspondante

X(S) =Hom(S,X) = Hom(T,X)

est injeotive • On dit que u est un epimorphisme universel 8i pour tout morphisma

S' , Ie produit fibre TI=TxsSI existe, at u ': est un epimor­

phisne •

Definition 1.2. Un diagramme

d Iapplications d 'ensembles est dit exact si u est injectif et si son image

est formee des elements b B tela que vI(b)=v)b) • Un diagramme de

type dans Q est dit exact si pour tout objet X de Q, 1e diagramme d 'ensembles

correspondant

A(X) ­­.B(X)

est exact; on dit aussi alors que u fait de A noyau du couple de fleches

(v1 f v2) • Dualement, un diagramme

Q est dit exact, s'il est exact en tant que diagramme dans la categorie

opposee QO , 8i pour tout objet X de Q, Ie diagramme d 'ensembles cor­

respondant

X(A) ---+ X(B)
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est exact. On dit aussi que u fait de A conozau du couple de fleches

(v
l,v2

) •

Definition 1.3. Un morphisme u:T-+S est appele un epimorphisme effecti! si

le carre fibre TXST et si le diagramme

est exact, !.!. si u fait de S un conoyau de (pr
l,pr2)

• On dit que u est

epimorphisme effectif universel s1 pour tout morphisme 8 1-+S, le produit

TI::TxSS I existe, et le morphisme u I: TI S I est un epimorphisne effectif.

On a evidemment les implications:

epimorphisme effectif universel epimorphisme effectif

epimorphisme universel epimorphisme ,

maia en general aucune autre implication n lest valable •

1.4. ConsiMrons des morphismes U T 4 S. !lors

a) u,v epimorphismes =>,uv epimorphismes u epimorphisme,

b) u,v epim. uv epim. univ. et u quarrable* u epim. univ••

On rappelle qulun morphisme est dit guarrable si pour tout mor-

phisme le produit fibre TxSS ' existe. Le lemme 1.4 est trivial sur

les definitions. On en conclut :

Corollaire 1.5. Soient u:X-..Y et U':XI-+y' des epimorphismes universels,

tels que YxY' existe, alors XxX' existe et est un epimor-

phisme universel.



163

Notons aussi

Lemme 1.6. Soit u: X-+Y un mOrphisme dans Q./S ; pour que ce soit un epimor­

phisme epimorphisme universel, epimorphisme effectif, epimor­

phisme effectif universel), il suffit que Ie morphisme correspondant dans Q. Ie

soit, et c 'est aussi necessaire si on suppose que S est un objet quarra'Ple de

Q. , que son produit par tout objet de Q.

Demonstration immediate laissee au lecteur. On utilise l'hypothese

liS quarrable" pour interpreter les Q.­morphismes d 'un objet Y dans un objet

Z , comme etant les Q./S­morphismes de Y dans ZxS.

Lemme 1.7. Avec les notations de 1.4:

u,v epim. effectifs et v epim. univ, uv epim. effectif •

Pour Ie voir, on considere Ie diagramme

On note que par hypothese, la ligne 1 et la colonne 1 sont exactes, et qu'en ver­

tu de 1.5 et 1.6, vxSv est un epimorphisme (v etant un epimorphisme uni-

versel) • La conclusion en resulte par un diagram­chasing evident: si un ele­

ment de X(U) a images dans X(UxSU), il a a fortiori images dans

X(UxTU) , done provient d 'un elel!lent de X(T) puisque La colonna 1 est exacte •

Comme la ligne 1 est exacte , il suffit de verifier que l'element envisage a

images dans X(TxST), et comme vxSv est un epimorphisme, il suffit de verifier

que les images dans X(UxsU) sont les ce qui est bien Le cas •
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Proposition 1.8. ConsiMrons des morphismes U T Alors

u,v epim.effectifs univ. :+uv epim. eff. un. u quarrable epim. eff.univ.

La premiere implication resulte aussitet de 1.7. Pour la deuxfsme , on

regarde le diagramme (de type "bisimplicial tl ) :

Les colonnes 1,2,3 sont exactes en vertu de l'hypothese "vu epimorphis:ne

effectif universel", la ligna 2 est exacte, car UxST -+U est un epimorphisme

effectif (car il a une section sur U), et il en est de de la ligne 3

raison). Un diagram-chasing evident montre alors que La ligne 1 est exacte,

Le. u est un epimorphisme effectif. Comme les hypotheses faites sent invariantes

par un changement de base quelconque 8' 8 , il s'ensuit que u est un

epimorphisne effectif universel •

Corollaire 1.9. Soient ur X-+Y et des epimorphismes effectifs

universals, tels que YxY' existe; alors XxX' existe et uxu': XxX'.-..? YxY' est

epimorphisme effectif universel •

Demonstration comme pour 1.5 par Ie diagramme

X'y'

t i
X .;::--- XxY' <-- XxX'

J, 1
Y If-- YxY r Jt::" ,....
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Corollaire 1.10. Considerons un morphisme quarrable at un morphisme

de changement da base S ' S , qui soit un epimorphisma affactif universel.

Pour que u sait un spimorphisme effectif universel, il faut et suffit que

u':T'=TxSS'-+S' Ie sait •

Seul Ie "il suffit" demande une demonstration.

Or si u ' est un epim. eff. undv, , il en est de

de vu' a 1.8, et comme vu' = uv ", on conclut

par 1.8 que u est un epim. efL univ.

Remargue 1.11. Le raisonnement montre que dans 1.10 on peut remplacer

epimorphisme effectif universel" par "epimorphisme universel" ou "epimorphisme

-universel et effectif", ou simplement par "epimorphisme" (et dans ce dernier cas,

1 'hypothese "u quarrable" est evidemment inutile) •

Dans la demonstration de 1.8 nous avons utilise Ie I'esultat suivant,

qui merite explicite :

Proposition 1.12. Soit u:T;.S un mOrphisme qui admette une section. Alors u

est un epimorphisme, et si TXST existe, c 'est un epimorphisme effectif, et un

epimorphisme effectif universel si de plus u est quarrable •

La premiere assertion est contenue dans 1.4 a), et la troisieme va

resulter aussitM de la seconde, qu'il suffira donc d'etablir. En fait on a une

conclusion plus forte : pour foncteur F: CO (Ens) (non necessaire-

ment representable), Ie diagramme d'ensembles

est exact • Caci peut considers comma un cas partieulier du formalisma de

la cohomologia de each (en dimension 0 !) qua nous nous contantons da reppelar iei.

Supposons simplement que TXST existe, on pose alors
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On peut regarder If(T/S,F) de f'acon evidente comme un foncteur contravariant en

I' argument T variable dans Q/S ,tout 5-morphisme T definissant una

application

Fixons T et T' dans f/s ' Un calcui bien connu montre que s'ii existe

un 5-morphisme de T' dans T , l'application correspondante (+) est en fait

independante du chou de ce morphisme, de sorte qua HO(T/S,F) peut regarde

comme un foncteur sur la categoria associee a l'ensemble Ob Q/s preordonne par

1a relation de "domination" (T' domine T s'il existe un 5-morphisme de T'

dans T) • En particulier, ai T et T I sont isomorphes dans cette derniere

categorie, i.e. si chacun domine l'autre, alors (+) est un isomorphisme d'en-

sembles • Ceci s I applique en particuliar au cas aU T' est I' objet final de

Q/s ' i.e. essentiellement S de toutes racone T domine T '::5 , et

1 'inverse est vrai precisement si T/S a une section. Cela etablit 1.12 soua la

forme renforcee annoncee •

Remarque 1.13. Pour diversea applications, les notions introduites dans Ie pre-

sent expose, et les resultats enonces, doivent se developper plus generalement

relativement a una famille de morphismes u.:T .-.+S de but (au lieu d 'un
]. ].

seul morphisme u:T .....S) • Ainsi, una talle famille sera dite e'Pimorphigu..e si

pour tout objet X de Q, l' application corraspondanta

est injective, et on introduit de La notion de famille epimorphigus effective,

et lea variantes "universelles" de ces notions • Nous a.dmettrons .au basodn, par la

suite, que les resultats du present expose s'stendent a cette situation plus

generale •

1.14. Tout morphisme qui est a la fois un monomorphisme et un epi-

morphisme effectif est un iso:norphisme. En effet, dans les notations de 1.3 , Ie
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fait que T S soit un monomorphisme entra1ne que les deux morphismes

sont egaux (et sont des isomorphismes). Or un diagramme

c

n'est exact que si u est un isomorphisme, comme il resulte immediatement de la

definition.

2. lvft:lrphismes de descente •

Rappelons les definitions suivantes

Definition 2.1. f: 8 '.... S un morphisme tel que 8"=8 'xSS' existe,

et soit u':X' ...... S' un objet sur S'. On appelle donnee de recollement sur

X'/Sf , relativement a. f, un isomorphisme

aU X'i. (i.=1,2) designe l ' image inverse (supposee exister) de XI/S I par 1a

projection pr
i:

S" -.. S' • On dit que la donnee de recollement c est una

donnee de descente si elle satisfait la "condition des cocyc1es"

pri,j
dans S"

pri,/c)

(1 "j <i '3) !Ont les projections canoniques de S" I =S IXSS 'xSS I

(N.B. on suppose maintenant que 5" I existe egalement) , aU

est l'image inverse de c, considere conme un S" I-morphisme de
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Xi' )(1j' , et oU pour tout entier k 1 :! 3, Xk I designe llimage

inverse (supposee exister) X'is , par la projection d'indice k •

Dans la deuxieme partie de la definition, on a done utilise des identi­

fications et abus d'ecriture d'usage courant, que l'experience prouve inof­

fensife, mais quIll convient evidemment d 'eviter dane un expose rigoureux de La

theorie de La descente, (qui doit precisement justifier dans une certaine mesure

ces abus de langage courants). Un tel expose en forme (CD]) a ete redige par

GIRAUD, (en vue de justifier et de preciser SGA VII, qui n'a jamais ete redige) •

Pour un expose detaille des resultats de descente fidelement plate dont il

sera fait un usage constant dans Ie present Seminaire on pourra consulter

SGA 1 VIII •

Soit toujours f: S '-+ S un morphisme tel que S"=S'xSS I existe, et

soit X un objet sur S tel que X' = XxSS' et )(1' =XxSS" Elxistent; alors

les images inverses de X' par pr. (1=1,2) existent et sent eanoniquement
J.

isomorphea , e t par suite X'lSI eat munie d 'une dennee de recollement canond.que

relativement a. f. Lorsque SIt , et X" I = XxsS" I existent, c 'est una

donnee de descente. Si Y est un autre objet sur S, satisfaisant aux

conditions que xis, alors pour tout S­morphisme X­.Y, Le S'­morphisme

correspondant X' .... Y' est "compatible avec les donnees de recollement" canoni­

ques sur XI,Y' • Si en particulier est un morphisme guarrable , alors

est un foncteur de La categorie Qis dans 1a "categorie des objets sur S I

mums d 'une donnee de descente relativement a. fIt - categorie dont la definition

est laissee au lecteur, et qui est une soue­categcrde pleine de la "eategorie des

objets sur S I munis d 'une donnes de recollement relativament a fIt •

Caei pose:
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Definition 2.2. On dit qu'un morphisme est un morphisme de descente

morphisme de descente effective) si f est quarrable pour tout

le produit fibre XxSS' existe) , et si le foncteur precedent

XH,X '=XxSS' de la categorie f/
S

des objets sur S, dans la categorie des

objets sur S' munis d 'une donnee de descente relativement a f, est pleinement

fidele (resp. une equivalence de categories) •

On notera que la premiere de ce s deux notions peut s'exprimer a It aide

de la seule notion de donnee de recollement (done sans faire intervenir Ie produit

fibre triple S" f), f etant un morphisme de descente si f est quarrable et

est un foncteur pleinement fidele de la categorie dans la eategorie
-/ o

des objets sur Sf munis d 'une donnee de recollement relativement a. f. Quand

on explicite cette definition, on constate que cela signifie que pour deux objets

X,Y sur S, le diagramme d'ensembles suivant

(x) Homs(X,y) -HomS' (X' ,Y')

est exact, oU Pi(u 1
) designe l'image inverse de u'e Homs'(X',Y')

projection pr.: S'4 s' ,pour i=1,2; en effet, le noyau du couple

n 'est autre par definition que 1 'ensemble des S '-morphismes X'....,.Y'

bles avec Les donnees de recollement canoniques.

par la

(Pl,P2)

compati-

Notons que,par definition des images inverses Y',Y", on a des bi-

jections canoniques

de sorte que l'exactitude du diagramme (x) equivaut a celle de

(xx)

obtenu en appliquant Hom
S(-'

Y) au diagramme dans Q/s



(xxx)

qui est deduit de

X" ===::.t X'

170

--.,., X

8" --.., S' S

par Ia changement de base X Cela prouve, compte tenu de 1.6 , la pre-

miere partie de :

Proposition 2.3. Soit f: S '.-+ S un morphisme • Si c lest un epimorphisme effect if

universel, c 'est un morphisme de descente, et la reciproque est vraie si S est un

objet quarrable de Q son produit par tout objet de Q existe) •

Reste a prouver que si f est un morphisme de descente, c'est un
epimorphisme effectif universel, c'est-a-dire que pour tout morphisme Ie

\

diagramme (xxx) est exact , Le. pour tout objet Z de Q, Le transforme de ee

diagramme par Hom(-,Z) est un diagramme exact d 'ensembles. Or par hypothese

ZxS eXiste; soit Y llobjet de Q/s qulil definit ; alors Le diagramme trans-

forme de (xxx) par Hom(-,Z) est isomorphe au diagrarnme transforme par

Homs(-'Y)' or ce dernier est exact par IlhypothBse sur f.

On peut done appliquer aux epimorphismes effectifs universels les re-

sultats sur les morphismes de descente, tels les suivants :

Proposition 2.4. Soit f: S I un morphisme de de scente (par exemple un epi-

morphisme effectif universel). Alors

a) Pour tout S-morphisme u: Y, u est un isomorphisme

un monOID.) s1 at seulament si u':X y' l'est.

b) Soient X,Y deux sous-objets de S, XI et yl les sous-objets

de S' images inverses des precedents. Pour que X soit majore par Y (resp.

soit egal a Y) , il faut et suffit qulU en soit de pour XI,Y' •

Pour a) , il resulte de La definition que si u" est un isomorphisme



171

dans la categorie des objets a donnee recollement, alors u est un isomorphisme

or on constate aussitOt que tout isomorphisme d'objets sur S' , compatible avec

des donnees de recollement, est un isomorphisme d 'objets a donnes de recollement,

i.e. son inverse est egalement compatible avec les donnees de recollement. Pour

b) , on est ramene a prouver que si X' est majora par I', i.e. s'il existe un

S '-morphisme X' -+I' , alors il en est de pour X,I sur S. Or comme

y' S', done aussi Y" S", est un monomorphisme, on voit que X' y' est

automatiquement compatible avec les donnees de recollement, done provient d'un

S-morphieme X I. Notons que la demonstration vaut plus generalement quam on

a deux objets X,I sur S, avec I-+S un monomorphisme, et qu'on se demande

si le morphieme Be factorise par I: il suffit que X' Be facto-

rise par I' •

Corollaire 2.5. Soient f:S'-.S un epimorphisme

un mOrphieme tel que S:x.rS existe. Supposons que

produit fibre de S' par lui-m@me sur T , i.e.
. --
g: S T est un monomorphisme (et reciproquement

effectif universel et g: S T

S" =S'XSS' soit aussi un

S 'xSS s ':x.rS' • Alors

bien stlr).

En effet, consdderona le diagramme cartesien

S'x S'
S

s

---+) S':x.rS'

SXrrS

oU 1a deuxieme fleche horizontale est 1e morphisme diagonal. En vertu de 1.9

1a deuxieme neche verticale est un epimorphisme effectif universe:, par hypo-

these 1a premiere neche horizontale est un isomorphisme, donc en vertu de 2.4

a) ou b) au choix , il en est de de la premiere S -+ SXrrS , ce qui 8i-

gnifie pracisement que g: S est un monomorphisme •

2.6. Les notions introduites dans 2.1 , en termes de morphismes entre

certaines limites projectives, s'exp1icitent de faQon avidente en termes des
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foncteurs oontravarients definis par les objets S,S' ,X' envisages soue reserve

d 'existence des produits fibres envisages dans 2.1 , il y a correspondence biuni­

voque entre les donnees de recollement, resp. de descente sur x'/s' relativement

a et les donnees de recollement, re sp, de descente pour les objets cor­

respondents dans Q=Hom(Q°, (Ens» • Ceci permet, si on Le desire, d 'etendre ces

notions au cas oU on ne fait aucune hypothese d 'existence de produits fibres dans

Q.

Remargue 2.7. Les notions introduitee dans ce numero se generalisent au cas de

familles de morphianes • Elles peuvent d' autre part se presenter de manfare plus

intrinseque a. I' aide de la notion de cribls (4.1 ). Pour ces questions, Ie lec­

teur se reportera a (D] .

3. Relations d 'equiValence effectives universelles •

3.1. Relations d'eguivalence definitions.

Definition 3.1.1. On appelle Q­relation d 'equivalence X E Ob Q un SOU8­

foncteur representable R du foncteur X x X , tel que pour tout S f Ob Q ,

R(S) soit 1e graphe d 'une relation d 'equivalence dans x(s) •
..

Cetta definition s' applique en particulier a 1a categorie Q. Si on.. ..
conaldare X comme un objet de Q, on voit alors qu'une Q­re1ation d 'equivalence

dans X n'eBt autre qu'un sous­foncteur R de X x X tel que R(S) soit Ie

graphe d 'une relation d 'equivalence dens X(S) pour tout objet S de Q.

Si Rest une Q­relation d 'equivalence dens X, on designe par Pi

Ie morphiane de R dans X induit par La projeotion pr. : X x X­.,. X. On a
1

donc un diagramme

R ===:t" X} .
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Definition 3.1.2. Un morphisme u: X Z est dit compatible R ai

UPl =UP2· Un objet conoy-au du couple (Pl,P2) est aussi appele objet-cpotient

de X par R et note

On a done un diagramme exact

R
p

et X!R represente Ie foncteur covariant

= fmorphismes de X dans Z compatibles avec R}.

5i les objets-quotients ont ete choisis dans Q, Ie quotient est unique

(lorsqu'il existe) •
,.

Ces d6finitions sa aussitet au cas d tune Q-relation d 'equi-

valence dans X, mais on remarquera que 1 'identification des objets de Q a leurs
A

images dans Q ne commute pas a la formation des quotients, c 'est-a-dire que le

quotient de X par R dans Q n'est pas a priori un quotient de X par
"R dans Q. On Be gardera done d' identifier ineonsiderement Q a son image dans

Q dans les questions faisant intervenir des passages au quotient.

Dans la suite, nous dirons simplement relation d 'equivalence pour..
Q-relation d 'equivalence; nous precLserona, le cas eeheant, s'il s 'agit de

Q-relations d 'equivalences.

Definition 3.1.3. 8i X est un objet de Q au-dessus de 8, on appelle rela-

tion d 'equivalence dans X au-dessus de 5 une relation d 'equivalence R dans

X tel que le morphisme structural X--.S soit compatible avec R.

Le monomorphisme canonique R -., X x X sa factorise alors par Ie

monomorphisme

X x X
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et definit una relation d 'equivalence dans l'objet X...,. S de Q./S' Lorsque le

quotient .x/R existe, il est muni d'un morphisme canonique dans S et l'objet

de Q./s oorrespondant est un quotient de X Eo Ob Q./s par la relation d 'equiva:­

lence precedente • Reciproquement, si S est un objet guarrable de Q. et si

y S est un quotient de X par cette relation d 'eq.u.ivalence (dans Q./s) , alors

Y est un quotient de X par R dans Q.. De toutes f'acons, nous n'aurons jamais

a considerer ­des quotients dans Q./S qui ne soient pas deja quotients dans Q..

Definition 3.1.4. X (resp. X') est un objet de Q. muni d 'une relation d 'e­

quivalence R (resp. Rr), un morphisme

u: X ­­+ X'

est ditcompatible avec R et R' conditions equivalentes suivantes sont

verifiees :

(i) :pour tout S e Ob Q. , deux points de X(S) congrus modulo R(S)

sent transformes par u en deux points de X' (S) cOngrus modulo

RI (S) ;

(11) il existe un morphisme R R' (necessairement unique) rendant

commutatif Ie diagramme

uxu---..> X' x X'

R'R

XxX

D'apres la propriete universelle de x/a , il existe alors (lorsque les

quotients .x/R et X'/R' eXistent) un morphisme unique v r&ndant commutatif

Ie diagramme

p
., .x/RX

ut
p'

v
X' ) XI/R'
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Definition 3.1.5. Un soos-objet ( = un sous-foncteur representable) Y de X

est dit stable par la relation d 'equivalence R si 1es conditions equivalentes

suivantes sont verifiees

(i) pour tout 5 Eo Db Q. , 1e sous-ensemble Y(S) de X(5) est stable

E R(S)

(ii) Les deux seue-objeba de R images inverses de Y par Pl et P2

sent identiques •

Un cas particulier important de sous-objet stable de X est Le suivant

Ie quotient X/R existe et Y est l'image inverse sur X d,'un sous-objet de

X/R.

Definition 3.1.6. Soient R une relation d 'equivalence dans X et X' -.:; X

un mor,phisne • La relation d 'equivalence R' dans X' obtenue par le diagramme

cartesien

R' ) R

i

est dite 1a relation d 'equivalence dans X' image inverse de la relation d 'equi-

valence R dans X. En particulier, si X' est un sous-objet de X, on dira,-- -
que c 'est la relation d 'equivalence induite dans X' R , on la notera RX' •

Le mor,phisme X' ----4X est compatible avec RI et R; on a done, lors-

que les quotients existent, un morphisme XI/R' --., X/R (3.1.4). Si X' est

un eous-obje't de X, nous verrone plus tard que dans oertsins cas on peut preu-

ver que Xt/Rt est un monomorphisne , done identifie XI/RI a un sous-

objet de X/R. Lorsqu 'n en sera sinsi, llimage inverse de ce sous-objet dans X

sera un sous-objet de X majorant X' et "Stable par R: Le sature de XI pour

la relation d 'equivalence R.
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Proposition 3.1.7. Si Ie soua-objet Y de X est stable par R, on a deux carres

cartesiens :

i = 1,2

Demonstration immediate •

3.2. Relation d 'equivalence definie par un groupe operant librement •

Definition 3.2.1. Soient X un objet de Q H 1El Q-groupe operant sur X
;...

(o 'est-a-dire muni d 'un morphisme de Q-groupes

H --'1wi(X) ).

On dit que H opere librement sur X si les conditions equivalentes suivantes

sont verifiees :

(i) Pour tout S 60b Q. , Ie groupe H(5) opere librement sur xes) •

(ii) morphisme de foncteurs

HxX ---+) Xx X

defini ensemblistement par est un monomorphisme •

(Dans la definition precedente, on a suppose que Ie groupe H operait "s gauche"

sur X. On a evidemment una notion analogue dans Ie cas oU Le groupe opere

"a. droite", c 'est-B.-dire lorsqu'on s'est donne un morphisme de groupes du groupe H
O

oppose a. H dans ) •

5i H opere librement sur X, 11 image de H x X par le morphisme de

(ii) est une relation d 'equivalence dans X dite relation d 'equivalence definie

par l'action de H X. Lorsque Ie quotient de X par cette relation
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d 'equivalence existe, on Le note H\X (Jl/H lorsque H opere a droite). I1 re­

presente Le foncteur covariant suivant : si Z est un objet de Q, on a

Hom(H \ X , Z ) = £morphismes de X dans Z invariants par H}

ou Le morphisme f: X ­+Zest dit invariant par H si pour tout S fOb Q ,

le morphisme x(s) z(s) correspondant est invariant sous le groupe H(S) •

Lemme 3.2.2. Sous les conditions de 3.2.1 , soit Y un seus­objet de X.

Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) Y est stable par la relation d 'equivalence definie par H (3.1.5 ),

(ii) Pour tout S Eo Ob Q , le seus­ensemble Y(S) de X(S) est stable

H(S) •

(iii) 11 existe un morphisme f, necessairement unique, rendant

commutatif le diagramme

f
H x Y

H x X

---"") Y

---.I).) X

Sous ces conditions, f definit un morphisme de f­groupes

H ) Aut(Y)

et la relation d 'equivalence definie dans Y par cette operation de H .n'est

autre que la relation d 'equivalence induite dans Y par la relation d 'equiva­

lence definie dans X par l' action de H.

Demonstration immediate • On a evidemment un enonce analogue pour una

"operation a droite". L'operation de H sur Y definie ci­dessus sera appelee

operation induite dans Y par 1 'operation donnee de H sur X •

Considerons maintenant la situation suivante : H et G sont deux
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Q-groupes et on s 'est donne un morphisme de groupes

u:

Alors H opere sur G par translations (on pose ensemblistement h g =u(h) g)

et y opere librElllent ei et seulement si u est un monomorphisme. Le quotient

de G par cette operation de H est note, lorsqu'il existe, H \ G • On definit

de una operation a droite de H sur G et un quotient G I H • Ces quo-

tients sont fonctoriels par rapport awe groupes en cause; de maniere precise, on

a Le lemme suivant, enonce pour les quotients a droite :

Lemme 3.2.3. Soient u: H G et u' : H' G' deux monomorphismes de

Q-groupes • Supposons donne un morphisme de Q-groupes

f: G

Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) f est compatible avec les relations d'equivalences definies dans

G et G' H et H' •

(ii) Pour tout S e Ob C , on a f u (H(S)) <:U'(H' (8))- --
(iii) 11 exists un morphisme g: H I , necessairement unique et

multiplicatif, tel que Ie diagramme suivant soit commutatif

g
H ) H'

Sous ces conditions, si les quotients G/H et G'/H' existent, il existe un
•

morphisne unique f rendant commutatif Ie diagramme
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f
G ) a'

p 1 pi 1.
aiR f Gl/HIJo

La premiere partie se demontre par reduction au cas ensembliste • La

seconde resulte immediatement de (i).

On pourrait traduire dans la situation presente les notions introduites

ci-dessus pour des relations d 'equivalences generales, Signalons simplement le

lemme suivant dont La' demonstration est immediate par reduction au caa ensem-

bliste :

3.2.4. Soient u: H---)'G un monomorphisme de Q-groupes et G' un BOue-

Q-groupe de G. ,Pour que le soue-objet G' de G soit stable par la relation

'equivalence derinie par H, il faut et 11 surnt que u se factoriee par Ie

canonique G' G et BOUs cette comition l'operation de H

G' induite par 1 'operation de H G definie par u n'eet autre que

1 'operation deduite du moncmorphisme H fa::torisant u.

3.3. Relatione d 'equivalence effectives universelles •

Definition 3.3.1. Soit f: X -+ Y un morphisme • On appelle relation d 'equiva-
-- a

lence dEifinie par f dal'ls X et on note R(f) , la ,Q-relation d 'equivalence

X image du monomorphisme canoniqua

X •

Definition 3.3.2. Soit R una relation d 'equiValence dans X. On dit qge R

est effective s1

(i) R est representable est una ,Q-relation d 'equivalence) ,

(ii) le quotient Y = existe,
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(iii) le diagramme

p

fait de R Ie oarre fibre de X au-dessus de Y, e 'est-a-dire

R est la relation d 'equivalence definie par p •

51 R est une relation d 'equivalence effective dans X, alors p

est un epimorphisme effectif (1.3 ). Si f: X -+ Y est un epimorphisme effee-

tit. lief) est una relation d 'equivalenoe effective dans X dont un quo-

tient est Y. Il y a dono una correspondance "galoisienne" biunivogue entre

d 'equivalences effectives dans X et quotients effectifs de X

(i.e. classes d 'equivalences des epimorphismes effectifs de source X) •

Definition 3.3.3. On dit que Ia relation d 'equivalence R dans X est effeo-

tive universelle si le quotient Y ,",.x/R existe, et si,pour tout Y' Y, les

produits fibres X':::: X:xy Y' R' :::: R %y Y' existent et R' est un carre

fibre de X' au-dessus de Y' • Il revient au de dire que R est effective

et gue p: X -1' x/R epimorphisme effectif universel.

II y a done comme ei-dessus cerresperdence biunivogue entre relations

d 'equivalence effectives universelles dans X et quotients effectifs universels

de X.

Proposition 3.3.4. R una relation d 'equivalence effective universelle dans

X. Soit f X Z un morphisme compatible avec R done Se factorisant par

g : .x/R Z • Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) g monomorphisme ;

(ii) R est la relation d 'equivalence definie par f.

En effet, (i) entraine (ii) trivialement, La reciproque n 'est autre

que 2.5.
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Definition 3.3.5. H Q-groupe operant librement sur X. On dit we H

!?'pere de maniere effective. eu que 1 'operation de H X est effective

effective Universelle), 61 la relation d 'equivalence definie dans X par l'action

de H est effective (resp. effective Universelle) •

3.4. (M)-effectivite.

Dans la pratique, il est Le plus souvent difficile de caraoteriser les

epimorphismes effectifs universels. On dispose souvent, d 'un certain

nombre de morphismes de ee type, par exemple en theorie des sehemas, des mor-

phismes fidelement plats quaaf-cempaeb s, Cela conduit aux: developpements ci-dessous.

3.4. 1• Enon90ns d'abord un certain nombre de conditions portant sur una famille

(M) de morphismeEl de Q.:

(a) (M) est stable par extension de la base: tout u: element

de (M) est quarrable et pour tout S' S , u' : T Xs S,-+ S'

est element de (M) •

(b) Le compose de deux elements de (M) est dans (M) •

(c) Tout isomorphisme est element de (M).

(d) Tout element de (M) est un epimorphisme effectif •

Notons que (a) et (b) entra1nent:

(a') Le produit cartesien de deux elements de (M) est dans (M):

Soient u: X --')Y et u': deux S-morphismes elements de

(M) • 8i Y Xs yl existe, alors X Xs X' existe et u Xs u ' est

element 1e (M).

u'yl +( _

l'
X Xs yl

Y X
s
yl

X

u

y +(---

Cela resulte du diagramme
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De (a) at (d) entra1nent

(d') Tout element de (M) est un epimorph:j..sme effectif universel •

3.4.2. 1a fanUle (M) des epimorphisnes effectifs universels verifie lese
conditions (a) a (d) de 3.4.1 En effet, (a), (c) et (d) sont verifiees

par definition, (b) resulte de 1.8. Dans la suite, nous supposerons donnee une

famille (M) de morphismes de Q verifiant ces conditions: nos resultats

s'appliq,ueront done a la famille (M) en partieulier •
o

Definitioll 3.4.3. On dit que la relation d 'equivalence R dans X est de type

(M) si elle est representable et 8i PI E (M) (ce qui par (b) et (c) entraine

P2 E (M) ). On dit que R est (M)-effective si elle est effective at si

Ie eanonique X est element de (M) • On dit que Ie quotient Y

de X est (M)-effectif si Ie morphisme eanonique X Y est element de (M) •

11 resulte de cette definition les consequences suivantes :

(1) Une relation d 'equivalence (M)-effective est effective universelle et de

type (M).

Cela :resulte respectivement de (d), et de (a) par Le diagramme

cartesien

(ii) Un quotient (M)-effectif est effectif universel •

(iii) Les applications et 1!,(p) realisent una correspondance

biunivoque entre relations d 'equivalences (M)-effectiveedans X et quotients

(M)-effectifs de X.

(iv) (Mo)-effectif equivaut a effectif universel •
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3.4.4. Soit H un 3-groupe dont Le morphisme structural soit element de (M).

Alors si H opere librement sur Le S-objet X, il y definit una relation d 'equi-

valence de type (M). En effet par (a) Ie produit fibre H Xs X existe et

pr
2
: H Xs X""--+X est element de (M). On dira que 1 'operation de H est

(M)-effective si la relation d'equivalence definie dans X par cette operation

est (M)-effective.

Proposition 3.4.5. (M)-effectivite et ohangement de base • Soit R una relation

d 'equivalenoe (M)-effective dans X au-dassus de S. Posons Y =;VR • Soit

S ' S un changement de base tal que Y' = Y Xs S' existe. Alors X' =XXs S'

existe, R' =R Xs S' est una relation d'equivalence (M)-effactive dans X'

au-dessus de S' et X'/R' •

En effet, les morphianes oanoniques X..... Y et R sont elements

de (M), dono par (a') X' et R' sent representables • Par associativite du

produit, R' est la relation d 'equivalence definie dans X' par Ie morphisme

canonique X' yt qui est element de (M) , d 'oU la conclusion.

Proposition 3.4.6. (M)-effectivite et produits cartesians. Soit R R')

tme relation d 'equivalence (M)-effective dans X (resp. Xt) au-dessus de 5.

5i (J/R) Xs (X'/RI) existe, alors X Xs X' existe, R Xs R' est una relation

d 'equivalence (M)-effective dans X Xs X' au-dessus de S et

Posons Y = ;VR, Y' = x'/R' • D'apres (a l ) , Le produit fibre

X Xs X' existe et Ie morphisme canonique

q : Xx X'
S

Y Xs Y'

est element de (M). Or la formule

(X x xt) x(y x r-) (X x X') (X Xy X) x (Xf:xy, X')
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(tous les produits non indices sont pris sur S) montre que R Xs R' est la re­

lation d 'equivalence definie par q dans X Xs X' , ce qui achsve la demonstration.

3.5. Construction de quotients par descente •

Il arrive frequemment que l' on ne sache pas construire directement un

quotient , mais qu' on sache Le faire apres un changement de base convenable • 1e

present numero donne un critere utile dans cette situation.

On a vu au paragraphe 2 la definition d 'une donnee de descente sur un

objet X' au­dessus de S' relativement a un morphisme S' S •

Definition 3.5.1. On dit qu tune donnee de descente sur X' relativement a.
s' 4 S est effective, si X' muni de cette donnee de descente est isomorphs

a. 1 'image reciproque sur S' d 'un objet X au­dessus de S, munie de sa donnee

de descente canonique •

Si S' --+S est un mo:rphisme de descente (2.2), alors Le X de la

definition est unique aiscmorphime unique pres. Dire que S' -+ S est un morphisme

de descente effective (2.2), c'est dire que c'est un morphisme de descente et

que toute doanee de descente relativement a. ce morphisme est effective •

Considerons maintenant una relation d'equivalence R dans un objet

X au­dessus de S. Soient XI (resp. X", reap. X" ,) les images inverses de

X sur S' , S" =S' Xs S' et 8"' = S' Xs S' Xs S' et soit R' , R" , R'"

les relations d 'equivalences deduites de R par image inverse • Supposons que

la relation d 'equivalence R' dans X' soit (M)­effective, et conatderone Le

quotient Y' = X'/R' qui est un objet au­dessus de 5' • Ses deux images inverses

sur S" sont isomorphes a X"/R" d'apres 3.4.5. Le S'­objet Y' est done muni

d 'une donnse de recollement canonique • Utilisant de 1 'unicite de X" '/R" I ,

on voit que c'est une donnee de descente • (Remarque : on a implicitement

suppose dans cette demonstration que tous les produits fibres ecrits existaient,

ce qui est Le cas en particulier si S ' S est quarrable , par exemple un

morphisme de descente) •
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Proposition 3.5.2. .§.2!i R une relation d 'equivalence dans 1 'objet X au-dessus

de S. Soit S' -4 S un epimorphisme effectif universel • Supposons que tout

S-morphisme dont l limage inverse sur S' est dans (M) soit dans (M) •

Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) Rest (M)-effective dans X;

(ii) R' (M)-effective dans XI et la donnae de descente canonique

sur XI/R' est effective.

S'H en est ainsi, l'objet "descendu" de X'/R' est canoniquementisomorphe AX/R.

Le fait que (i) entraine (li) n'est autre que la traduction dans Le

langage de la descente de 3.4.4. Si on montre la reciproque, La derniere affir-

mation de La proposition sera consequence du fait qu'un epimorphisme effeetif uni­

versel est un morphisme de descente (2.' ), done que 1 '''objet descendu" est unique

( =a isomorphisme unique pres ) •

Demontrons done (ii) ==:+(i) • Soit I' le quotient X'/R' et I 1 'objet des-

eendu. Comme Le morphisme eanonique p ': X' --.X'/R' = I' est' compatible par

construction avec les donnees de descente (ses images inverses sur S" coincident

avec le morphisme canonique X" ---t X'I/RII) , il provient par image inverse sur

S' d 'un S-morphisme p: X--. I. Comme p I est element de (M), il resulte

de 1 'hypothese faite sur Le morphisme S' -... S que p est egalement element de

(M) • Comme p I est compatible avec la relation d I equivalence RI, pest

compatible avec R, toujours paree qu'un epimorphisme effeeti! universel est un

morphisme de descente • On a done un morphisme

R --.:I;) X:ley X

Pour demontrer que Rest (M)-effeetive et que I est isomorphe a X/R, il

suffit de prouver que ce morphisme est un isomorphisme • Or il Ie devient par

extension de la base de S a S I , car R' est effective , c 'est done un iso-

morphisme pour La raison que precedemment (2.4).



186

Remarq)lons que 1 'hypothese du texte est verifies si on prend pour (M)

la famille (M
o)

des epimorphismes effectifs universels et si Q, posasde des

produits fibres (1.10 ) • On en deduit Ie

Corollaire 3.5.3. Supposons que Q, possede des produits'fibres (au-dessus de S

suffirait) • Soient R una relation d 'equivalence dans X au-dessus de S et

S' -} S un epimorphisme effectif universel • Les conditions suivantes sont

equivalentes :

(i) R est effective universelle dans X,

(ii) R' est effective universelle dans X' et la donnee de descente

oanonique sur X'/R' est effective •

S'U en est ainsi, l'objet "descendu" de X'/R' est canoniquement isomorpheaX/R.

4. Topologies et faisceaux.

La notion de crible, et la presentation de la notion de topologie (4.2.1 )

adoptee ioi, (plus intrinseque et plus commode a. bien des egards que celIe par

familles cou.vrantes de[MA)), sont dus a. J. GIRAUD [AS} •

4.1. Cribles.

Definition 4.1.1. On appelle crible de la categorie Q un sous-foncteur C

foncteur final .§.: Q,0 ---t (Ens) •

A tout crible C de C on associe l'ensamble E(C) des objets X de

Q, tels que C(X).j; Il , ctest-a.-dire tel que Le morphisme structural X

se factorise par C. On a done les equivalences

{

X E E(C) < >C(X):= {Il}

X ;. E(C) C(X) "" I>
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Ltensemble E(O) jouit de la propriete suivante :

(++) Si X EE(C) et si Hom(Y,X) I: alors Y E E(C) •

Reeiproquement, si E est un sous-ensemble de Ob Q. jouissant de la propriete

(++) , alors E s'eerit de maniere unique sous la forme E(C) et C est defini

par les formules (+). Il y a done correspondance biuntvoque entre les cribles de

Q. et les sous-ensembles de Ob Q. verifiant La coIdition (++) • Par abus de

langage, nous dirons parf'of.a que l'ensemble E(O) est un crible de Q..

Si on munit l'ensemble Ob Q. de sa structure de preordre naturelle,

(Y dominant X s'il existe una fleche de Y dans X) , les ensembles E(C)

sont done les seus-ensembles de Ob Q. qui contiennent tout majorant d 'un de

leurs elements. I:'ensemble des cribles de Q. est muni d 'une structure d tordre

on dira que C est plus fin que C' si C <.c' , ou, ce qui revient au

E(C) C E(C,) • On a E(C) n E(C,) =E(C xC') et I 'ensemble des cribles de Q.

est filtrant •

Tout seus-ensemble E de Ob Q. , par eX6Illple un sous-ensemble de Ob Q.

dafinit un crible C(E) : l'ensemble des X E Ob Q. , tals que F(X) I: pour

au moins un FEE verifie La condition (++) et definit cherche •

Ce crible peut aussi Mre defini comme de la famille de morphis-

mes tF --+ .2. , FEE} au sens de la definition suiva.>'J.te

Dafin!tion 4. 1.2. {Fi --+ F} une ranille de morphismes de Q. de

but F. On appelle image de catta familIa Ie sous-foncteur de F defini par

F(S)')
s ...""........ U Im F.(S) C

i ].

Proposition 4.1.3. La formation de l'image commute! l'extension de la base

dans les notations precedentes, designons par I l'image de la famille

IFi F};pour tout morphisme G F de .£ , l'image de la famille de

mopphismes (F i xF G G} est Ie sous-foncteur I xF G de G •

Si C est un crible de Q. et E un sous-ensemble de Ob Q. tel que
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aCE) =C , on dit que E est una de a. Tout crible a possede une base ,

par example 1 'ensemble E(C) • Nous noua proposons de decrire l'ensemble

Hom(C,F), aU C est uncriblede Q. et F un objet de .Q, al'aided'une
base de a.

Soit {Si} una base du cr1ble C, pour chaque couple (i,j) , on a

un diagramme

d loU un diagramme

r (F) =
i 1T Hom(S. ,F)

1 1.

jl,j2 n
Hom(S. x S., F)

1,j 1. J

tel que jl i =j2 i • On a done un morphisme

----+ Ker(TTHom(S.,F) ==4 n Hom(S.x S.,F»
i 1. i,j 1. J

On immediatement :

Proposition 4.1.4. On a un isomorphisme fonctoriel en F

tel que le diagramme

---) KerftrHom{S. ,F»L1. 1.

II
)

1,J

Hom(C,F) ,

Hom(S. x S., F)}1. J

ell la derniere ligne est induite par Ie morphisme canonique C , soit

commutatif •



Corollaire 4. 1.5. Supposons que

tables, par exemple que les S.
1.

F 6 Ob Q. , un isomorphisme
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les produits fibres S. x S. soient represen-
1. J

soient quarrables. On a alore pour tout

Hom(C,F) fV) Kerf7!F(S.)l1. 1. TI F(S. x Sj)}
:t.,J 1.

Remargue 4.1.6. Soit R un erible de C; designons par li la sous-eategorie

pleine de Q dont l'en$mble des objets est E(R) et par

le foneteur d'inclusion • On a un isomorphisme fonetoriel en F E: Db Q.

tel que le diagramme

Hom(R,F) reF

Hom(R,F)

sr
(F

oU la seconde ligna eat induite par le fonetour ia' soit commuta"Cif •

Definition 4.1.7. Soit Q una categorie • On appelle crible de l'objet S de

Q un crible de la categorie Q/S •
A

Un crible de S est done un sous-Q-objet de S. 11 lui correspond cane-

niquement un sous-ensemble de Ob Q/S contenant la source de toute fleche dont il

contient Ie but • Par abus de langage, un tel ensemble sera aussi appele crible

de S.

4.2. Topologies: definitions.

Definition 4.2.1. Soit Q une categorie • On appelle topologie sur Q la donnse

pour S de Q d'un ensemble J(S) de cribles de S, appeles cribles
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couvrants ou raffinements de 8, donnee verifiant les axiomes suivants :

(T 1) Pour tout raffinement R de 8 et tout morphisme T --+ 8 , Ie crible

R Xs T de T est couvrant ("stabilit6 par changement de base") •

(T 2) S1 R, C sont deux cribles de 8, .si R est couvrant et si pour tout

T 60b Q et tout morphisme T R , Ie crible C Xs T de T est cou­

vrant , alors C est un raffinement de 8.

(T 3) Si C j R sont deux cribles de S et si R est couvrant, alora C est

couvrant •

(T 4) Pour' tout S, S est un raff1nement de 3.

On peut reformuler ces axiomes de la maniere suivante : pour tout objet
...

F de Q., notons J(F) 1 'ensemble des sous­foncteurs R de F tels que pour
...

tout morphisme T ­­Jo F de Q, aU Teat representable, R T , qui est

un crible de T, soit couvrant. En vertu de (T 1) , cette notation est bien

compatible avec la precedente • On dira egalement que R E J(F) est un raffine­

ment de F. On verifie immediatement que les axfome s precedents entra1nent les

proprietes suivantes :

...
31 F:) G sont deux objets de Q., et si pour tout S £ Ob Q et tout

morphisme 3 ­+F, G,. 3 J(3) , alors G Eo J(F) •

8i G J(F) , et si H """+ F est un morphisme de Q., alors

G,. H E J(H) •

(T' 2) Si. F,:) G :;)H sont trois objets de .Q. I si G E J(F) et

H E' J(G), alors H e. J(F) •

(T t 3) 8i F:> G .::> H sont trois objets de Q et si H J(F) , alore

G e J(F) •
...

(Tt 4) Pour tout F C$ Ob Q, FE J(F) •

...
Reciproquement, si on se donne pour tout F Ob Q. un ensemble J(F)
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de sous-objets de F verifiant les proprietes (T' 0) a (T' 4), l'appli-

cation S definit une topologie sur Q et les deux constructions pre-

cedentes sont inverses l'une de I' autre •

De (T'l), (T' 2) et (T' 3) resulte la propriete suivante :

(T'5) 5i G et H sont deux sous-objets de F, si G, H , alors

GI\H 6J(F) •

L'ensemble J(H), ordonne par la relation ? est done filtrant

nous servira plus tard •

cette remarque

4.2.2. On dira que la topologie definie par J est plus fine que la topologie

definie par J' si pour tout S E Ob Q, J(S):::> J'(S) (n revient au m3me de

dire que pour tout F e Ob Q, J (F) ;:> J' (F» •

Tout ensemble de topologies sur Q possMe une borne inferieure : soit I un

ensemble d'indioe,et pour chaque i E I, soit 8 J.(8) une topologie

sur f. Posons J(8) = J
i(8)

; il est immediat l'on a defini

ainsi une topologie sur Q, et que 0 'est bien La borne inferieure de l'ensemble

donne.

En :>articulier, donnons-nous pour ohaque S f Ob Q , un ensemble E(S)

de cribles de S. On appelle topologie engendree par ces ensembles la topologie

la moins fine pour laquelle les elements de E(5) soient des raffinements de S

pour tout S.

Definition 4.2.3. Soit {Fi F} une famille de morphismes de .Q.. Soit

G c: F l' image (4.1.2 ) de cette famille • La famille est dite couvrante 8i

G J(F) •

Un morphisme est dit couvrant 8i la famille reduite a oe morphiSllle est oouvrante •

Cette definition s'applique en particulier a une inclusion: un crible

C de S est couvrant 6i et seulement si Ie morphisme canonique C--'>' S est

couvrant •



192

Les axiomes (T' 0) a (T' 5) entra1nent pour les famines couvrantes

1es proprietes suivantes

(c 0) Soit [Fi -7 F} una famine de morphismes de Q.. ss pour tout

changement de base representable S --. F , ls famine tFi x
F

5 1
est couvrante, alors ls famille initiale 1 'est aussi •

(c 1) Pour toute famine couvrante {Fi --) F1 et tout morphisme G -toF ,

1a famine f F
i

G G} est oouvrante (llst abili te par changement

de baset!) •

(c 2) si f Fi F} est una famille couvrante et si, pour chaque

i , ( F.. F. } est une famille couvrante, alors 1a famine composes1 1J 1 .rFij F } est oouvrante ("stabi1ite par composition") •

(c 3) si f Gj ---)0 F } est una famine oouvrante, et si f Fi F }

est une famille de morphismes de but F telle que pour chaque j il

existe un i tel que G. se faotorise par F. F, alors
J 1fFi F Jest couvrante ("saturation") •

(c 4) Toute famille reduite a un isomorphisme est oouvrante •

Noter que (C 2) et (C 3) entra1nent aussi :

(c 5) si fFi --;)- F Jest une famille de morphismes de but F telle qu'il

existe une f5I!lille couvrante {G
j
---1 F } telle que pour tout j 1a

famille rF. 'X'" G. ---.:; G. 1 soit oouvrante , alors la famille1 1 l' J J }{Fi FJ est couvrante C",1me famille 100alement oouvrante est

couvrante!!) •

4.2.4. Soit reciproquement Q. une categorie possedant des produits fibres et

donnons-nous pour chaque S E Ob Q. un ensemble de famines de morphismes de Q.
de but S dites familles couvrantes. donnee verifiant 1es axiomes (c 1) a
(c 4) (done aussi (C 5) qui en est une ccneaquence) • Pour tout S Q. ,



193

soit J(3) l'ensemble des cribles de 3 pcseedant una base couvrante (ou, ce qui

revient au par (C 3), dont toutes les bases sont couvrantes) • Alors

3 J(S) definit une topologie sur Q. Las deux constructions precedentes

sont inverses l'une de l'autre •

En fait, dans les applications, il est peu pratique de consiMrer toutes

les familles couvrantes, car on posssde parfois des descriptions assez simples

d 'un nombre "suffisant" de ces famines. Cala conduit a poser la

Definition 4.2.5. Soit Q une categorie • On appalle pretopologie Q la

donnee pour chaque 8. Ob Q d 'un ensemble R(S) de familles -de morphismes

{3i 8 } de but 8 dites couvrantes pour la pretopologie envisagee, veri-

fiant les axiomes suivants :

(p 1) Pour toute famille { 8
i
--lJi'S} E'R(S) et tout morphisme T -+ S , les

produits fibres Si Xs T existent et {Si Xs T T} c R(T) •

(p 2) Si {Si S } ER(S) et si pour chaque i h
i j

Si} R(St)' dors

la familIa composee [T .. S} appartiant a R(S) .

(p 3) Toute famille reduite a un isomorphisme est couvrante •

On appelle topologie engendree par R la topologie la moins fine pour laquelle

lea familles donnees aoient couvrantea •

Proposition 4.2.6. Soit pour tout S, J(S) I 'ensemble des cribles de S cou-

vrants pour Ia topologie engendree par la pretopologie R. Soit JR(S) la

de J(S) formee des cribles definis par les familIes de R(S) • Alors

JR(S) est cofinal dans J(S) : tout raffinement de S contient un crible defini

,par une famille de R(S) •
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Soit pour tout S, J' (S) 1 'ensemble des eribles de S eontenant un

cribLe de J
R
(5) • On a evidemment J' (S) c: J(S) • Pour montrer que

J(S) = J'(S), i:l suffit de montrer que les J'(S) font une topologie sur Q.,

c t e st-8.-dire verifient les axiomes (T 1) a. (T 4) • Or (T 1), (T 3), (T 4) soot

evidemment verifies. I1 reste a. verifier (T 2) • Soit done R un element de

J t (3) et C un sous-erible de R; on suppose que pour tout T R , C :z::a T

est dans J'(T) et il faut prouver que C E: J'(S) • Par definition de J' , R

eontient un raffinement R' defini par une famille {3i S1 R(S) • Comme

on a verifie (T 3) , il suffit de prouver que R' (\ c E J'(S) , on peut done

supposer que R = R' • Par hypothese, pour tout i, C Xs S. E: J'(S.) ; il existe
.i,

done pour ehaque i une famille eouvrante fT .. --to s.ltR(s.) telle que
1J 1 1

T.. 3. se factorise par C X
s
S. S. • Le morphisme T.. ---.,. S se

1J 1 1 1J

faetorise done par C 3 , ee qui montre que C eontient le crible d8fini

par la fanille composee f T
i j
--) S J et on a termine par (p 2) •

Les axiomes (p 1) a. (p 3) sont ceuz de [MA) • Etant donne llinte-

rM pratique des pretopologies, nous interpreterons chaque resultat important a.
a. l'aide d'une pretopologie definissant la topologie donnee •

Remargue 4.2.7. On peut introduire una notion un peu plus generale : on donne

pour chaque S un ensemble de famines couvrantes verifiant (p 1), (p 3) et La

proposition 4.2.6. Ceci se preaerrte en particulier, lorsque les familIes donnees

verifient (p 1), (p 3) et (c 5) • Le leeteur pourra consulter CDJ .

Definition 4.2.8. Soit S un objet de Q.. Soit t{St) une relation faisant

intervenir un argument S' e Ob Q./s' On suppose que Hom{S",S') ¢ entraine

l(S') =i> t(S") • On dit que t est vrai localement sur S si les conditions

equivalentes suivantes sont verifiees :

(i) L'ensemble des S' ---.,.S tels que t{S') soit vrai est un

raffinement de S.

(ii) II existe un raffinement de 3 tel que t(8') soit vrai pour

8' de ce raffinement •
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(iii) (Si la topologie donnee est dtfinie par una pretopologie). 11

existe une famille couvrante pour cette pretopologie tells que feSt) soit

vrai pour tout S I de cette famille •

Exemple 4.2.9. SoH f:X -+ Y un S-morphisme. On dira que fest localement

un isomorphisme s lil existe une famille couvrante i Si -?- S} telle que pour

tout i, f Xs 5
i

soit un isomorphisme • Il revient au d 'exiger qu'il

existe un raffinement R de S tel que pour tout T -.... R , X(T) yeT) soit

un isomorphisme •

On verra dans La suite bien d 'autres exemples do langage "local" •

4.3. Prafaisceaux, faisceaux, faisceau associe a un prefaisceau •

Definition 4.3.1. 50it Q una categorie. On appelle prafaisceau d'ensembles sur

.Q. tout foncteurcontravariant de .Q. dans la catagorie des ensembles • La cate-

gorie .Q. =Hom(Q° , (Ens» est appelee categorie des prefaisceaux e Q. Si

Q est munie d tune topologie, on dit que Ie prefaisceau Pest separe est

:!!. faisceau) si pour tout 5 c-Ob.Q. et tout R E:J(S) , Itapplication canonique

(+) peS) =Hom(S,P) Hom(R,P)

est injective bijective). On appelle categorie des faisceaux et on note

Q la sous-categorie pleine de .Q. dont les objets sont les faisceaux •

Proposition 4.3.2. Soit P un prefaisceau separe (resp. un faisceau) •
...

Pour tout foncteur H E Ob Q et tout R e. J(H) ; l' application canonique

Hom(H,P)

est injective (reap. bijective) •

Soient en effet P un prefaisceau sspars, H un prMaisceau ,

R EJ(H), et u, v: H P tels que u j = v j (voir diagramme) •
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Pour tout f:S S ' Ob C, R S est un raffinement de S et

u f js = v f jS' Comme Pest separe, on en tire u f = v f. Ceci etant

vrai pour tout S representable, on a u =v •

js I Ij "I' /

\/ f ..'/ /'­
3_­7 H'­ ----'

R 4) H

f R I j If

Supposons maintenant que P soit un faisceau • Soit g: R -4- P ,

montrons qu'il se faetorise par H. Pour tout f: S ­­­­+ F, S if Ob C ,

g f
R:

R S ­4 P se factorise de manfsre unique par S, done definit un

morphisme h: S P , qui est evidemment fonctoriel par rapport a f, par

unicite • On a done defini pour tout S une application de F(S) dans P(S)

fone torielle en S , done un morphisme de F dans P qui repond bien aux

conditions exigees •

Proposition 4.3.3. «(AS)

fliisceau sur Q.; pour tout

1.3 ) • §.2ll Q. una categorie • Soit P un pre-

S E Ob Q. , notons J(S) 1 'ensemble des cribles R

S tels que pour tout T -) S , l'application

(+) Hom (T,P) Hom(R Xs T, p)

,soit injective (resp. bijective). Alors les J(S) definissent une topologie sur

Q. , verifient les axiomes (T 1) a (T 4) •

Corollaire 4.3.4. Soit pour tout S E Ob Q. , K(S) una famille de cribles veri-

fiant (T 1). Soit P un prefaisceau sur Q.. Pour qu'i! soit separe (resp.

faisceau) pour la topologie engendree par les K(S) , i1 faut et i1 suffit que

pour tout S E Ob Q. et tout RE.K(S) , l' application canonique

(+) Hom(S,P) Hom(R,P)

soit injective (resp. bijective) •
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Corollaire 4.3.5. Soit pour chaque S E Ob Q. , R(S) un ensemble de familles de

morphismes de Q. de but S, verifiant (p 1) (par exemple definissant une pre­

topologie) • .Soit P un prefaisceau sur Q. Pour que P soit separe (resp.

un faisceau) pour Ie topologie engendree par R, il faut et il surrit que pour

tout S E Ob Q et toute famille £Si s}ER(S) , 1 tapplication

p(S) --0+) 'ITP(Si)
i

Boit injective , le diagramme

p(s)

soit exact) •

) TT p(S. xs S.)
1., J 1. J

Definition 4.3.6. Q une categorie • On appelle topologie canonique

Q Ia topologie Ia plus fine pour laquelle tous les foncteurs representabIes soient

des faisceaux •

Corollaire 4.3.7. Pour tun cTible R de S un raffinement pour la topo­

logis canonique, il raut et il surfit que pour tout morphisme T S Q

et tout X eOb Q , l'application canonique

soit bijective •

Hom(T,X) Hom(R xs T, X)

Definition 4.3.8. Un critle couvrant pour Ia topologie canonique sera dit orible

epimorphiaue effectif universel •

Corollaire 4.3.9. Une famille epimorphique effective universelle definit un

crible epimorphique erfectif universel • Reciproquement, toute famille quarrable

definissant un crible epimorphique effectif universel est epimorphique effective

universelle •
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PSSEKlns maintenant a la construction du faisceau associe • Soient P

un prefaisceau at S un objet de Q. 8i R:> Rt sont deux raffinements de

S , on a un di agramme

Hom(S,P) ) Hom(R,P)

-!-
Hom(R ',p)

L'ensemble ordonne J(S) est filtrant comme on lla deja remarque. Comme

S est un element de J(S), on a un morphisme evident

Hcm(S,P) lim. Hom(R,P)
----+
RE,J(S)

"0 "0
On pose H = Hom(R,P) • On'Veritie que H (s,p) depend fonctoriel-

ReJ(S)

lement de S, done definit un foncteur LP par

"0
Hom(S,LP) = H (S,p) = 11\" Hcm(R,P)

R EJ(S)

On a par construction des morphismes

P --).. LP

Hom(R,P) -+ Hom(S,LP)

4. '.10. (i) Pour tout raffinement R de S et tout u: R--» P, le

diagramme

est commutatif •

P

u t
R

lp ) LP

. >S
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v
(ii) Pour tout morphisme S --"'LP , 11 existe un raffinement

h de 8 at un morphisme u: v = •

(iii) 801t Q un foncteur et u, v : Q P tela que

.£p U =I p v. Alors le noyau du couple (u,v) est un raffinement de Q.

(iv) Soient u: R --'IJo P at u': R' -+ P ; pour que

= , .il faut et 11 suffit qu'il existe un raffinement RII C RnR'

de 8 tel que u et u ' coine ident sur R" •

Demonstration (i): Il faut verifier que ZR(u) = lJ? u. Pour cela , 11

suffit de verifier que les composes de ces deux morphismes avec tout morphisme

T R, ell T est representable, sont egaux • Or considerons f = g et

le produit fibre R' =R Xs T •

----'») LP

Par definition de , u g = lR(u) f (c'est Ie cas particulier de ce qu'on

cherche a demontrer dans lequel est un isomorphisme), or f = g.

(ii) et (iv) ne font que traduire la definition de Hom(8,LP)

COmme limite inductive •

(iii) : 8i K designe le noyau du couple (u,v), pour chaqus

morphisme f: S Q ell S est representable, K x
Q
8 majore Ie noyau du

couple de fleches u f , v f S P. On est done ramene a demontrer

l'assertion dans le cas ou Q = S est representable. Maia en ce cas, il resulte

de (ii) et (iv) que K contient un raffinement de S donc est un raffine-

llIent de S.
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On verifie enfin que P 1---+ LP definit un foncteur

et un morphism8 de foncteurs

----"""'''' L •

Enoncons maintenant Ie resultat essentiel

Proposition 4.3.11. (i) P est un prefaisceau quelconque, LP est separe

et .Ip : p --.-,. LP est couvrant (4.2.3) •

(u) P est un faisceau" P LP est un isomorphisme •

(iii) Pour tout prefaisceau P at tout prefaisceau separe

faisceau) F, 1 'application

Hom('4,F) : Hom(LP,F) Hom(P,F)

est injective (resp. bijective) •

(iv) 5i P est separe , l.p : P --. LP est un monomor-

,Phisme couvrant (donc P est un crible de LP) , et LP est un faisceau •

Demonstration: (i) Il est d 'abord clair que P est couvrant; en

effet , pour tout 5 -7LP , Le morphisme obtenu par changement de base

p XLP 5 --+ 5 est majore par Le morphisme d'inc1usion d 'un crib1e tie S

(par 4.3.10 (i) et (U», done est couvrant • 5i d 'autre part deux morphismes
v1,v?

S ) LP induisent 1e morphisme d 'un raffinement R de 5, montrons

qu'ils sont egaux • I1 e xiste des raffinements R. , i = 1,2 , at des morphismes
:L

u. : R. P tela que zR (u.) =v . • En prenant R assez petit, on peut
:L :L i:L :L

supposer que R
1
=R

2
= R. 11 resulte alors du diagramme commutatif de 4.3.10 (i)
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que ..ip "i = lp "a ' D'spres loco cit. (ii), '\ et u2 coinoident done sur

un raffinement de R, done un raffinement de S, ee qui entra1ne que

= za(u2) , par 10c. cit. (iv) •

(ii) est clair, car si P est un faisceau, Hom(S,P) Hom(R,P)

est deja un isomorphisme pour tout raffinement R de S.

(iii) Soient u et v deux morphismes LP F tels que u i p =v -'p .
Pour montrer que u = v , il suffit de voir que u f = v f pour tout f: S ---+LP

ou S est represontable. Or 11 exi.ste un raffinement R de S et un morphisme

g : R avec f = • !lors u f et v f co!ncident sur R avec

u -ip g =v i p g , done coincident sur R. 8i Fest separe , on a done

u f = v f. Supposons maintenant que F soit un faisceau ; on a alors le dia-

gramme commutatif

qui montre que Hom( est surjeetif •

(iv) Montrons que si Pest separe, P --) LP est un monomorphisme •

Pour cela , il suffit de voir que pour tout couple de morphismes u, v : S P

(ou 8 est representable) tels que lp u = v on a u = v. Or loco cit.

(iii) montre que u et v coincident sur un raffinement de S donc coincident

car Pest separe • Montrons enfin que LP est un faisceau. Comme on sait

deja par (i) que c 'est un pre£aisceau separe , il suffit de voir que pour tout

S E Ob Q , tout raffinelll';lnt R de S et tout morphisme h: R ----" LP , 11

existe un morphisme u: S ----7 LP avec u i R = h •
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Or R I ::; P Xr,p R est un raffinement de R, car P est un raffinement de LP,

donc RI est un raffinement de S. Posons u = I (h I) On a

=.tp h' = h j, d'oU. u j = h j. Comme R' est un raffinement de R

et comme LP est separe, 4.3.2 montre que u = h, cqfd.

"Corollaire 4.3.12. Soient F un faisceau et R un sous-Q-objet de F. A10ra R

est un raff1nement de F s1 et seulement 81 on a un diagramme commutatif

R C ) F

tY

Remargue 4.3.13. Si J'(S) est un sous-ensemble cofinal de J(S) , on a

Hom(S,LP) = lim---+
R .J'(S)

Hom (R,P)

En pp.rticu1ier , soit S R(S) une pretopologie engendrant la topologie

donnes • 1e foncteur 1 peut se decrire a 1 'aide des familles couvrantes elements

de R(S) • En exp1icitant La formule ci-dessus, on retrouve 1a construction de

(MAl.
;V A

Notons i 1e foncteur d'inclusion Q Q. De 1a proposition 4.3.11

resulte 1e theoreme suivant :

".. "'"
Theoreme 4.3.14. 11 existe un foncteur unique a: C --+ Q tel que Ie dia-

gramme suivant soit cOtnmutatif

L

- iQ

") Q

L 1
") Q i.e. pour tout prefaisceau

P, L(L(P» est un faisceau Les foncteurs i et a sont adjoints l'un de

l' autre : pour tout prefaisceau P et tout faisceau F on a un isomorphisme
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fonctoriel en P et F

Hom .a (p •i(F» c:.. Hom r(a(p), F)

c t est-a-dire

Hom(P,F) ,.., Hom(a(P) ,F)-
Definition 4.3.15. Le faisceau a(P) est dit associe au prefaisoeau P.

Remargue 4.3.16. Comme Ie foncteur Lest construit a l'aide de limites projec-

tives et de limites inductives filtrantes, il cOllllllute aux: limitos pro.iectives

finies. De plUS, si on identifie L(PxP) a. LP x LP , Le morphisme .£pxp

s'identifie a .i.p x .tp ' I1 en resulte par exemple que si Pest un prefaisceau

en groupes, LP est aussi muni canoniquement d 'une structure de prefaisceau en

groupes et Le morphisme canonique P L P est un morphisme de groupes • Il en

est de m&1e pour le foncteur a, co qui montre que si P est un prefaiscoau en

groupes et F un faisoeau en groupes , on a un isomorphismc

(P,i(F»

Voir [D] pour plus de details •

HomQ.-gr. (a(P) ,F)

4.3.17. 3i !. est une categorie quelconque, on appelle prefaisoeau sur Q a
valeurs dans !. un foncteur contravariant de Q dans !.. Pour detinir les

faisceaux: a valeurs dans !, il nous faut d 'abord rappeler La definition de la

limite projective d'un foncteur • 3i ! et ! sont deux: categories, et

F --...:,) !

'"un foncteur contravariant de ! dans !, on note lim F 1 'objet de ! defini

de la maniere suivante :
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Hom i ( x , F) = F (X) = Hom ( Ox ' F )

aU x est un objet variable de .B., ou Ox denote le foncteur contravariant de

.B. dans y qui envoie chaque objet de .B. sur X et chaque fleche de !! sur

idX' et oU Ie dernier Hom est pris dans la oategorie 1!9!!l(.B.0 , y) • Si !!
posssde un objet final on a F = • 8i Y est La oategorie des

ensembles, le foncteur lim s 'identifie au fonoteur r .
Si S est un objet de Q et R un crible de S, notons .B. la aoua-

categorie pleine de Q/S dont 1 'ensemble d 'objets est E(R) et ia:!! --)0 Q/S

Le foooteur canonique. 8i P est un prefaisceau sur Q a valeurs dans y, il
un foncteur PS : (Q/S) 0 Le foncteur ia induit un morphisme de

s:

...
On note R P ce dernier objet de y • En vertu de 4.1.6 , la definition

4.3.1 se generalise en la

Definition 4.3.16. Le prefaisceau P Qa valeurs dans y est dit sspare

(resp. faisceau) , si pour tout S E Ob Q et tout R E .reS) , ,le morphisme..
de .y.

pes) ---'")0) lim R P

est un monomorphisme (rasp. un isomorphisme) •

Dans le cas oU y est la categorie (Gr.) des groupes (oU toute

autre categorie d 'ensembles munis de structures algebriques definies par limites

projectives finies) , on peut voir (cf [D1 ) qu'il y a equivalence entre les

notions suivantes : un faisceau sur Q a valeurs dans (Gr.) , un prefaisceau

sur Q a valeurs dans (Gr.) dont le prefaisceau d 'ensembles soua-jacent est un

faisceau, et un groupe dans La categorie des faisceaux d 'ensembles. Compte tenu

de ces identifications nous constdererons toujours lea faiscea.ux a valeurs dana
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une categorie d 'ensembles munis de structures algebriques definies par limites
...,

projectives finies, comme des faisceaux d 'ensemble. munis dans La categorie Q

de la structure algebrique correspondante •

4.4. Proprietes d 'exactitude de la categorie des faisceaux •

,...,
Theoreme 4.4.1. (i) Les limites projectives queloonques existent dans Q;

A A

"eUes se calC'Ulent dans Q", L,e . le foncteur dtinc1usion i: Q ---+ Q

commute aux limites projectivea: ai

1e prefaisceau

(x.) est Ull systeme projectif de faisceaux,

lim i(X.)
f-- 1

s "'1 lim X. (3)+-- 1

est un faisceau et on a i (lim X.) = lim i (X.)
1. 1.

(ii)
,.,

Les limites inductives quelconques existent dans Q: si

(x.) est un sYsteme inductif de faisceaux, on a
1.

lim X. = a(lim i(X.) )
1. -. 1.

ou lim i(X.) est 1e prefaisceau limite inductive des i(X.)
1. 1.

lim X. (3)
1.

)Slim i(X.)
--+ 1.

(iii) A "'"

Le foncteur a: Q Q commute aux 1imites inductives

que1conques et aux limites projectives finiea •

Les assertions (i) et (ii) resultent formel1ement de 1a formule

d'adjonction (4.3.14 ), et (iii) a deja ete signale dans 4.3.16.

Scholie 4.4.2. Ce theoreme permet d 'utiliser La methode suivante pour demontrer...,
dans Q une assertion portant sdmul.tanement sur des 1imites inductives quelconques
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et des limites projectives finies (par exemple : "tout epimorphisme est effectif

universel", cf. plus loin). On commence par demontrer l'assertion correspondante

dans la eategorie des ensembles; puis on l'etend "argument par argument" a. la

categorie des prefaisceaux. Ensuite, on utilise Ie theoreme precedent pour passer

de la categorie des prefaisceaux a. la categorie des faisceaux. On verra dans la

suite bien des examples de cette methode (4.4.3 , 4.4.6 , 4.4.9 , etc ••• ) •

Remarquons enfin que les assertions relatives a. la categories des prefaisceaux

sont fonnellement des corollaires des assertions relatives a. la categorie des

faisceaux • 11 suffit en effet de prendre comme topologie la topologie la moins

fine ("chaotique") c 'est-a.-dire La topologie definie par J(S) = tS j pour tout

S E Ob .Q. , tout foncteur est en effet un faisceau pour cette topologie •

Prbpoeition 4.4.3. Soit = {Fi ) F} una f&.nille de morphismes de fais-

• Les conditions suivantes sont equivalentes

(i) ;f est una famille epimorphique •

(ii) est une famille epimorphigue effective universelle (1.13 ) •

(iii) ':F est couvrante (4.2.3)

(iv) Le faisceau image de (o 'est-a.-dire Ie faisceau assode au

prefaisceau image de §' (4.1.2» est F.

L'equivalence de (iii) at (iv) resulte de 4.3.12. Les autres

equivalences resulteront des lemmes suivants •

Lemme 4.4.4. Soit f: X -t Y monomorphisme de faisceaux qui soit un epi-

morphisme • f est un isomorphisme •

La lemme est d' abord clair dans la categorie des ensembles •

Demontrons 1e ensuite dans la categoria des prefaisceaux • Considerons le pre-

faisceau

v S
Xes)

yes) ..u. yes)
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e lest la somme amalgamee de Y et de Y au-dessous de X dans la eategorie des

prefaisceaux. Si X-+Y eat un epimorphisme de prefaisceaux, Ie premier mor-

phisme coordennea Y V eat un iaomorphisme, dono rts) --+- yes) un isomor-

phisme pour ohaque S, dono XeS) --i; yes) un epimorphisme d 'ensembles, ee

qui regIe la question, car c 'est d 'autre part un monomorphisme •

Pla90ns-nous enfin dans La oategorie des faiseeaux • La somme amalgamee Z des

faiseeaux Y et Y au-deaaous de X est Ie faiseeau assoeie a v d'apres

4.4.1. Or on a Ie triangle commutatif

y ; Z-. //'
V

Si on sait que Ie preraisceau Vest separe , on saura que V Z est un

monomorphisme (4.3.11 (iv)). Cemme Y Z est un isomorphisme par hypothese,

Y --+ V Ie sera aussi • Le morphisme X ---) Y sera done aussi un epimorphisme

de prefaisceaux , ce qui demontre le lemme , lorsqu 'on aura verifie que Vest

separe • Ceci resulte de. :

Lemme 4.4.5. (i) Le prefaiseeau somme direete d'une famille de prefaiseeaux

separea est separe •

(ii) Soit X Y une relation d'equivalenee dans la eate-
-- v -

gorie des prefaiseeaux. Soit w: Y Z Ie quotient. Si u x v : X Y x Y

est un monomorphisme, si X est un faisceau et si Y est separe, alors Zest

separe.
u-""Y

( ... ) Si t 19 , d 1111 yt .......,. iJ es une somme ama amee ans a

eategorie des prefaiseeaux, si u et u' sont des monomorphismes , si X est

un faiseeau, Y et Y' des pretaisceaux separes, alors Z est separe •

que pour tout

On demontre

S Ob(gJ ,

aussitat (i); (iii)
..".;r yeS)

xes) y'(s)

se prouve sans peine, en remarquant

Z(S) est une somme ama'Igamee dans

la categora.e des ensembles. Pour prouver (ii), on doit prouver que deux morphismes d'un

S dans Z eorncidant sur un raffinement R de S sont egaux. Or tout morphisme d'un S
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representable dans Z sa remonte par construction de Z en un morphisme de S

dans Y. On voit alors aussitOt qu I il suffit de prouver que pour tout prefais­

ceau U et tout couple de morphismes f;.g: U Y tels que w f =w g '.

il existe un morphisme unique U ­7 X avec u f =v g. Or pour ca faire , il

suffit de prouver 1 'assertion correspondante pour les composes de ces morphismes

avec tout T ­­­­) U aU Test rep:resentable ; on peut dono supposer U = T re­

presentable • Mais Ie diagr8lllllle X(T) ­­­­'1 Z('r) est un conoyau dans la

categorie des ensembles; X(T) etant une relation d'equivalence dans Y(T) , ce

qui acheve la demonstration.

Lemme 4.4.6. Une famille couvrante est epimorphique effective universelle •

Comme la notion de famille couvrante est stable par extension de la

base , il suffit de montrer que toute famille couvrante est epimorphique effec­

tive • Soit done t FL --+ F} une famille couvrante • Considerons Le pre­

faisceau G image de cette famille • On a un diagramme

F.
J.

G ­­­... F
JI

a(G)

La famBle de morphismes de prefaisceaux {Fi ­7 GJ est epimorphique effec­

tive , car c 'est une verification qui se fait argument par argument, et car dans

la categorie des ensembles, famille epimorphique effective veut simplement dire

famille surjective. Comme G F est un monomorphisme, les produits fibres

F. x.. F. sont les • De plUS , pour tout faisceau H, on a
J. If J

Hom(G,H) '" Hom(F,H)

Il en resulte que la famille donnee est bien una famille epimorphique effective

de morphismes de faisceaux •

Lemme 4.4.7. Toute famille de morphisme de faisceaux f Fi F J se factorise

en una famille couvrante {Fi ­­} GJ et un monomorphisme G ­­. F •
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Il suffit en effet de prendre pour G Le faisceau image de la famille

donnee •

Demonstration du tMoreme : on a vu en 4.4.6 que (iii).=}o (ii) 1. on

a evidemment (ii) (i) • SoH enfin {Fi F} une famille epimorpmque

d 'apres 4.4.7 , elle se factorise en une famille couvrante suivi d 'un monomor­

phisme • Mais ce dernier etant majore par une famille epimorphique est un epi­

morphisme , done un isornorphisme par 4.4.4.

CQFD.

Remargue 4.4.7. Comme Le prefaisceau image de La famille est separe, la

construction du faisceau associe montre que les conditions du theoreme sont aussi

equivalentes aux suivantes :

(v) Pour tout S t= Ob Q. , tout f c: F(S) est localement dans llimage

de ;; , c lest­a.­dire

(vi) Pour tout S t Ob Q. et tout f e F(S) , 1 'ensemble des S' -+ S

tels que 1 I image de f dans F(S ,) soit dans 1 'image d 'un dSs

F. (S I) est un raffinement de S.
J.

(vii) (ss la topologie est definie par une pretopologie). Pour tout

S e Ob Q. et tout f E F(S) , il existe une famille

{Sj s} ER(S) telle que pour tout j llimage f j de f

dans F(S.) soit dans l'image de 1 'un des F.(S.) •
J J. J

Remargue 4.4.8. 8i Ie faisceau Fest representable, les conditions precedentes

sont aussi equivalentes a

(viii) L'ensemble des T -7 F (T e Ob Q.) , tels qu'il existe un i

et un diagramme commutatif

F. .;. F
J. .>t

T

est un raffinement de F •
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En effet, si (viii) est satisfaite. 1e prefaisceau image des F.

majore un raffinement de F • ce qui entraine que 1a fami11e est couvrante.

Reciproquement. on applique (vi) a idF E F(F) •

Cette condition s 'exprime en langage image de la maniere suivante : localement

sur F, il existe un i tel que F. F posssde une section • En particulier
:l.

un morphisme G F aU G est un faisceau et F un faisceau representable sera

couvrant si et seu1ement si i1 pcsssde localement (sur F) una section.

Proposition 4.4.9. Toute relation d 'equivalence dans £:' est effective uhiver­

selle (3.3.3 ).: soit R Q.­relation d 'equivalence dans le faisceau X;

alors 1e faisceau associEl au prefaisceau separe

i(X)!i(R): S 1-1----4) X(S)/R(S)

est un quotient effectif universel de X par R.

Soit X/R 1e faisceau quotient de X par R, qui existe par

4.4.1 (ii): X/R = a(i(X)!i(R)) • Il nous faut montrer que X --+ X/R est un

epimorphisme effectif universel , et que 1e morphisme f:R --+ X xX/R X est un

isomorphisme • La premiere assertion a deja ete demontree (4.4.3 ) • Quant a f,

il provient par application du foncteur a du morphisme i(R) ­­:,. i(X) Xi(X/R) i(R),

ou ,comme i(X)/i(R) est SePE\.I'e (4.4.5 (ii)) done i(X)/i(R) -+- i(X/R) est un

monomorphisme. du morphisme canonique i(R) i(X) xi(X)/i(R)i(R) •

On est done ramene a demontrer La assertion dans la categorie des prefaisceaux •

Mais i(X)/i(R) est le prefaiseeau S ......­..X(S)/R(S) et on est ramene a demontrer

l' assertion analogue dans La eategorie de s ensembles, OU elle est immediate •
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Proposition 4.4.10. SOUS les conditions de 4.4.9 , soit I un soue-faisceau de

X. Notons lly la relation d'equivalence induite dans I par R. !lars 1e

morphisme canonique (3. 1.6 )

I/lly )0 JVR

est un monomorphisme; 11 identifie I/lly a. lL.""l soue-faisceau de X/R, qui est

1a faisceau-ima.!re du morphisme compose

I ---+ X X/R •

Le morphisme de prefaisceaux

--4-) i(x)/i(R)

est un monomorphisme • Comme le foncteur a est exact a. gauche (4.3.16 ), U

transforme monomorphisme en monomorphisme et

) X/R

est un monomorphisme • La derniere assertion resulte du diagramme commutatif

-------+) X

--40) X/R

at du fait que I -..,. est couvrant •

En vertu de cette proposition, nous identifierons toujours I/lly a. un
soue-faisceau de X/R.

,...,
Proposition 4.4.11. Soit R Q,-,relation d 'equivalence dans le faisceau X.

Pour tout sous-faisceau I de X stable par R, notons I' le quotient

considere comme un sous-faisceau de X' = X/R • Alors I = I' xX' X , et les

.applications I I ) ,et T'xX' X realisent una correspondance

bijective entre l'ensemble des sous-faisceaux I de X stables par R et

l'ensemble des sous-faisceaux II de XI •
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3i yl est un sous-faisceau de Xt, alors ylxX' X est un soue-

faisceau d$ X stable par R. Si YI est obtenu par passage au qUotient a par-

tir d 'un aous-rai scesu Y de X, alors YI XXI X majore Y. I1 suffit donc de

montrer tpe si 1 'on a deux eoue-f'ai.eceaux Y et Y
l

de X, stables par R, Yl
majorant Y, et si les quotients Y/Ry et Y/Ry sont identiques, alors

1
Y = Y
l'

On est evidemment ramene a. demontrer la assertion dans le cas ou

Y
I
= X • Notant alors P (resp. Q) le prefaiseeau i(X)/i(R) (resp. ,

le diagramme

X P

t t
y ) Q

est cartesian • Comme on a un diagramme commutatif

P C a(P)

t II
Q r a(Q)

le monomorphisme Q Pest couvrant , done Q est un raffinement de P •

Par ehangement de base, Y est un raffinement de X. Comme X et Y sont

des faisceaux, cela entra1ne (4.3.12) Y =X •

4.4.12. En particulier, si Y est un eoue-f'ai.eceeu de X, et si yl =Y/Ry ,

alors la correspondance preeedente definit un sous-f'edscaau Y de X, stable

par R, majorant Y et minimum. pour ces proprietes , que lion appelle le

sature de Y pour la relation d'equivalence R.

4.5. Le cas d 'una topologie moins fine que la topologie canonigue •

D'apres 4.3.6 et 4.3.8, les conditions suivantes sont equivalentes

pour una topologie T sur Q:
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(i) Test moins fine que La topologie canonigue de Q.

(ii) Tout prefaisceau representable est un faisceau pour T •

(iii) Tout crible couvrant pour Test epimorphique effectif universel.

Si Test definie par une pretopologie S R(S) , ces conditions equivalent

encore a.

(iv) Toute famille Ii R(S) est epimorphique effective universelle •

..
Dans le cas oii ces conditions sont verifiees, le foncteur canonique Q Q

se factorise par un foncteur jQ = j : Q Q (on notera ausst j (S) = S)

,.,
Proposition 4.5.1. Le foncteur j C est pleinement fidele • commute aux
limites projectives quelconques • 11 est en particulier exact a gauche et conserve

donc les structures algebriques definies par limites projectives finies .

Cela resulte immediatement de La consideration du diagramme commutatif

et de 4.4.1 (i)

Avant d 'exhiber d 'autres proprietes du foncteur j, il nous faut

definir la topologie induite sur une categorie f/S ' Ne supposant plus neces­

sairement la topologie donnee moins fine que la topologie canonique , cela se

fait de la maniere suivante : si C est un crible de T dans Q et si on a

un morphisme T S , alors C definit naturellement un crible de T dans

Q/S (car la definition d 'un crible de T ne depend que de la categorie

Q/T = (.Q.;s)/T]' Si, par exemple , C est defini par la famille {Ti T } ,

alors son image dans f/
S

est defini par La famille constdsree comme

famille de morphismes de Q/S' Ceci dit , 1 'application T I >J(T) definit

une topologie sur Q/S dite topologie induite par la topologie donnee • Avec

les definitions de [AS] 2.3 , c 'est la moins fine des topologies sur Q/S

pour laquelle Ie foncteur canonique
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----'» Q

est un oomorphisme • On remarquera que lea identifications

respectent par definition les topologies.

Proposition 4.5.2. Soient S un faiseeau representable Q et F S

un morphisme de Q.. Pour que S I (S I,F) soit un prefaiseeau separe

un faisceau) Q;s' il faut et il suffit que F soit un prefaisceau

separe (resp. un faisceau) Q •

Pour tout foncteur P, on a I 1.4.1)

Pour tou.t S I E Ob Q et tout crible couvrant CI de S I , on a un isomorphisme

Hom(C "sh...... Hom(S I,S)

ear S es!: un faisceau • La proposition resulte immediatement de ces deux

formules •

Corollaire 4.5.3. La topologie induite sur Q/Spar une topologie sur Q.

moins fine que la topologie canonigue de Q, est moins fine que la topologie

canonique de Qjs •

Coroll_ire 4.5.4. Supposons la topologie donnee sur Q. moins fine que la topo­

logie canonique • Pour tout S Eo Ob Q. , on a une equivalence de categories
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Les diagrammes suivants sont commutatifs a isomorphisme pres [Toutes les

fleches non designees sont des equivalences] :

(jc) /s Nt (il} / "S' .. (aQ?Is ,.,
Q/S 0.; w 0.; .. 0.; ,.,- ) - S :> - S " - s

/I ! !; i a
"Q/S -..J f/S »<: f./s --"

Q/S ) (Q/S) !II (Q/S) (Q/S)

"" ...--
(Q/s) IT )0 (£/8) IT

...-...-
«Q/s)/T)

-......'

fiT ) (Q/T)

La commutativite des deux premiers carres resulte de la definition de

1 'equivalence Q/s --+ . Pour demontrer la commutativite du demier,

i1 :faut voir que Ie carre suivant est commutatif

L' C.; A., - s

L" /"'--...

(Q/S)

..
aU L I est 1f'. restriction du fo.ncteur L

Q
a Q/s et L" 1e foncteur L.Qs;

ceci sa voit aisement en revenant a 1a definition des foncteurs L (apres 4.3.9 ).

Quant au second diagramme , ce n'est autre que La restriction aux categories de

faisceaux du diagramme correspondant sur les categories de prefaisceaux

(Expose I, n? 1) qui est commutatif •

Scholie 4.5.5. Les diverses assertions de ce numero montrent que dans 1e cas aU

la topologie donnee est moins fine que la topologie canonique, on peut identifier
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,/V

£. a une sous-categorie pleine de £., sous-categorde pleine de £. at

que dans cette identification, on peut se livrer aux abus de langage, habituels en
...

ce q)li concerne £. £. , justifies par les commutativites precedentes • Remer-

quons explicitement que Le'premier diagramme de 4.5.4 montre que l' on pourra se

sarvir sans precaution speciale du foncteur a.

Nous verrons dans Ie numero suivant que l'identification de C a une sous-cate-,..
gorie pleine de f (contrairement a ce qui se passait pour f), commute a la forma-

tion de certaines limites inductives et nous dirons alors comment utiliser ce fait.

A partir demaintenant et sauf mention expresse du contraire , nous

supposerons la topologie donnee moins fine que la topologie canonique et nous

ferons systematiquement les identifications exposees ci-dessus •

Proposition 4.5.6. Soient F et G deux faisceaUX au-dessus de S et

f : F -----7 G un S-morphisme • Les conditions suivantes sur f sont equivalentes:

(i) f est un monomorphisme un epimorphisme, rasp, un iso-

mOrphisme) r.
(21) f est un monomorphisme (resp. un epimorphisme, resp. un iso-,.. ..........,

morphisme) £./S = (Q,/s) •

Pour monomorphisme et isomorphisme , c 'est evident (c 'est una question de

prefaisceaux) • Pour epimorphisme , cela resulte de La description des epimorphis-

mes conme morphismes couvrants et du fait que, par definition de la topologie
,." ,."

induite , ceux-ci sont les dans £. et ¥s .

Proposition 4.5.7. f F --» G un morphisme de faisceaux • Les conditions

suivantes sont equivalentes

(i) f est un monomorphisme (resp. un epimorphisme, resp. un iso-

morphisme) •

(11) Pour chaque S E.Ob £. , f
S

F
S

--;,. G
S

est localement un
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monomorphisme (resp. un epimorphisme , un isomorphisme) , c 'est-a.-dire-.- . ,

(iii) Pour chaque S IE Ob Q • l'ensemble des T --+ S tels que

FT G
T

soit un monomorphisme un epimor,phisme , resp. un isomor,phisme)

est un raffinement de S.

8i la topologie donnae est dafinie par une pratopologie, ces conditions

sont encore 69).lival.entes a la suivante %

il existe una famille couvrante

soit un monomorphismetelle que pour tout i, FS. --+ GS•
l. l.

un epimorphisme, ,resp. un isomorphisme) •

(iv) Pour chaque S e Ob C ,. -
{3i 3} R(S)

,8i la categorie Q posesde un objet final. e, on peut se contenter

de prendre S = e les conditions (ii), (iii) et (iv) •

On a evidemment (ii) (iii) # (iv) • Pour demontrer 1 'equiva-

lence de (i) et (ii) ainsi que le supplement concernant l'objet final, il

faut montrer que (ii) (i) et que les notions envisagees sont stables par

extension de la base • Demonbrons d' abord ce dernier point • Pour monomorphisme

et isomorphisme , 0 'est evident (0 'est une question de prefaisoeaux) • Pour

epimorphisme , cela resulte du fait que tout epimorphisme de faisceaux est um-

versel (4.4.3 ) • Montrons enfin que (ii) entraine (i). 8upposons que

f
S:F3 G

S
soit localement un monomorphisme (resp. un isomorphisme) • 11

existe alors un crible couvrant C de 3 tel que pour tout T -. C ,f
T

soit

un monomorphisme , (resp. un isomorphisme) • Comme une limite projective de mono-

morphismes (resp. isomorphismes) en eG't un ,Hom(C,f) sera un monomorphisme

(resp. unisomorphisme) (cf. 4.1.4). Le diagramme oommutatif

Hom(C,F)

F(S)

Hom(C, f)

f(3)

montre alors que f(3) est injectif (resp. bijectif) • Supposons enfin que
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F G soit localement un epimorphisme et soit H C G 1 'image de f. Pour

chaque S -+ G, H x
G
5 est 1 'image de f x

G
S : F xG 5 -+5. Pour mon-

trer que f est un epimorphisme , il faut montrer que H est un raffinement de

G , c 'est-a-dire que H x
G
S est un raffinement de S pour chaque 5. Mais

comme il en est ainsi apres tout changement de base T --'l>- 5 d 'un raf'finement de

5 (si f xG S est localement couvrant), H x
G
S est bien un raffinement de S

(Axiome (T 2» •

Corollaire 4.5.8. Soient F et G deux faisceaux au-dessus de S et f: F G

S-morphisme • Pour gue f soit un monomorphisme , un epimorphisme, re sp,

un isomorphisme , il faut et il sufnt qu'il Ie soit localement sur 5.

Remargue 4.5.9. La demonstration de la proposition montre que celle-ai reste

valable , pour la partie concernant les monomorphismes (resp. les isomorphismes)

lorsqu 'on suppose seulement que F est un prefaisceau separe (resp. un faisceau)

E't G un prefaisceau quaLconque (resp. un prefaisceau separe) •

Revenons provisoirement au cas d'une topologie guelcongue at posons una

definition.

A

Definition 4.5.10. G F un morphisme de Q. On dit que G est un

faisceau relatif au-dessus de F .51 pour chaque F-foncteur H at chaque raffi-

nement R H, l'application canonique

est bijective.

La proposition 4.5.2 se generalise aussitM :

Proposition 4.5.11. 5i F est un faisceau, G est un faisceau relatif au-

dessus de F si et seulement si c'est un faisceau •

A

Lemme 4.5.12. Dans la situation X ... T -+ S (ou X,T,5, sont trois objets de .Q.)
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nsi X est un faisceau relatif aU-dessus de T , alors U = T/S X est un fais-

ceau relatif au-dessus de S.

En on a pour tout S-fonctaur Y

Si C est un crible de Y, alors T X
s
C est un crible de T X

s
Y on

conclut •

Corollaire 4.5.13. Les prefaisceaux 1!2!!!.r/s(x,Y) , IsomS(I,Y),. •• , sont des

faisceaux lorsque les arguments qui y interviennent en sont aussi •

En effet, tous cas prefaisceaux sont construits a l'aide de produits

fibres et de prefaisceaux n- ( I 1.7 at II 1). 11 suffit de

verifier le resultat pour un prefaisceau U X; en ce cas, l' assertion resulte

de 4.5.11 et 4.5.12.

4.6. Description du quotient d'un faisceau par une relation d'equivalenca •

Rappe lons que nous supposons la topologie T donnee moins fine que la

topologie canonique •

Pl,P2
Proposition 4.6.1. Soit R ... X Q-relation d 'equivalence dans le

faisceau X. Soit F e.Ob Q defini COmme suit: pour chaque S de Q, F(S)

est 1 'ensemble des sous-S-faisceaux Z de stables par RS' e t dont le quo-

tient par RZ est S (c 'est-a-dire tels que le diagrarnme RZ-= Z ----. S soit

exact) • Alors pour tout faisceau Y, Hom(Y,F) s'identifie a l'ensemble des

de X x Y stables par R x Y et dont Ie quotient est Y. En

particulier le sous-faisceau R de X x X correspond a un element p de Hom(X,F)

et Ie diagramme

R p • F

est exact , done identifie F faisceau-quotient X/R.
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Posons en effet Q = x/R • Pour tout faisceau Y et tout morphisme

f Hom(r,Q) correspoIXlant a une section s: Y Y x Q , consfderons Le dia­

gramme

RxY ===t Xx¥

t
Z

­­+)QxY

s t
----> I

oU Le carre est cartesien. Il est immediat par 4.4.11 que Z est un sous­

Y­faisceau de X x Y , stable par R x Y , dent Le quotient est Y, et que,

reciproquement, tout Z de ce type provient d'une unique section de Q x Y

sur Y. Prenant d 'abord Y representable, on en tire un isomorphisme

Q F. Prenant ensuite Y quelconque, on en tire la forme annoncee de

Hom(Y,F) • Oonstdersnt enfin Le morphisme canonique X Q , on voit aussitet

qu'il correspond au sous­X­faisceau R de X x X , ce qui achsve la demonstration.

Corollaire 4.6.2. SoH G un sous­foncteur quelconque de F tel que

Hom(X,G) c: Hom(X,F) contienne R. Alors Ie morphisme canonique X-+F

se factorise par G. Comme X ­..,. F couvrant (4.4.9 et 4.4.3 ) .n en

resulte que G est un raffinement de F. En partiaulier, .tout sous­faisceau G

de F verifiant'la condition precedente est egal a F (4.3.12) •

4.6.3. Nous allons maintenant nous interesser au cas ou X et R sont repre­

sentables • Introduisons d 'abord une terminologie • Outre les conditions (a) a

(d) introduites en 3.4.1 ,nous utiliserona d 'autres conditions sur una

famille (M) de morphismes de Q que nous enongons ai­apres, en rappelant les

conditions (a) a (c) deja donnees, pour complet •

(a) (M) est stable par extension de la base •

(b) Le compose de deux elements de (M) est dans (M) •

(c) Tout isomorphisme est element de (M).

(dT) Tout element de (M) est couvrant •
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(eT) Soit f: X Y un morphisme de Q. S'il existe un raffinement

R de Y tel que pour tout Y' R, X Xy Y' --+ Y'

soU element de (M), alors f est element de (M).

Rappelons que (a) et (b) entra1nent

(a') Le produit cartesien de deux elements de (M) est element de (M) •

D'autre part (a) et (d
T)

entra1nent par 4.3.9.

(d') Tout element de (M) est un epimorphisme effectif universel •

4.6.4. Les conditions precedentee sont verifiees par La famille des morphismes

couvrants , notee (M.r), lorsque Q possede des produits fibres • En affet (a)

resulte de (C 1) (4.2.3 ), (b) de (C 2), (c) de (C 4), (dT) de la

definition, (e
T)

de (C 5) • Les resultats que nous allons etablir pour une

famille verifiant ces conditions s'appliqueront en particulier a la famille

En particulier, on pourra prendre pour T la topologie canonique et pour

la famille des epimorphiemes effectifs universals.

4.6.5. Soit (M) une famille de morphismes verifiant les propriet6s. (a)

(eT) precSdentes. Soit R Q-relation d 'equivalence dans XE Ob Q ,
"'" '" ,-vde type (M). X Ie faisceau defini par X, R la Q,-relation d 'equi-

vale nce dans X definie par R et $tR Ie faisceau-quotient • Pour que R soit
,yN

(M)-effective, il faut et il suffit que X/R soit representable. S'il en est
N ,.,

ainsi, X/R representable par Ie quotient X/R.

Supposons d'abord que R soit (M)-effective et notons Y =X/R •

Le morphisme canonique p: X --JIIY est elEiment de (M), done couvrant par (dT) •

Le morphisme correspondant

N --est done un epimorphisme effectif universel de Q. (4.4.3), done identifie JVR
,., ,., IV

au quotient de X par la relation d 'equivalence R' definie dans X par p •
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"""Comme le foncteur canonique Q Q commute aux produits fibres, R' n'est
'V

autre que R, car Rest La relation d 'equivalence dSfinie par p •
,., 'oJ'

Reciproquement, supposons X/R representable par un objet Y de C.
-' "!!d

Soit p: X -+ Y Ie morphisme deduit du morphisme canonique X ; c'est

un morphisme couvrant par 4.4.3 • 11 est clair comme tout a l'heure que Rest

la relation d 'equivalence definie par p. 11 ne reste plus qu 'a montrer que

p E (M) • Or Ie carre cartesien

p

X

Y

montre que p devient P2 qui est un element de (M) apras changement de base

par le morphisme couvrant p. On conclut par (aT) •

Nous semmes maintenant en mesure d 'enoncer Le resultat principal de

ce numero •

TMoreme 4.6.6. Soit (M) une famille de morphismes verifiant les axiomes (a)

(eT) de 4.6.3. Soit R Q-relation d'equivalanca de type (M) dans

l'objet X de Q. Considerons Ie foncteur FE Ob Q defini comme suit: F(S)

est l'ensemble des sous-S-faisceaux Z Xs stables RS et tels que la

relation d 'equivalence induite ait pour quotient S. Soit F0 Ie sous-foncteur

F dafini comme suit: F (S) est forme des Z" F(S) representables. c 'est-
o

a-dire des sous-Q/S-objets de % stables par R
S

et tels que la relation d 'equi-

valence induite soit (M)-effective et ait comme quotient S (c 'est-a-dire

Rz Z Xs z" z s element de (M».

(i) Le morphisme p E Hom(X,F) =F(X) defini par Ie sous-objet

R de X x X identifie F f'ai.aceau-quotdenf de X par R.
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(ii) Les conditions suivantes sont equivalentes

a) F est representable •

b) F est representable •
o

c) R est (M)-effective.

Sous ces conditions, F = F = X/R
o

(iii) Soit (N) une famille de morphismes stable par changement de

base , telle que pour toute famille couvrante f 8i -+ s} et toute famille

{T1 --» S1} de tnorphismes de (N), toute donnee de desoente sur les Ti rela-

tive a. I 81 S} soit effective. Supposons X g,uarrable et Ie morphisme

R X x X element de (N). liars F =F •
o

Demontration. (i) a deja ete demontre (4.6.1 ) •

(ii) On a vu 1 'equivalence de a) et de c) ainsi que F = X/R •

est representable,

Remarquons d'abord,

8 xX/ R x 8 X x 8

F est bien un sous-
o

foneteur de F; en effet pour tout S E Ob f et tout Z E F (S) , Ie
o

morphisme Z S est quarrable, done Z x 8' element de F (8') pour
S 0

tout 8' 8 . Comme R E F(X) appartient a. F (X) , 4.6.2 montre que
o

c) verifie. Le morphisme X

E Ob C et tout Z E F(8) , Ie dia-

b) :::::) F = F . Supposons maintenanto
est element de (M) et pour tout S

gramme (*) de 4.6.1 montre que Z =

II reste a prouver que b) ou c) implique F = F
o

eomme il est d'ailleurs affirme dans l'enonee, que

done element de F (8) •
o

(iii) Soit f Hom(S,F) correspondant a z E F(S) • On doit

montrer que f se faetorise par F ,e'est-a.-dire que Zest represen-
o

table. Clest d'abord clair si f se faetorise par X en vertu de :

Lemme 4.6.7. Soit Xo • L'image de X
o

dans F(S) correspond au sous-

faisceau Z de .xs defini par les deux carres 'Cartesiens
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idx...X Jeo
0

X x X1> Xs .>

1 1 'r
z ...." R

S
R

Ce lemme aussitOt de la description du morphisme X F .

Revenons a la demonstration du theoreme • Si f se factorise par X, alors

Z est representable et le morphisme Z -+ element de (N). En general ,

f ne se factorise pas necessairement par X; mais,comme X Fest cou­

vrant (4.4.3 ) il existe par 4.4.8 une famille couvrante fSi ­­7 S j
et pour chaque i un morphisme S. X rendant commutatif le diagramme

J.

D'apres ce qui precMe, le morphisne f. : S. F defini par le diagramme
J. J.

cedent appartient a Hom(S.,F) et correspond au sous­faisceau Z Xs S. de
J. 0 J.

.lIs
i

• Le morphisme Z Xs Si ­7 Xs
i

est element de (N) et la familJe

Xs
i
---+ couvrante. n n 'y a done plus qu 'a etablir :

pre­

Proposition 4.6.8. Soient {Si ­­­.,. S} una famille couvrante et F !:!!!: fais­

ceau au­dessus de S. Supposons que pour chague i, le Si­foncteur F Xs Si

soit representable par un objet T. • Alors la famille des T. est munie d'une
J. J.

donnee de descente canoni9.ue relative a s. ­­­. S. Pour que F soit represen­
J.

table, 11 faut et i! suint gue cette donnee soit effective; s'i! en est atnai.,

1 'objet "descendu" represente F.

Remarquona d 'abord que d 'apres,.,
morphique effective universelle dans Q.,

S1 F est representable par 1 'objet T ,

est isomorphe a F Xs S1 ,. done la donnea

4.4.3, S. ­­. S est une famille epi­
J.

donc una famille de descente dans Q..

alors T Xs Si (considere comme faisceau)

de descente sur les T. est effective
J.
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et l'objet descandu (unique) est isomorphe a. F. Reoiprocpement, supposons que

la donnae de descente canonicpe sur les T. soit effective et soit T Itobjet
1

descendu • Comme la famille {Si S 1 est una famille de descente dans Q,
il existe un S-morphisme T --4F qui par extension de la base a chaque S.

1

redonne Ie morphiane canonique Ti F Xs Si' Ce morphisme est localement un

isomorphisme ; comme T et F sont des faisceaux, il resulte de 4.5.8 que

o 'est un iSOIlIorphiane •

Corollaire 4.6.9. R una relation d'equivalence (M)-effective dans X.

Pour tout faiaoeau F , l'application

Hom(X/R,F) ---'}.) Hom(X,F)

identifie Ie premier ensemble a la partie du second formee des morphismes compa.-

tibles avec R.

Corollaire 4.6.10. Soit Tt una topologie moins fine que T, pour laquelle les

morphiames de (M) soient couvrants. Sous les conditions de (iii), X/R est

aussi Ie faisoeau-quotient de X par R dans toute topologie intermediaire entre

T' et la topOlogie canonique •

Remargue 4.6.11. 5i dans l'enonce de (iii), on suppose de plus que,dans les

hypotheses du texte, si on note T 1 'objet descendu, le morphiSlll& T --+ S

est element de (N) t elors les morphismes d'inclusion Z c...,.. xs sont ausai

elements de (N), comme il results aussitM de la construction de Z par

descente •

Remargue 4.6.12. Les implications

c) ==;;> F =F =X/Ro

ont ete etabliea sans reeourir a la partie "11 suifit" du lemme 4.6.5 , qui est
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Le seul endroit ell 1 'on utilise la condition (e
T)

• Elles restent done valables

si (M) venfie seulement les oonditions (a) a (d.r) • Un exemple de telle

famille (N) est celIe des morphismes guarrables couvrants (comparer avec 4.6.4.).

Dans Ie cas de la topologie canonique, ceux-ci ne sont autres que les epimorphismes

effectifs universels. On a dono :

Corollaire 4.6.13. R une relation d 'equivalence effective universelle

dans X. X/R est Ie faisceau.-oquotient de X par R pour la topologie

canonique • Il represente Ie foncteur suivant: X/R (S) est l' ensemble des

Z de .xs stables par RS et tels que la relation d 'equivalence

induite sait effective universelle et ait comme quotient S.

De , pour une topologie quelconque :

Corollaire 4.6.14. Soit (M) la familIa des morphismes quarrables couvrants •

Si R est une relation d 'equivalence (M)-effective dans X, alors X/R est

faisceau-quotient X :2.<g' R et represente le foncteur F0 4.6.6.

Scholie 4.6.15. Nous pouvons maintenant apporter les precisions suivantes a.
4.5.5. Alors que dans les questions faisant intervenir exclusivement des limites

projectives ( produits fibres, structures algebriques••• ), on peut, d 'apres les

resultats de l'Expose I et 4.5.5, identifier indifferemment Q. a une soua-
,; A

categorie pleine de Q. ou de Q., 11 nten est pas de dans celles qui

limites projectives et inductives • Dans toutes les questions faisant

intervenir a la f01s des limites pro.;ectives et des limites inductives. en par-

ticulier des passages au quotient (exemple : structure de groupe sur Ie quotient

d 'un groupe par un sous-groupe invariant), nous considererons la categorie donnee

comme plangee dans la categorie des faisceaux ; ainsi si Rest une Q.-relation

dfequivalence dans lfobjet X de Q., X/R designera Ie de X

par R (designe anterieurement par j(X)jj(R», donc dans Le cas ou ce faisceau

sera representable, 1 'objet qu'il represente • Les resultats precedents montrent

que dans les cas les plus importants, un quotient dans Q. sera aussi un quotient
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dans la categorie des faiaceaux j de toutes f'aoons, nous nous interdisons 1 'emploi

de la notation X/R pour un quotient dans Q qui ne co'!nciderait pas avec Le
"."

quotient dans Q (par example qui ne serait pas universel), modifiant ainsi les

definitions du nO 3 •

Pour etudier un probl.eme du type ci-dessus, on se place done d ' abord

dans La categorie des faisceaux, oU tous les rasultats habituels sont valables

(no 4.4 ), puis on particularise les resultats obtenus a la categorie de depart,

en utilisant les resultats du present numdro et, lorsqu1on en posesde , des cri-

teres d 'effectivite de dascenta, Nous varrons den exemples de cette methode dans

les numeros suivants •

4.7. Utilisation de criteres d'effectivite : theoreme d'isomorphie •

Dans ce numero, nous donnons un exemple d 'utilisation de criteres d 'ef-

fectivite • Les donnees de depart sont une topologie .1 sur Q (toujours moins

fine que La topologie canonique) , une famille (M) de morphisnes de Q verifiant

les axiomes (a) a (e
T)

de 4.6.3 et une famille (N) de morphismes de Q

susceptible de verifier les axiomes suivants :

(a) (N) est stable par extension de la base •

(fT) "Lea morphismes de (N) se descendent par la topologie donnee"

c 'est-e.-dire : pour tout 8 Eo Ob Q , toute famille couvrante [8
i
---i- 8 J et

toute famille {T
i
-+ 8

i}
de morphismes de (N), toute donnss de descente

sur les T. relativanent a £8. --+ S '- est effective, et si on note T
J. J. J

1 'objet descendu , Ie morphisme T...-,.. 8 est element de (N).

Signalons tout de suite un exemple de cette situation, qui sera traite

plus tam: Q est La categorie des prescMmas ,.1 la topologie fidelement plate

quasi-compacte j (M) la famille des morphisrnes fidelement plats quasi-compacts,

(N) la famille des immersions fermees , ou celIe des immersions quasi-compactes •

Rappelons Le resultat principal de 4.6.6 (compte tenu de 4.6.11) :



Proposition 4.7.1. Si X ElEJt un objet quarrable de £, R une relation d'e-

qudva.l.ence de type (M) dar,s X , te1l8 que X--) R x R soit element de (N) ,--
(N) verifient (a) at (f

T
) , aIor-s :0 faisceau-quoticnt X/R est defini par

X/R (S) ;:;: ensemble des sous-S-objets Z de X
S'

stables par

RS ' tels que Z eoit element de (N),

Z -.o7S eoit couvrant (ou element de et que

R
Z

Z Xs Z •

SoU X un objet de Q, Rune relation d 'equivalence (M)-effective

dans X, notons X' = X/R • Pour tout sous-objet yl de X' tel que Le mor-

phisme canonique yt soit element de (N), Ie sous-objet Y;:;: yl xX' X

de X est stable par R, Le morphisme canonique y X est element de (N),

(si (N) verifie (a», la relation d 'equivalence induite dans Y est

(M}-effeetive (4.4.11 et 4.6.6) et son quotient est yl • Reeiproquement,

montrons que tout sous-objet Y de X, stable par R, tel que Le morphisme

structural X.....-7 Y soit element de (N), s' obtient de cette fagon ; en effet,

si Y est stable' par R, ses deux images dans R;:;: X xX' X sont identiques et

Y est muni d 'une donnee de descente relative a X X' • Pour avoir Ie resultat

cberche, il suffit done que La familIe (N) verifie 1 I axiome suivant (entra1ne

par (f
T
) et les conlitions sur (m)

(f
M)

si Y est element de et X -? \ element de (M),

toute donnee de descente sur Y relative a X est effec-

tive ; 8i on note Y
1

llobjet descendu, Y
l
-) \ est element

de (N).

On a done

4.7.2. Soit R une relation d'equivalence

(N) una famille de morphismes verifiant (a)

objet Y de X, stable par R et tel que Ie morphisme

(M)-effective dans X.

(f
M)

• Pour tout sous-

Y-?X soit element
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de (N), la relation d 'equivalence induite dans Y par R est (M)-effective

et le quotient Y/Ry = Y' est un sous-objet de X' = X/R tel gue yl -?o X'

soit element de (N) • L 'application Y It realise une correspondance bi-

jective entre 1 I ensemble des sous-objets Y de X, stables par R, tels gue le

morphisme Y X soit element de (l-:), et 1 'ensemble des SOlis-objets yl de

X' tels que le mOI1lhisme Y' -.l). X' soit element de (N). L'application reci-

proque est yl Y' X X.
X'

Corollaire 4.7.3. Supposons de plus que R X x X soit element de (N).

pour tout Y comme dans I' enonce, Ry -? Y x Y est aussi element de

(N) • Si (N) verifie (a) et (f
T
) , on a done

yI(S) = ensemble des sous-S-objets Z YS' stables pax RS I

tels que Z ys soit (Hement de (N) (alors Z -'l>%
est aussi element de (N)), que Z -') S soit couvrant

et que RZ Z X
s

Z •

5. Passage au quotient et structures algebrigues •

5.1. Fibres princi'eaux homo@nes •

On rappel Ie ( III 0.1) qu 'un objet X a groupe d toperateurs

droite) R est dit formellement principal homogene sous R si le morphisme

canonique (de foncteurs)

XxR X x X

dSfini par (x, h) (x , xh) est un isomorphisme. 11 revient au de

dire (cf. loco cit.) <Fe pour tout S E. Ob Q , XeS) est formellement principal

homogens sous R(S) , c 'est-a-dire vide ou principal homogsne sous R(S) • En

paxticulier , si on fait operer H sur par translations (a droite) ,
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H devient formellement principal homogsne sous •

Definition 5.1.1. L'objet X a groupe dloperateurs H est dit trivial BIn est

isomorphe (comma objet a groupe d 'operateurs H) a H sur lequel H opere par

translat ions •

Proposition 5.1.2. Soit X formellement principal homog8ne BOUS H, Otl a un

isomorphisme

r (X)

d 'ensemble principaux homo.genes sous 1"'1 (H) •

A toute section x de X on associe Ie morphisme de H dans X

defini ensemblistanent par h...-... x h • L 'assertion enoncee est immediate, par

reduction au cas ensembliste •

Corollaire 5.1.3. On a un isomorphisme d 'objets a operateurs H

X Isom.. b' (H,X)
----ri-O J.

Corollaire 5.1.4. Pour qu 'un objet a groupe d 'operateurs soit trivial , il

faut et 11 sufri t qulil soit formellement principal homogene et qu lil possede

section •

Definition 5.1.5. Soit Q. une categorie mume d'une topologie • On dit Ie

5-objet X a 5-groupe d 'operateurs H est fibre principal homogene H

s'il est localement trivial, c 'est-a-dire si les conditions equivalentes sui-

vantes sont verifiees :

(i) L'ensemble des T ---+ S tela que (Ie foncteur) X xs T soit

trivial BOua H Xs Test un raffinement S •
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(i1) II existe une famille couvrante (pour une pretopologie definissant

la topologie donnee) {S1 S} telle que pour chaque i, Ie Si-foncteur

X Xs S1 S1-foncteur-groupe d loperateurs H Xs Si soit trivial ( = possMe

une section sur S.).

Proposition 5.1.6. Soit Q une categorie munie d'une topologie T. Soit (M)

une famille de morphismes de Q verifiant les axiomes (a) (eT) de 4.6.3.

Soient H S-groupe tel que Ie morphisme structural H ----7 S soit element de

(M) et P un S-objet as-groupe d 'operateurs H. Les conditions suivantes

sont equivalentes :

(i) P est fibre principal homogeme sous H (definition 5.1.5 )

(ii) P est formellement principal homogene sous H et Ie morphisme

structural P -+ S est element de (M) •

(iii) II existe un morphisme S' S element de (M) tel que par

extension de la base de S as', P devienne trivial , c 'est-

a-dire que P X
s
S' soit trivial sous H Xs S' •

(iv) H opere librement sur P , de maniere (M)-effective et Ie

quotient H/P est isomorphe as.

Remarquons d 'abord que (ii) et (iv) sont equivalents, compte tenu

du fait que , dans l'un et I' autre cas, P -t S est element de (M), donc

quarrable , ce <pi assure la representabilite des produits fibres H Xs P et

P Xs P. II est clair que (ii) entra1ne (iii), car on peut prendre connne

S' P l'hypothese que Pest formellement principal homogsne entra1-

nant que P Xs Pest trivial sous H X
s
P (5.1.4 ) , car il a une section (la

section diagonale) • II est clair que (iii) entra1ne (i), car {S' S]

est une ft'Jllille couvrante , pax I 'axiome (d
T).

II reste done a montrer que (i)

entra1ne (ii). Le morphisme de faiseeaux P xSH -,. P X
s
P est loealement un

isomorphisme , donc un isomorphisme (4.5.8 ) ; P est done formellement principal

homogsne • Le morphisme structural P S est loealement isomorphe au morphisme
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structural H 5 qui est element de (M) . Il est done element de (M),

par (eT) •

L'equivalemee entre (i) et (iv) se generalise:

Proposition 5.1.7.

S-g:roupe at X

phisme structural

equivalentes =

Sous les hypotheses sur Q. et (M), soient H

S-objet sur leguel H opere (8 droite) • Supposons le mor-

H S element de (M) • Les conditions suivantes sent

(i) H opere librement sur X et de mamere (M)-effective.

(ii) Il existe un S-morphisme p: X-7 Y compatible avec la relation

d 'equivalence definie dans X par Paction de H et tel gue l'operation de

H x5 y X au-dessus de Y qu'on en deduit fasse de X un fibre principal

homogene aous H au-dsasus de Y. Sous oes conditions p identifie Y
Y

quotient X/H.

5i p: X -?> Y est un morphisme compatible avec l' action de H, alora

1 'operation de H xSY sur X au-dessus de Y qu 'on en deduit definit dans X

la relation d 'ecpivalence q)lEl 1 'action de H, en vertu de la formula

la proposition reallte de cette remarque et de l'equivalence (iv)#(i)

precedente •

Nous pouvons maintenant preciser le theoreme 4.6.6 dans Le cas du

passage au cpotient par un groupe d 'operateurs :

Proposition 5.1.8. Dana les hypotheses de 5.1.7, notons F
o

le foncteur au-

dessus de S defini comme suit: pour chaque 5' F (5') est l'ensembleo
des sous-S '-foncteurs representables Z de X Xs S' , stables seus H Xs 5' et

fibres principaUXhomogenes sous ce Sf_groupe pour l'action induite (3.2.2 ) •
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(i) Les corrlitions suivantes sont equivalentes :

a) L'operation de H dans X est (M)-effective.

b) F est representable •
o

Sous ces coniitions , on a F = x/H •
-- 0

(ii) Soit (N) une famille de morphismes , stables par changement de

base , telle que pour toute famille couvrante {S;' S'} et toute famille

{Ti --l)o S;'} de morphismes de (N) , toute donnae de descente sur les T
i

rela-

tivement a. t 8;' S'] sait effective. 8upposons Ie morphisme

X Xs H -7 X Xs X element de (N) X guarrable. Alors l,'element p de

Hom(X,Fo) correspondant au sous-objet X Xs H X xSX identifie F
o

faisceau-quotient X/H.

5.2. Structures de groupes et passage au quotient •

Noua nous ;i.nteressons dans ce numeiro aux structures algebriques que

l'on peut mettre sur Le quotient G/H d 'un groupe par un soue-groupe • Nous nous

placerons d 'abord dans la categorie des faisceaux sur Q. pour une topologie

quelconque • En prenant la topologie canonique et en utilisant 4.6.12 , nous

obtiendrons des resultats pour le passage au quotient effectif universel dans Q..

Proposition 5.2.1. Soit u: H G un monomorphisme de faisceaux en groupes •

II exists sur Ie faisceau G/H una structure unique d'objet a. groupe d'opera-

G telle que Ie morphisme canonique

P G G/H

soit un mOrphisme d'objets a. groupe d'operateurs G. Cette structure est fonc-

torielle par rapport au couple (G,H): 5i on a un diagramme commutatif

H

•
-----'). G

f-!,
G'
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Ie morphisme f: G/H --to G'/H' (3.2.3) est compatible avec Ie morphisme f

sur les groupes d 'operateurs •

En effet , Ie faisceau G/H est le faisceau associe au prefaisceau

i(G)/i(H) : S

oomma le foreteur a est exact a gauohe , il transforme objets a groupes d 'ope-

rateurs en objets a groupe d "operateura • Le prefaisceau i(G)/i(H) etant muni

d'une structure d'objet a groupes d'operateurs i(G) , G/H = a(i(G)/i(H)) est

muni d'une structure d'objet a operateurs a(i(G)) =G • Cette structure jouit

evidemment de toutes les propriet8s enoncees •

Corollaire 5.2.2. u: H -t G un monomorphisme de Q-groupes. Supposons

que l'operation de H G soit effective universelle • II existe sur Ie

tient G/H une structure unique d'objet a groupe operateurs G telle que Ie

morphisme p: G G/H soit un morphisme d 'objets a operateurs • Cette struc-

ture est foretorielle en Ie couple (H,G)(H operant de maniere effective uni;­

verselle dans G) , au sens precedent •

Proposition 5.2.3. Soit u: H --?G un monomorphisme de faisceaux en groupes

identifiant H a un sous-faisceau en groupes invariant de G. 11 existe sur Ie

quotient G/H une structure unique de faisceau en groupes telle que Ie mOrphisme

oanoniq:ue p: G --'> G/H soit un morphisme de groupes • Cette structure est

fonctorielle en Ie couple (H,G) (H invariant) •

La demonstration est sembIable a celIe de 5.2.1.

Corollaire 5.2.4. u : H ­­7 G un monomorphisme de Q.-groupes identifiant

H a un soua-groupe invariant G. Supposons que l'action de H G soit

effective universelle. 11 existe sur Ie quotient G/H une structure de groupe

unique telle que le morphisme canonique G ­­.+ G/H soit un mOrphisme de groupes •

,Cette structure est fonctorielle par rapport au couple (H,G) (H invariant,

H operant de maniere effective universelle) •
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Onpeut caractt§riser la structure de groupe de G/H de maniere plus

parlante

Proposition 5.2.5. Sous les conditions de 5.2.4 K Q-groupe et

f : G K un morphisme • Les oonditions suivantes sont t§quivalentes :

(i) f est un morphisme de groupes compatible avec la relation d 'equi-

valence definie par H.

(ii) f est un morphisme de groupes induisant Ie morphisme trivial

H -)K.

(iii) £ se factorise en un morphisne de groupes G/H K •

En particulier , on a un isomorphisme , fonctoriel en Le groupe K

Hanc (G/H,K) S f E Hom
C.

(G,K) , f 0 u = e 1 .
_-gr. l. _-gr. J

L'equivalence de (i) et (ii) se demontre ensemblistement • On a

evidemment (iii) (ii) . L'equivalenoe de (iii) et de (ii) Nsulte de

la formule

Hom(G/H,K)

et de la definition de la structure de groupe de G/H.

Remargue 5.2.6. Dans la situation precedente , si Ie noyau de fest exacte-

ment H, Ie morphisne G/H K qui factorise f est un monomorphisne • Cela

resulte aussitM de '.'3.4.

Dans Ie cas de faisceaux en groupes , on peut preciser 4.4.11 par la

Proposition 5.2.7. Soient G un faisceau en groupes, H un sous-faisoeau en

g'l"Oupes invariant. Pour tout sous-faisceau en groupes K de G contenant H,
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soit K' 1e groupe quotient K/H considere oomme un soua-groupe de G' = G/H •

On a K =K' xG' G. Les applications K K/H K' K' xGI G rea-

lisent une corresponiance bijective entre l'ensemb1e des sous-faisceaux en groupes

de G contenant H e1; l'ensemble des sous-faisceaux en groupes de G'. Dans

cette corresporrlance , les sous-faisceaux en groupes invariants de G correspon-

dent aux soua-faisceaux invariants de G' •

La premiere partie resulte facilement de 4.4.11 et de 3.2.4

II reste avoir que K est invariant dans G si-et seulement si K' est

invariant dans GI • 8i K est invariant dans G, alors Le prefaisceau

i(K)/i(H) est invariant dans i(G)!i(H) • 11 en est de des faisceaux

associes, en vertu de I' argument habituel • 8i reciprQquement K' est invariant

dans G' , alors Le produit fibre K x
G'

G est invariant dans G, comme on Le

voit immediatement •

8i maintenant L est un sous-faisceau en groupes que1conque de G,

solt L le satura de L pour La relation d 'equivalence definie par H, on

notera aussi L = L • H

Proposition 5.2.8. Sous les conditions precedentes, L. H est un sous-

faisceau en groupes de G contenant H et l'image de L dans G/H s

L • HI H c::::.. L I H()L

En effet , notons L' Le faisceau image de L dans G/H. Ctest un

sous-faisceau en groupes de G/H correspondant a L. H dans 1a correspondence

de la proposition precedente • Comme Le morphisrne L L' est couvrant , done

un epimorphisrne effectif universel de faisceaux , il resulte de 4.4.9 que

Lt s'identifie au quotient de L par 1e noyau de L L' qui n 'est evi-

demment autre que HnL •

Considerons enfin la situation suivante : on a un faisceau en groupes G,

un sous-faisceau en groupes K et un sous-faisceau en groupes H de K,
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invariant dans K. Definissona d 'abord une operation (a. droite) du faisceau en

groupes H\ K ( =K/H) sur G/H. Le groupe K opere par translations a. droite
sur G. Comme H est invariant dans K, cette operation est compatible avec

la relation d'equivalence definie par l'action de H et definit done une operation

de K sur G/H, c 'est-a-dire un morphisme du groupe K
O

oppose a K dans

• Comme ce dernier est un faisceau (4.5.13 ) et que ce morphiame est

trivial sur H, il se factorise par K/H et definit 1 'operation charchee •

Comme les operations de G sur a. droite et a. gauche commutent, les

operations de G et de K/H sur G/H commutent •

Proposition 5.2.9. Sous les conditions precedentes, K/H opere librement

(a. draite) dans G/H et on a un isomorphisme canonique de faisoeaux a. groupe
d 'operateurs G

(G/H)/(K/H) G/K.

Lorsque K est invariant dans G, auquel oas K/H est invariant dans G/H

(5.2.7 ), cet isomorphisme respecte les structures de groupe des deux membres •

On a un isomorphisme de prefaisceaux

qui respecte les structures d 'objets a. groupe d loperateurs i(G) • La r6sultat

annonce s '0btient en appliquant Le foncteur a a. cette relation •

Corollaire 5.2.10. Soient G un K un sous-Q.-;groupe de G, H

un sous-Q.-groupe invariant de K. Soit (M) una famine de morphismes de Q.

verifiant les axiomes (a) !:.. (eT) • Supposons l'operation de H sur G

(resp. K) a. draite (M)-effective. Alors K/H opere de maniere naturelle

librement a. droite sur G/H; operation commute a celIe de G. Les

corrlitions suivantes sont equivalentes
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(i) L'operation de K G (M}-effective •

(ii) L'operation de K/H G/H est (M)-effective.

SOllS oes corxiitions , on a un isomorphisme d 'objets a. groupe d 'operateurs G:

(G/H)/(K/H) G/K •

5.3. Utilisation de criteres·d'effectivite theoreme de Noether •

Soient Q,! et (M) comme d 'habitude • Soit (N) una famille de

morphismes verifiant les axiomes (a) et (f
M)

4.7.

Mettant ensemble 5.2.7 et 4.7." on obtient :

Proposition 5.3.1. 22ll G '!!!! • Soit H un sous-C-groupe de G,

invariant et operant de maniere (M)-effective dans G. Pour tout sous-Q-groupe

K de G majorant H et tel que le mOrphisme K G soit element de (N),

H opere dans K de maniere (M)-effective et le quotient K/H = K' est un

de G/R = G' tel que Ie morphisme K' --.,. Gt soit de

(N) • L'application K K' realise une correspondance bijective entre l'en-

semble des sous-Q-groupes K de G, majorant H et tels q)J.e K G soit

element de (N) et 1 'ensemble des sous-Q-groupes K' at tela que

K' a' soit element de (N). L' application reciproq)J.e est K' t--+ K xa' a .
Dans cette corresporrlance, lea sous-groupea invariants de a correspondent aux

sous-groupes invariants de a'.

Corollaire 5.3.2. 3i H a est element de (N), Q possMe un

,objet final e et la section unite e a/H est element de (N).
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6. Topologies dans la categorie des scMmas .

6.1. La topologie de Zariski l C'est la topologie engsndrae par la pretopologie

suivante : une famille de morphismes t Si -7 S) est couvrante si chaque

morphisme est une immersion ouverte et si la reunion des images des S. est S

tout entier • On la note (Zar).

Un faisceau pour la topologie de Zariski est aussi appele foncteur de nature

locale: c 'est un foncteur contravariant de (Sch) dans (Ens) tel que pour

tout preschema S et tout recouvrement de

diagramme exact

S par des ouverts S. , on ait un

F(S) ---+n F(S.)
1. 1.

11
i

. F(S. () S.)
,J 1. J

En particulier , un foncteur de nature locale transfonne sommes directes en pro-

duits. Comme tout foncteur representable est un faisceau , cette topologie

est moins fine que la topologie canonique •

Au point de vue tenninologie , chaqus fois que nous dirons "local" , "localement",

sans precisions, ce sera par reference a. la topologie de Zariski, done au sens

habituel •

6.2. Un precede de construction de topologies.

Proposition 6.2.1. Soient Q une categorie et Q' une sous-categorie pleine "

SoH P un ensemble de familles de morphismes de Q .de but, stable par

changement de base et par composition (£Iest-a-dire verifiant les axiomes (p 1)

(p 2) de 4.2.5) • pI un ensemble de morphismes de Q'. On suppose

que P' contient les famines reduites a un isomorphisme identi@ (p 3)

verifie la condition suivante :

(a) Si {Si ---+ S) t. p' (done Si'S E Ob QI) et si T -'Jo S

est un morphisme de Q' , alors les produits fibres 3
i

Xs T
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existent et la famille {Si Xs T -7 T } P' (<iQnQ..

8
i

Xs T £ Ob £'). (Remarque: cette condition entratne que P'

est stable par changement de base dans £' , mais ne lui est pas

equivalente , car elle suppose de plus que Ie foncteur d'inclusion

de Q' £ commute a. certains produits fibres) •

On suppose de plus verifiees les deux conditions ci-dessous :

(b) Pour tout S EOb.Q. , 11 existe {Si S} P

S. e Ob CI 'pour chaque i.
1. - -

(c) Dans la situation suivante

S. lkJ, J.J

8
i

8i j

!
S

pli S, S., , S. 'k E. Ob £.' • f 2:1 -+ SlEP' ; {SiJ' sil fP pour
1. 1.,)

cheque i i [S, lk S .. l e. P' pour chaque ij, il existe une famille
lJ • 1.J I! Tn ---'1 s} J? I <It pour chaque n un multi-indice (ijk) et ,un diagramme

commutatif

Munissons f de la topologie engendree par P et pl. Soient S E Ob f et

R un crib1e de S • Pour que R soit couvrant, i1 faut et i1 suffit qu'il

existe une famille composee {s.. S. S 1 , au S. , S.. Ob C' ,
- 1.J 1. J -- 1. 1.J -

{Si s}EP, {Sij Si}6 p l pour chaque i, et que les morphismes

Sij S obtenus se factorisent par R (en d 'autres termes que le orible

,engendre par cette famille composee soit contenu dans R) •
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Demonstration. Les fanilles elements de P et de P' etant couvrantes , une

famille composee de telles familles Ie sera aussi (0 2) , done un erible de la

forme iniiquee couvrant, car contenant un crible couvrant • , il

suffit de voir que les cribles de cette forme forment bien une topologie, c'est­

a­dire de verifier les axiomes (T 1) a (T 4) de 4.2.1.

A::lCiome (T 4) • Soit S , Ob Q.. 11 existe d 'apres (b) una famille

{5i 8 J t: P ave0 8i 'E Ob Q.'. Les familles .( 5i 8i ! sont

elements de P' par lwPothese • Le crible S de 3 est done de la forme

voulue •

Axiome (T 3) • Evident.

Axiome (T 2) • Soit R un crible de S de la forme voulue et soi t C un

crible quelconque de s .

Comme S" S se factorise par R, 1e crible
J.J

C.. = C Xs S, j de 8 eat de La fonne voulue par
J.J J.
lwPothesa •

On a done pour ehaque ij un diagramme de La forme

ci­contre • On a done preuve qu'il existe une famille

compoaee

8. 'k1­") S. ik ­+ S., ­+­ S,­+3
J.J J.J J.J J.

appartenant a PoP 'OP 0 P' , se faotorisant par

C et ou tous les objets autresque S sont dans Q.I •
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Appliquant Ia condition (c) a chaqus famille (Sijkl --+ Si j , on en de­

duit qu'il existe pour chaque i une familia {T. ­+­ S. l. E. pI, telle quean J. J
T. S se factorise par l'un des S. 'kl ' done par C.
J.n J.J

T. S"klJ.n J.J

!
f

Le erible C est done de La forme voulue, ce qui

achsvs La verification •

Axiome (T 1). Soit R un crible de S de la forme donnee et soi t T ­7 S

un morphisme de C

8 .. < U
i kj

U ) R
ikj

1 rT. '­­ U'kJ. J.

t T ) S

R c...,. 8

Soit T
i
= Si Xs T. La familIa {T

i
T} appartient P (par (p 1».

Appliquant (b), on construit des ! U
i k

T
i
} EP , avec les U

i k
Ob Q' •

Par hypothese (co:rrlition (p 2) sur p), on a [ U
i k

T J e p •

Dlapres (a), U'
k

Xs S, . = U'k' est objet de QI eu pour chaque ik,
]. i J.J J. J

{Ui kj ­­., Uik}fP'. Le carre eommutatif ci­dessus montre alors que les mor­

phiames Ui j k T se factorisent par Ie crible T Xs R de T, qui est done

de la forme voulue , ee qui achave la demonstration.

Corollaire 6.2.2. 8i S E Ob Q' et si R est un crib.le de S, R est couvrant

si et seulement si il existe una famille {T
i

1GP' , se factorisant par R.

En effet , un tel crible est couvrant • D'autre part i1 suffit d'app1iquer
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(0) en prenant 1s. famille [ Si --+ S} reduite a 1 'isomorphisme identique de

S pour deduire de Is. proposition qu 'un crible couvrant est de La forme indilpee.

Corollaire 6.2.3. Pour gu'un prefaisoeau F Q. .soit separe '!:!!l

faisoeau) , 11 faut at 11 suffit que Ie morphisme

BOlt injectif Ie diagramme

S , S. Ob Q.'
1.

F(8) 1J F(S.)
:I. 1.

exact) dans les deW!: cas suivants :

(1) {Si S} P ,

(11)

n F(S. Xs Sj)
1.,J 1.

En effet , les conditions sont nece ssai.re s , car les familles en ques­

tion sont couvrantes • S1 C est un crible de S engendre par una famille de

morphismes du type indique , un diagram­ohasing facile montre que les conditions

du corollaire entra1nent que Hom(S,F) Hom(C,F) est injectif, (resp.

bijectif) • Mais tout raffinement R de S eontient un erible C du type

ci­dessus et on a un diagramme commutat1f

Hom(5,F) f Hom(R,F)

g\,
Hom(C,F)

On sait que g est injectif , done aussi f. Done Fest aepare • Maia Rest

un raffinement de C, done h est auaai injeetif • 5i g est bijeotif , alora
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f 1 lest ausai, ,donc F est un faisceau •

Remargue 6.2.4. Le corollaire precedent ne resulte pas de 4.3.5 , car pI nlest

pas stable par extension de La base •

Remargue 6.2.5. La condition (c) est verifiee en part1culier dans le cas ou

(i) pI est stable par composition.

(ii) si l 8
i
-+ s} est una famille de morphismes de £.1 , element de

P, 11 en existe una sous-famille element de pi •

6.3. Applieation a Is. categorie des scMmas •

On prend pour Q La categorie des scMmas , pour QI la sous-categorie pleine

formee des schemas affines , pour P llensemble des familIes surjectives dlim-

mersions ouvertes • On considerera plusieurs ensembles pI :

PI familles finies surjectives , ccmpoeees de morphismes plats.

Pz familIes finies surjectives , composees de morphismes plats

de presentation finie et quasi-finis •

P3 familIes finies surjectives , composees de morphismes etales •

P4 familIes finies surjectives , composees de morphismes etales

et finis •

Pour cha.cun de ces ensembles Pi, sauf P4' les conditions de la propo-

sition sent verifiees «c) a 6.2.5 , car un schema affine etant quasi-

compact , toute famille de morphismes de Q I , element de P, eontient urn sous-

famille finie qui soit egalement dans P , done dans P!) La topologie
J.



245

1i engendree par P et Pi est notee at appelee de la maniere suivante

11 = (fpqc) =' topologie fidelement plate quasi-compacte •

= (fppf) topologie fidelement plate (localement) de presentation finie.

(e t )

(e t E)

topo1ogie eta1e.

topo1ogie eta1e finie.

Comme pI ::::J pI ::::J P I ::::J pI, on a
1 2 3 4

(fpqc) (fppf) (et) (etf) (Zar) .

Proposition 6.3.1. (i) Pour que Ie crible R de S soit oouvrant pour ,

1 i L 3 , i1 faut et il suffit qu'il existe UIl'recouvrement S de S par des
" " p - .

ouverts affines et pour chaque p une famille (S S } element de P! ,t pq p
les Spq etant affines, tels que cheque morphisme S} se factorise

par R.

pour (fpqc)

(a)

(ii) Pour qu'un prefaisoeau F (Soh) soit un faisceau

(resp. (fppf) , (et) , (etf», il taut i1 i1 suffit que

F sait un faisceau pour (Zar) , i.e. un foncteur de nature

locale.

(b) Pour tout morphisme fidelement plat (resp. fid. plat de pre-

sentation finie et quasi-fini , resp. etale ectif, resp.

etale fini surjectif) T S , OU T et S sont affines,

on ait un diagramme exact :

(iii) Les topologies i = 1,2,3,4,
que Ia topologie canonique.

sont moins fines
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(iv) Toute famille surjective formee de morphismes plats et ouverts

(resp. plats et localement de presentation finie, resp. etales, resp. etales

et finis) est couvrante pour (fpqc) (resp. (fppf) resp. (fpqf), resp. (et),

resp. (e t f ) ) •

(v) Toute famille surjeotive , finie at formee de morphisnea plats et

quasi-compaots est couvrante pour (fpqc) • En particulier , tout morphisme fide-

lement plat et quasi-compact est couvrant pour (fp'qc) •

des Sij

Soit Ti jk
sont affinea ,

un recouvrement de S. par des
1

la restriction de S, S
1

(resp. de presentation finie,.

Comme les morphismes

en cause sont ouverte , les images Ti j
forment un recouvrement ouvert de S.

resp. quelconque) •

a S., soit queLconque
:LJ

et quasi-finie EGA IV , resp. quelconque ,

est affine. Soit alors S"
J.J

ouverts affines , tels que

Demonstration. (i) resulte de 6.2.1 (ii) de 6.2.3, compte tenu du fait

qu'un faisceau pour la topologie de Zariski transforme sommes directes en produits •

Tout foncteur representable etant un faisceau pour (Zar) et verifia,nt la condi-

tion (b) de (ii) par SGA VIII , 5.3, .1
1

est moins fine que la topologie

canonique , ce qui prouve (iii).

Prouvons (iv). Soit {Si --+ S} une famille de morphisme comme dans l'enonce •

Considerant un recouvrement de S par des ouverte affines , on se ramene immedia-

tement au cas oil S

s

un recouvrement ouvert affine de T... Lea S, fk =S. j Xs T"k
1J J.J 1 J.J

les morphisnee S, ik T. ik sont surjectifs , plats at ouverts r esp ,
:LJ 1.,)

plans de presentation finie et quasi-finis, resp. etales, resp. etales

et finis) • La famille composee [S"k T"k S }
:LJ 1J

est done couvrante par (i) • Comme elle se factorise par La famille donnee ,

I/' Sij Sijk

51 t
I+

celle-ci est couvrante •

Prouvons (v) Soit f Si --.. s} une famille finie fidelement plate et quaai-

compacte • Soit T, un recouvrement de S par des ouverts affines. Les
J
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S.. =T. %SSi a>nt <pasi-compacts et possMent done des recouvrements ouverts
:1.J J

affines finis Ti j k • Chaque morphisme Ti jk Tj est plat , la famille

tTi j k -+ Tj} est at surjective • La famille

i Ti jk '"""""t 5 Jest couvrante par (i) • Elle se fac-

torise par La famille donnee qui 1 'est done aussi •

Corollaire 6.3.2. Soit (M.) la famille de morphismes suivante
- :1. -

(Hl): morphisnes fidelement plats et quasi-compacts •

(M
2)

morphismes fidelement plats localement de presentation finie •

ctales

(M4): morphismes etales et finis .

La fanille (Hi) ovarifie les axiomes (a), (b) , (c) , (\.) !!. de

4.6.3.

(M.)
:1.

et 5GA,

• 11 reste

(EGA

(dT )

il suffit de voir que

(a) , (b) , (c) , c'est elassique

, (iv) et (v), (Hi) verifie

(eT ) ; pour eela ,
.-..L

<pi entra1ne les autres • Cela resulte de SGA 1 VIII (n" 4 et 5) .

a. voir que (H.) verifie
:1.

verifie (eT)-1

En effet , pour

passim.) • D'apres 6.3.1

Corollaire 6.3.3. 5i X est un prescMma et R una 1:61ation d 'equivalenoe dans

X de type (M.), Rest (M.)-effective si et seulement si le faieceau <potient
-:1. -).

de X R pour 4 est representable et en ce cas 11 est represents par le

quotient JVR.

En effet , o'est 4.6.5
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6.4. Conditions d'effectivite •

qui fait que nous pouvons nous restreindre au cas de la topologie

de morphismes verifiant

ceentra1nede 4.7. Remarquons d I abord que

Nous cherchons maintenant des familles

l'axiome

6.4.1. Les famines de morphismes suivantes verifient l'axiome

de 4.7 , c 'est-a-dire "se descendent par (fpqc)":

(N): immersions ouvertes •

(NI) : immersions fermees •

(Nil): immersions quasi-compactes •

En vertu de 6.3.1 (ii) , il suffit de verifier que les familIes

donnees se descendent par la topologie de Zariski et par .J:!!l morphisme fideleIl1ent

plat quasi-compact • La premiere assertion est claire , verifions la seconde •

Pour (N), c'est SGA 1 VIII, 4.4, pour (NI) , clest loco cit., 1.9 Pour (N") ,

on raisonne comme dans loco cit., 5.5 a l'aide des deux resultats anMrieurs.

Corollaire 6.4.2. La meme resultat est valable pour les immersions ouvertes

quasi-compactes •

Ces resultats permettent d 'appliquer a la situation presente les resul-

tats generaux de 4.7.1 , 4.7.2 , 5.1.8 , 5.3.1 , etc ... Bnoncone-en un comma

exemple , Ie premier •

Corollaire 6.4.3. ( = 4.7.1 + 4.6.10 ) • Soient X un prescMma at R

lation d 'equivalence dans X. On suppose que R -'> X est fideIement plat et

quasi-compact et que R -4X x X est une immersion fermee (resp. ouverte,

quasi-compacte, resp. ouverte quasi-compacta) • Alors Ie faisceau-quotient .iV'R

est la meme pour la topologie (fpqo) et pour la topologie canoniqua , at pour

chaque preschema S, on a
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X/R (8) = ensemble des sous-preaohemas fermes ouverts, resp. retro-

compacts, ouverts retrocompacts) Z de XS' stables par

RS ' tels que Z -4 S Boit fidelement plat quasi-compact et Ie

diagramme RZ ••Z -+ S exact.

6.5. Fibres principaux homogenes •

Signalons simplement la terminologie

topologie fibres principaux homogenes

(fpqc) II II II (tout court)

( et ) " " II quasi-isotriviaux

(etf) " II II localement isotriviaux

(Zar) II II 11 localement triviaux.

£.6. Autres topologies.

On utilise parfois d 'autres topologies sur La cetegorie des scMmes • Signalons-en

une : la topologie etale finie globale (etfg) engendree par la pretopologie

dont les fanilles couvrantes sont les familles surjectives formees de morphismes

etales et finis • Elle n 'est pas plus fine que La topologie de Zariski • Les

fibres principaux homogsnea correspondents sont appales lIisotrivieux" •

(cenonique)
I

(fpqc)
I

(fppf),
(e t )
I

(etf)

/ "(Zar) (etfg)
" /'(chaotique)

-;-:-:-:-:-
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Expose V

CONSTRUCTION DE PRESCSEMAS QUarIENT

par P. GABRIEL

L 'objet de cet expose est de demontrer 1es theol-emes enonces dans TDTE

III. 8i X et T aont deux objets d 'une categorie Q nous ecrivons X(T) au lieu

de Han,Q,(T, X) • De m3me, si cp : Y X et f: U T sont deux neches de

Q, 'f (T) designe 1 tapplication g 0 g de Y(T) dans X(T) , Y(f)

Itapplicstion gof de Y(T) dans Y(U) • Enfin, si Pest un preschema,

on note l l'ensemb1e aous-jacent a P •

Exceptionnellement, nous ne suivons pas dans 1e preeent expose 1a

convention enoncee dans IV 4.6.15 AUT 1a notation des quotients (loc.cit.

haut de 1a page 68), car nous desirons donner ici una consbrucbdon de quotients

qui s'applique egalement a des "pre-relations d 'equivalence" qui ne sont pas des

relations d 'equivalence.

1. Q-GROUPOIDES.

Q. est una categorie ell les produits et produits fibres existent.

Rappe10ns d' abord qu 'un diagramme

do

X)r 0

de C est dit exact s1 pd =pd
1

et ai.,
- -- 0

jection de T(Y) sur la partie de T(X)

telles que fd
o=fd 1

• On dit aussi que

et on ecrit

p
Y

pour tout T Q, T(p) est una bi-

formee des neches f: X To
(Y , p) est 1e cono,yau de (do' d1)
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Soit par example Q. 1a des espaces armeles. Dans ce cas,

U existe toujours un conoyau (Y, p) dont on peut dormer la description sui­

vante : 1 'espace sous­jacent a Y est obtenu a partir de X en identifiant 1es
o

points do(x) et d
l(x}

et en muniseant Y de la topologie quotient. L'appli­

cation canonique 7t: X Y et d
o,d l

induisent alors une double­fleche de

faisceaux d'anneaux sur Y

01i .2:L est Ie faisceau structural de Xi' On ohoisit pour faisceau d 'armeaux

sur Y Ie sous­faisceau de dont les sections s sont telles que

So(s}= • La f1eche p est definie de fS90n evidente •

Dans cet expose, nous etudions 1 'existence de COker(do' d1) lorsque

1a double f1eche (do' d
l)

se trouve inseree dans un contexte plus riche ; de

fa90n precise, designons par X
2
=Xl x X

1
1e produit fibre du diagramme

d1'do

d
o

par et d2 les deux projections canoniques de X2 sur Xl

par definition un carre cartesian

d T
o

on a done
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De plus, donnons nous una troisieme d1: X1 ; nous

disons que (d
o,d1

: X
1

X
o
,dp est un .Q.-groupoide si pour tout objet

T de Q., X1(T) est l'ensemble des !leohes d 'un groupo:tae 4(T) dont 1'en-

semble des objets est X
o
(T), 1 'applioation source d

1
(T) , 1 'application but

do(T) et dont l'application composition est d1(T) (on identifie comme d'ha-

bitude (X
1

x X
1){T)

a X
1
(T) x X

1
(T) ; on rappelle aussi qu'un

dl'do d
1(T),do(T)

groupolde est una categorie dont toutes les neches sont inversib1es) •

8i <p est una fleche du groupoide X*(T) , l'app1ication f epof

eat una bijection de l'ensemble des fleches f dont 1e but coIncide avec 1a

source de EP sur l'ensemble des neches ayant but que lfI • On voit

facilement qu'on peut traduire ce fait en disant que 1e carre

d '1 » )(1

(1) dol
d

X
1

• 0
X>- 0

est cartesien.

De 1 'application g t---+ go<f est una bijection de l'ensemble des

£leches g de X*(T) qui ont pour source le but de 'f sur 1 'ensemble des

£leches qui ont source que <v • On peut encore traduire ce fait en disant

que le carre

est cartesien.
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Notona d 'autre part s: Xo ............X1 l'unique f'leche de Q telle que

aCT) : Xo(T) --+ Xi (T) associe a tout objet de X*(T) la fIeche identique de

oet objet • La fIeche s aatisfait awe egalites

(;)

et (3 bia)

Enfin, l'assooiativite des applioations-composition d1(T) se traduit

par la oommutativite du diagramme

X1 x Xl x X
d; x Xl

) X
j

x X
j1

d l,do d1,d1'l d"do

(4) X, X411 a;l
d t

X1 x X
1

1
Xl:>

d
1,do

Moiproquement, les conditions (1), (2) et (4) et 1 'existence d tune fIeche s
d

satisf!d.sant a (3) impliquent que (X1 Xo' dP est un Q,-groupotde •
do

La condition (;) est Mnigne; ells assure simplement que 1 'applioation

d1(T) : X1(T) --+ Xo(T) est surjeotive pour tout T E Q, • Dans la suite de

cet expose, nous nous servons surtout des carras cartesiens (0), (1) et (2) qua

nous resumons dans Ie diagramme

d
X
j

0
) X

0

(0,1,2) d2t d11
d

X
1

X
(I
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Dans ce diagramme les deux carras de gauche (i.e. les carras (0) et (2))

sont cartesiens; la premiere ligna est exacte et X
2

s'identifie au produit fibre

X
1

x X
1•

Noue n'utilisons llassociativite que de fa90n detournee, par example
d ,do 0

pour assurer 1 'existence d tune f'leche s satisfaisant a et (3bis), ou

bien pour assurer 1 'existence d tune f'leche tr: : X
1

X
1

telle que d
o()

=d
1

et d1Cf" = do (on choisit a- de telle maniere que r:t (T) X
1
(T) X1(T)

envoie toute f'leche de X*(T) sur la fleche inverse) •

Par abus de langage il nous arrivera d' appeler Q-groupo'ide un diagramme

tel que (0), (1) et (2) soient cartesiens, que (4) ,soit commutatif et qu'il

existe s satisfaisant a (3) • L 'objet X
2

pourra donc "un" produit

fibre de (*) sans "Ie" produit fibre de (*) • Au lieu du Q-groupoide

X* ' nous parlerons aussi du groupoide X* de base Xo' ou de la prerelation

d 'eguivalence X* dans X
o'

2. EXEMPLES. DE Q-GROUPOIDES.

a) Soient X un objet de Q et G un Q-groupe operant a gauche sur

X • Nous designons par d: GxX X La fleche definissant 1 'operation de G
o

sur X, par d
1
: GxX --+ X la projection du produit sur Ie deuxieme facteur,

par f- : GxG --+G la fleche definissant la structure de .Q-groupe de G, enfin

par pr2,3 la projection de G>GxX = Gx(GxX) sur Le deuxfsme facteur • Alors

pr2,3
> d1

G x G xX f' XX) G x X
)-

X
do >

G xd
)

0
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est un Q-groupo'lde.

b) Soit d
O,d 1:

X
1-+XO

un couple d'equivalence • Si

d tad
1
: Xi X x X est la fleche de composentes d et d

1
, nous sup-

000 0

posons done que -» d1)(T) est, pour tout objet T de Q, una bijection de

Xi(T) sur le graphs d tune relation d 'equivalence de X
o
(T) • L'ensemble Xi(T)

s'identifie par consequent a l'ensemble des couples (x,y) formes d 'elements de

X
o
(T) tels que x""y; de m@me, 1 'ensemble X2(T) = (Xi x X1)(T)

d
1,do

s'identifie a l'ensemble des triplets (x,y,z) d'elements de X (T) tels queo
XNy et y...... z • Il y a done una at una seul,e fleche d1: X

2
Xi rendant

commutatifs les carras (1) at (2): d1(T) doit envoyar (x,y,z)c X2(T) sur

(x,z)EX1(T) • Pour ce chou de d1, dP est un

Q-groupoide.

Reciproquement, ccnsdderons un Q-groupolde X* tel que

do iii d
1
: Xi --+ Xo x X

o
soit un monomorphisme • Alors (d

o,d1
) est un couple

d'equivalence at X* peut @tre reconstruit a partir de (d
o,d1

) comme cela

est explique quelques lignes plus haut •

c) Si p: X --+Y est une fleche quelconque de Q et si pr1 et

pr
2

sont les deux projections de X x X sur X, alors (pr
1,pr2

) : X x X:::4X
p,p p,p

est un couple d'equivalenee • On dit que p est un epimorphisme effectif si 1e

diagramme

x x X
p,p

est exact, c'est-8.-dire si (Y,p) = Cokcr(pr
1,pr2)

Soit par exemple S un prescMma noetMrien et soit Q 1a categorie

des prescMmas finis au-dessus de S. Montrons qu'un epimorphisme de Q n'est

pas forcement effectif : on choisit Segal a Spec k[T3,T5] , oU k est un
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eorps eommutatif 1 Y egal a. S et X egal a. Spec k [T] • Si i est 1 'in­

clusion de B = k[T3, T5J dans A = k (TJ, pest choisi egal a. Spec i •

Dans ce cas s'identifie a. Spec AQ:sA et Coker(pr1,pr2) a. Spec B I

oU B I est le soua­anneau de A forme des a tela que a 1 = 1 • Or

T
7 = (T2T5)"B1 = =T

2 0
B(T

3T2) = =

Done T7 appartient a B I , n! appartient pas a. B at Spec B' est distinct de

Spec B , d' oU Le contre­exemple •

3. QUELQUES SORITES SUR LES Q­GROUPOIDES.

Voici quelques remarques utilisees dans le. suite

a) Soient

-------'')

>
x
o

un C­groupoide et f : Y X une fleche de _C • Nous allons definir un
­ 0 0 0

e­groupoide de base Y
­ 0

­}

Y
o

qu' On dira induit par X* .2i f 0

X* par Ie changement de base

Nous choisissons pour Y1

On dira aussi que Y* est 1 'image reciprogue

f •o

Ie produit fibre du diagramme

I x Y
I) 0
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pour e et a , las neches composees de Is neche canonique I , I x Io· 0 0

at des premiere at deuxieme projections de I xI sur I • On peut dire que
000

Ie couple (e
O,e1

) est dafini de telle faQon que, pour tout TEQ, et pour tout

oouple (Y,x) d 'elements de I (T), il Y ait UIl9 certaine correspondanoe biuni­o
voque 't't-7'y'fx entre les neches If' de X*(T) de source fo(x), de but

f (y) et les neches de I*(T) de source x et de but y. On determineo y x
dono e1 en definissant pour tout TEQ la composition des neches de Y*(T)

a 1 t aide de la formuls

II S$t clair que cette definition fait de chaque I*(T) un groupoIde •

b) Connaissant Ie Q­groupoide X* et Ie changement de base

f: I , onpeut reconstruire Le couple (e I d'une autre
00000

maniere : construisons Yo f X1 ' pr1 et pr2 de telle fa90n que Ie oarre
o

I
o

f
o x

o

soit cartesien. On verifie alors sans peine par radt<otion au cas ensembliste

qu'on peut dafinir I 1 au moyen du carre cartesien

I o

f
o

aU f 1 designs la projection canonique de Y1 = (Yox Yo) (X )X1 sur X, •
o 0
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0) Noue allons donner un exemple d'image reciproque d tun .Q.-groupoide

prenons Y egal a X
1
' t egal ad. Pour tout objet T de Q., Y1(T)000

s'identifie alors a l'ensemble des diagrammes de la forme

a c

de X*(T) • La source d 'un tel diagramme est la fleche f, le but est la fleche

g. Ces diagrammes sa composant de fayon evidente •

Posons maintenant = X
1

' = d
1

(noua ajoutons les accents pour

6viter toute oonfusion aveo l'exemple precedent) • Dans ce cas, Y;(T) s'identifie

pour tout T 6'Q. a 1 'ensemble des diagrammes de la forme

b

a

du groupo'ide X*(T) • La source d 'un tel diagramme est f, La but est g j

la eomposition de oes diagrammes est evidente •

Ceci dit, i1 est clair que l'app1ioation identique de

l'applioat ion

Y (T) et
o

a c

)

b d

r r .... l q r g1
a )l o

de Y
1(T)

sur Y1(T) definissent un isomorphisme du groupo'ide Y*(T) sur

• De plus, cet isomorphisme depend fonctoriellement de T de aorte que

Q.-groupoldes Y* sont isomorphes.
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!!) PROPOSITION 3.1: Nous conservons les notations de a) et noue

supposons que f est un epimorphisme effectif et universel • Dans ce cas,
o

COker(d
o,d ,)

existe ei et seulement si Coker(e
o,e ,)

existe. L'egalite

(X,p) =Coker(d ,d ,) entra1ne (X,pf) =Coker(e ,e ,) •
000

Rappelons d'abord qu'un epimorphisme f : I est dit um­
000

versel si, pour tout carre cartesien

I'

x' ­­­...;O!:t!!Joo. Xo

i' est un epimorphisme. Ceci etant, designons par C(do,d1) le foncteur co­

variant de Q dans les ensembles qui associe a tout T E. Q. le noyau du couple

T(do)' T(d ,): T(X
o)

T(X,) • Definissons de C( eo' 8 ,) • Pour

tout T e .Q.', on a done un diagramme commutatif

C(d
O,d1)

(T) > T(X)
T(d1)

T(X,)
0 T(d )

T(fo)1 0

T(f 1l1
T(e,)

c(e
o,

e,)(T) T(Y) T(I 1)e T(e )
0

oU T(f) est l'injection induite par l'injection T(fo) • 8i nous montrons que

T(f) est una surjection pour tout T, on aura un isomorphisme fonctoriel

f: C(do,d ,) ­­­? c( eo' e,) de sorte que la representabilite de l'un de ces fono­

teurs equivaudra a. celle de 1 'autre; ceci prouvera notre proposition.

Pour prower La surjectivite de T(f), consdderona le diagramme
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Y1

f
1 > X1

eOl1e1 dO ll.'
f

Y X Y y 0
)I X

o X 0 .,
0 0

0
pr

1

oU..:1 est detini par 1es egalites (aoS. 6
1
) .t1 =pr

1
1S.(J pr

2
et f

1
t:. = s f

o
pr

1
I

la fleche s: X
o
---:'i' X

1
satisfaisant awe egalites (3) et C3 bis) du paragraphe 1 •

8i la fleche g: Y Test telle que g e = g e
1,

on age 11 = g e
1
A ,

0' 0 0

done g pr1 = g pr
2

• Comme f
o

est un epimorphiSll1e effectif, g est compose de

f et d 'une fleche h: X -7 T , c 'est-a-dire qu'on a g = T(f ) (h) • 11 rGste
o 0 0

8. montrer que h appartient a. C(d
o;d1

) (T), c 'est-a-dire satisfait 8. l'egalite

h do = h d1 ; or on a

d'ro l'egalit i cbercMe au fait que f
1

un epimorphisme universel) •

est un epimorphisme (car f est
o

e) ConsidElrons maintenant un prescMma S et choisissons Q. egal a
(Seh/s) • La donneo d 'un Q.-groupoide

d t

2

""'
d j

JS ---dl )i X > X:>1 i 0
d

d' 0
0

permet de dElfinir una relation d 'equivalenoe dans 1 'ensemble X sous-jacent au
-0

presoMma Xo : ai x,YC.!o' on eorira XNY lorsqu'il existe ze.!1 tel qua

x = d1z et y = doz. La ref1exivite et la symetrie de cetta relation sont

evidentes; prouvons la transitivite: si XNy et yrvz, il oxiste u,vf.!1 tels

que x = d1u , Y = dou , Y = d
1v

, z = dov • Il s'ensuit que (v,u) appartient au
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produit fibre ensembliste !1d xd!1' Comme l' application canonique
-1'-0

X1d x
d

X
1

!1d de 1 'ensemble sous-jacent au produit fibre dans le
l' 0 -1'-0

produit fibre des ensembles sous-jacents est surjective, (v,u) est 1 'image d 'un

certain Onaalors x=d
1d;w

et z=dod1w , d'ou. XI"\JZ'

f) Conservons les notations de a) et b), .Q. etant toujours egal a.
(Sch/S) • Si x,y sont des points de Y , nous allons voir qu'on a XtVy 8i

o
et seulement si f (x) rv f (y) (1 'image reciproque de la relation d 'equivalenceo 0
definie par un groupoide est la relation d ' equivalence definie par l' image reci-

proque du groupoide) •

En effet, supposons qu'on a x-vy • I1 existe donc z ::I
1

tel que

x = e 1z , y = eoz • a alors fo(x) = d1f1z et fo(Y) = dof 1z d'ou.

f (x) 1'\1 f (y) •
o 0

Reciproquement, supposons qu'on a f f (y)o 0

que f (y) = d1z , f (x) = d z • n y a alors un point t
000

et soit z f:!1 tel

de Y x X
1

tel
o X

o

que pr
1
t = x et pr2 t = z (les notations sont celles de b» • De

comme fo(Y) = d
1pr2t

, il Y a un s 1
1

tel que Y = e
1s

et

(eom! f 1)(s) = t. On a alors eos = pr1(eo.slf1)s = pr1 t = x •

D'ou. XrvY.

4. PASSAGE AU QUOI'IENT PAR liNE PRERELATION D'EQUIVALENCE FINIE m' PLATE

(demonstration d'un cas particulier).

THEOREME 4. 1

X
1

x
o
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.Yn tel que d
1

soit fin! localement libre et que. pour tout

x Xo ' 1 'ensemble (x) soit contenu dans un ouvert affine de Xo ' !!2!:§. :

(i) Il existe un conoyau

(Y,p) est un conoyau de

(Y,p) de (d
o,d l)

dans (Scb/S); de plus, un tel

(d
o,d l)

dans la categorie de tous les espaces anneles.

(ii)

(iii)

p est entiar. et Y est affine si X est affine •
o

Le morphisme Xl X x X de composantea d .ll d
1

est sur.jectif •
o y 0 0

est un isomor-(iv) .§i. (do,d1) est un couple d'eguivalence, X
1

Xo
phisme et p: Xo Y est fini localement libre •

Il resulte evidemment de (i) que 1 tespace topologique sous-jacent a Y

est Ie quotient de l'espace topologique sous-jacent a X par la relationo
d 'equivalence definie par le (Scb/S)-groupoide X*.

Nous allons d tabord prouver ce tMoreme lorsque X est affine et que
o

d1 est localement libre de rang constant n. Nous verrons ensuite comment on

peut sa ramener a ce oas particulier :

Dans Ie cas oU. nous nous sommes places, X
o'

Xl et sont affines.

Noua pouvons done supposer qu 'on a

dj =Spec j

les Ai atant des anneaux commutatifs ,les j , Sk des homomorphismes

d 'anneaux. On peut elors remplacer Le diagramme (0, 1, 2) par le suivant

be1
A
2 A

1
A

6' o

(0, 1,2)*
0

b1
A1

A
o

50
em les deux carras de gauche sent cocartesiens.
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Designons par B le sous-a:nneau de A
o

forme des a A
o

tels que

bo(a) = •

a) A est entier sur B:
o

8i a appartient a A , soito

( «() n n-1 ( )n
1 T, °0 a) = T - o: 1T + ••• + -1

le polyntlme caracteristique de &0 (a) lorsqu'on considere A
1

comme algebre

sur A au moyen de l'homomorphiame 1 (Bourbaki, Alg. VIII, § les
o *

carres de gauche de (0, 1, 2) sont cocartesiens, on a

et

& (PI' (T, (a))) =
0"1 0

&1 (P
b1

(T, bo(a))) =

(T,&' (a))
G 2 0 0

Comme 6'1 = '1 6 , on a
000

o (Pr (T, b (a)) =
o 01 0

c 'eat-a-dire 0
0
(Iii) =&1(0- i) pour tout i. Hamilton-Cayley nous enseigne

d 'autre part qu1on a

b (a)n ... E (V""1) & (a)n-1 + ••• + (_1)n 5 (<r) = 0
00' 0 0 n

d'oh n
a - (11 an-1 + ••• + (-1) n lr = 0

n

car il existe un homomorphisme "'C: A
1
-+ Ao tel que "t 0 =IdA

o 0 '

done &o
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eat injectif •

II s 'ensuit que A est entier sur B •o

b) Considerons maintenant deux ideaux premiers x et y de A
o'

Nous allons

montrer que l' egalite x 0B = yn B entratne l' existence d 'un ideal premier z

de A1 tel que x = do(z) y = d1(z) :

En effet, si l' assertion n I etait pas vraie, x serait distinct de

pour tout ideal premier t de A
1

tel que

Pour un tel t on aurait J:1(t)()B :::0 5 = yOB = x f\ B

d'ou il resulterait gr-ace a Cohen-Seidenberg que x ne seraH contenu dans

aucun -\t) ; il y aurait done un a E: x qui n'appartiendrdt a aucuno

(car il y a au plus n ideaux premiers t de A
1

tels que

(t) =y) • Par consequent, $0 (a) n'appartiendrait a aucun de ces t de

aorte que la nome Nc (b (a» n'appartiendrait pas a y (on calcule cette
a 1 0

norme en constderant A
1

comme sur A
O

au moyen de 1'homomorphisme 1

on a N'(' ( b (a» = 0'"' avec les notations de a». Or cette norme appartien-
01 0 n

drait a BOx = BOy, d IoU. la contradiction.

c) Demonstration de (i):

Posons Y = Spec B et p = Spec i , ou i est 1 'inclusion de B

dans A
o•

Nous allons d 'abord montrer que (Y,p) est un conoyau de (do,d1)
dans la categorie de tous les espa.ces anneles : H resulte en effet de b) que

1 'ensemble sous-jacent a Spec Best obtenu a partir de 1 'ensemble sous-jacent

a Xo en identifiant les points x et y telc qu'il existe z X1 avec

d1z = y , doz = x • De plus, comme i est entier, Spec i est ferme de sorte

que Y est muni de La topologie quotient de celle de X • 11 resulte enfin
o

du choU: de B et du fait que p, do et d
1

sont affines, que La suite

canonique de faisceaux d 'anneaux
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eat exaete, c.q.f.d.

Il reate a. montrer que (Y,p) est aussi le conoyau de (d
o,d1)

dans

la categorie des prescMmas (plus generalement dans celle des espaces anneles en

anneawr locaux) : soit done q: X Z un morphisme de prescMmas- tel que
o

qdo = qd1 • D'apres ce qui precMe, il y a un morphisme d 'espaces anneles

r : Y Z et un seul tel que q = rp • Il s' agit de montrer que, pour tout

y EY , 1 'homomorphisme 0 ( ) 0 induit par r eat local • Cela resulte de
-r Y -s

ce que pest surjectif , donc de ce que y est de la forme p(x) et de ce

que les homomorphiemes Qq(x) -7 Qx et Qy -7 induits par p et q

sont loc'aux: •

d) Demonstration de (ii):

Resulto de a) et c) •

e) Demonstration de (iii):

Rappelons qu I on designe par 1: 1 'ensemble sous-jacent a. un prescMma

P , par L: 1: 9a l' application induito par un morphisme d: P Q • On

peut alors traduire b) en disant que l'application

de composantes at est surjective ; or cetta application se factorisc

eomme suit

q etant 1 'application canonique; 1 'image de domd
1

points v de Xo Xo tels que { v} = q-1 (q(v»

contient done tous les

• Cette demiere condition
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A
2

SI, dO
Al ( A

a'
0

"21
0

uII uoJ
S l.lll£.'n itJZ n I

A
1

- A (i) .En n @ En
s: <s e.z n o r. 1.

0

oU uo' u1 at ont pour composantes respectivement i et c, lJ, et bo£ ,
D2 et 0 So & • Noua savons que u, est un isomorphisme • Comme les deux carres

de gauche de (0, 1, 2)* sont cocartesiens, u
2

est biject.if • Or les deux lignes

horizontales de notre diagramme sent exaotes; donc u est bijectif •
o

5. PASSAGE AU QUarIENT PAR UNE RELkrION D'EQUIVALENCE F1NIE ET PLATE (cas general)

a) Soit U(n) Le plus grand ouvert de X au-dessus duqual, d, est fini

looalement libre de rang n. On sait que \ est la somme directe des u(n) •
o

Il resulte d 'autre part des deux carras cartesiens

d'

:s a
Xl X

2
)

dd d
l t d' !et 2

Xl ) X Xld 0
0

que les images reciproques de u(n) par d et d coincident toutes les deuxo 1
avec Ie plus grand oU'Jert de X, au-dessus duquel d2 est localement libre de

rang n; on a done = d11(u(n» de sorte que Ie groupoide X* est

La somme directe des groupcfdes xin) induits par X* sur Las ouverts et

fermes U(n) • Il suffit par conseCuent, comme on Ie voit aisement, de prouver

Ie tMoreme 4.1 pour chacun des x*n) : on est ramene aU cas eN. d, est fini

looalement libre de rang n.
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sera realisee en particulier si vest rationnel au-dessus de Y, c test-a.-diro

si Le corps residuel k(v) de v stidentifie au corps residuel k(w) de

I timage w de v dans Y •

8i v X x X n 'est pas rationnel au-dessus de Y, soit toujours
o Y 0

w l'image de v dans Y; il existe alors un anneau local C de radical .m.

et un homomorphisme local et plat f: lw -+ C tel que C/l!!. soit isomorphe a.

k(v) comme k(w) - algebre • Si on pose Y' = Spec C at si Jt : Y' ....... Y est

Ie morphisme irrluit par f, il est clair que la projection canonique de

(X X X) x yt dans X x X envoie sur v un point v' de
o Y 0 Y 0 Y 0

(X x X) X yl cpi est rationnel au-dessus de yl • Comme (X x X) X yl
0Y 0y 0y 0y

s'identifie a. (X x y,) x (X x yt) et que les raisonnements faits ci-
o y yt 0 y

dessus restent valables apres le changement de base Jf: yt Y ,VI est

Itimage dlun element u! E X
1

yl par Le morphisme deduit de do md 1

par changement de base. 8i u est l'image de u! dans X
1
' on a bien

v = (do 12 d
1)

(u) , c.q.f.d.

f) Demonstration de (iv):

11 suffit de montrer que, pour tout ideal premier .E. de B, l'homo-

morphisme A @ B A A
1

de composantes b et 1 est bijectif •
p

Autrement dit, il est loisible de supposer B local. II resulte alors de b)

cpe A est semi-local; en effet, ai m est un ideal maximal de A ,les-
autres ideaux maximaux sent de la forme W , oU .n. parccurt Le s ideaux pre-

miers de A1 tels que 1(.n,) = l!!.; I'assertion resulte done de ce qu'ily a

au plus n. [A
1
: A

o]
ideaux premiers .n.. Quitte a. faire un changemerrt de

base fidelement plat, on peut aussi supposer que Ie corps residuel de Best

infini de sorte qu 'on peut utiliser Ie lennne suivant :

LEMME 4.2 : Scient B un anneau local de corps residuel infini, A un anneau

semi-local et i: B --?- A un homomorphisme qui envoie l'ideal maximal 11 B



dans Ie radical .!: A. Soient M ],U A-module libre de rang n II N ],U

B-sous-module de M qui engendre M en tant que A-module. M.9.tl'! N contient

une base de M A.

On rappelle en effet qu 'une suite m
1

' ••• , mn d 'elements de M est

une A-base de M si et seulement si les :images canoniques de m
1
, · . · , mn dans

MI.!: M forment una base de M/.!: M sur Air. On peut done remplacer M par

MI.!: M ,N par N/(N n .!:M) , A par AI.!: et B par B/l!!,. Dans ce cas Le lemme

est facile (si A lL.1. produit de corps K
1
x ••• x K

r
' on peut identifier M

au module rr; x ••• x si x jest alors un element de N dont la j-ieme

eomposante dans x ••• x 1\ n 'est pas nul.Le, montrer qu 'une combinaison 1ineaire

x des n . a coefficients dans B a toutes ses composantes non nullesi rem-
J

placer ensuite M par M/Ax et procedar par recurrence sur n) •

Nous appliquons Ie lemma precedent dana la situation suivante

B = B , A = Ao' i est l'inclusion de B dans A, M= A
1

conai.dere comme

A -module au moyen de l'homomorphisme 0 , N = 5 (A) : en effet, comme
o 1 0 0

d IB d1 : X1 X x X est un monomorphisme , l'homomorphisrne
o 0 y 0

A @ A A
1

de composantes D et &1 est surjectifi cela signifie
o BOO

justement que 3
0
(A0) engendre Le A0-module A1 •

Soient done

de Ao
la base

a1,···, an'

l!application B 0 zFP A
o

de composantes i et E. est bijective.

Or le diagramme (0,1,2)* considere au debut de cetta preuve, induit Ie diagramme

commutatif
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b) Noue sommes maintenant en mesure de prouver notre tMoreme dans Ie oas general.

Dtapres a) on psirt supposer que d
1

est localement libre de rang n.

Soit alors (Y,p) un conoyau de (d
o,d1)

dans la categorie de tous les esPaoes

anneles. Le raisormement du paragraphe 40) montra qutil suffit pour demontrar

4.1 (i) de preuver que Y est un prescMma et p: X Y un morphisme de
o

prescMmas • La question est done locale sur Y: Soit yEo Y et aoit :x: E X
o

tel que p(x) =y. Si x possed'3 un voisinage ouvert affine et sature U,

p(U) sera un ouvert affine de Y d tapres Ie § 4 et p [u sera un morphisme de

prescMmas. I1 suffit done de prouvar que tout x Xo poseede un voisinage

ouvert affine at satura U. Voici comment on procsde (la demonstration est tiree

de SGA 1VIII cor. 7.6 ).

d
1

(x) <: u - ('I ), C Ii C VI C V C X- f f

f
0

r
t Iouveri affine ouvert affine

special de V

plus grand ouvart plus grand ouvert
satura de V

f satura de V

On prend pour V un ouvert affine contenant d
1

(x» ai

F =X- V , est ferma car d
1

est entier et V' =X-

est Ie plus grand ouvert satura contenu dans V. Comme vt est un voisinage de

Itensemble fini , i1 existe una section f du faisceau structural

de V qui s'annule sur V - VI et est telle que d
1

aoit contenu dans

1 Vf de V forme des points oU f ne stannule pas. Nous allons voir

que Ie plus grand ouvert satura (V
f)

t de V
f

est affine, done repond a 1a

question!

Soit en effet Z(f) = V' - Vf • Alora (Z(f» est 1 'ensemble des

points de (Vt) = (VI) oil slannule l'image de f par 1 'application

induite par do' Dtautra part, comme d
1

induit un morphiane localement libre

de rang n de = sur VI , est 1 1ensemble des points
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aU s'annule 16 norae N de pour Ie morphisme d
1

• II s'ensuit que

{V
f
} t est 1 'ensemble des points de V

f
oU N ne s'annule pas; par

(Vf)' est affine •

Ceoi 4.1 (i) les autres assertions sont claires •

6. PASSAGE AU QUarIENr LORSQU tIL EXISTE ONE QUASI-SECTION

Nous allons maintenant prouver un lemme de caractere technique qui nous

servira dans la demonstration des deux tMoremes que nous avons en vue : soient

S un preschama et

xo

un Nous appcllerons quasi-section du groupoide X*, tout

8Ous-prescMma U de X tel qu 'on ait (1) et (2):
c

(1) La restriotion v de d1 a. d:1(U) est un morphismEl fim , localement

libre et surjectif de d-1(U) sur X, •
o 0

(2) Toute partie de U formee de points deux a. deux equivalents pour la relation

d 'equivalence definie par Ie groupoide X* (§ 3 e) est contenue dansun ouvert

affine de U.

Si U est una quasi-section de X* ' Ie (Sch/S)-groupoide

, , I
uo'u1,uZ uo,u1

U
2

U
1

U

induit par X* et l'inclueion de U dans Xo (§ 3, a}) verifie les hypotheses
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du tMoreme 4.1. Posons en effet V =d-1(U) at scient u et vIes morphismeso
de souroe V induits respectivement par do et d1

v
xo V

u
• iii- U

D' apres Le paragraphe 3b), on a un carre .cartesien

V

de sorte que u
1

est fini loealement libra d I aprea (1) • Aveo (2), 1a comition

(1) assure done que Le groupoide U* verifie les hypotheses du theorems 4.1.

En particulier Coker(u ,u
1)

existe dans (Seb/S). De plus, d poassde unao 0

section de sorte que u est un I9pimorphisme effectif at universel ; il s'ensuit ,

d 'apres la proposition 3.1 , que Coker(u
o'u1)

co':i:ncide avec Coker(vo,v1)

(00

v' v
j2 )

V
2 ---Y1 Vi

:;. V>-
V' :>
0

de signa l' image reciprocpe de U* par Ie changement de base u: V U ,

c 'est-a-dire BUssi 1 'image reeiproque de U* par Ls changement de base

V inclusion X do )
1 ) Xo •

De .e, comme vest un epimorphisme eft"ectif et universel,

Coker(d ,d
1)

coiroide avec Le conoyau de 1 'image reciprocpe de X* par Ie
o inclusion d1 .,

changement de base v: V » Xi > Xo ' Or catte unaga

proque est isomorphs a V* d lapres Le paragraphe 3c) • Nous avona done prouve
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la premiere assertion du lemme suivant :

LEMME 6.1 Supposons que Ie (Sch/S)­groupoide X* possMe una quasi­

section et que do: X, ­­­:ill­ Xo soH ..fidelement plat at quasi­compact. :

(i) 11 enste un conoyau (Y,p) (d
o,d ,)

dans (Sch/S) j de plUS. un tel

(Y,p) est un congyau de (d
o,d ,)

dans la oategorie de tous les espaces anneles.

(ii) P est surjectif; i1 est ouvert 8i do l'est j S est localement

noetherian et X de type fini sur S. Y est de type fini sur S.
o

(iii) Le morphisme X, X x X de composantes d et d , est sur.jeotif •
. 0 y 0 0 ­

(iv) .§i (do,d,) est un couple d 'equivalence,

phisme et p est fidelement plat •

Avant de prouvar la deuxieme assertion de (i), nous allons demontrer

(ii) et (iii):

a) Demonstration de (ii):

Nous venons de voir que (Y,p) s'identifie a COker(vo'v,) et

Coker (u
o'u,)

• Soient done q et r les epimorphismes canoniques de U et V

dans Y:

V U
X < V > Uo

Y

Comme u et V sont surjectifs, pest surjectif si et seulement si r 1 'est ,

done si et seulement si q 1 'est • Or q est surjectif d tapres Ie tMor8l1le 4.1;

dtou la surjectivite de p.
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De mtme, ai U' est un ouvert que1conque de U, 1e sature de U'

pour 1a relation d 'ecp.ivalence definie par 1e groupolde U* n 'est autre que

; c'est dono un ouvert de U, d'ou. il reaeort que le morphisme q

est ouvert; 81 d est ouvert, u est egalement ouvert sinsi que r;
o

comme vest surjectif , il s'ensuit que p est ouvert •

Supposons maintenant S localement noetherien et X de type fin!o
au-dessus de S. Kontrons que I est de type fini au-dessus de S: en effet,

cOllDe U est quasi-eompact au-dessus de S et que q est surjectif, Y est

quasi-eompact at-dessus de S. De plus, soient S I =Spec R un ouvert affine

de S, I' =Spec B un ouvert affine de I sa projetant dans S' et U' = Spec A

l'image reciproque de I' dans U. 11 s'agit de montrer que B est una

R-algebre de type fini ; or, d'spres les paragraphes 4 et 5, B est contenu dans

A qui est una R-algebre de type fini ; 1 'assertion resulte done de ce que R

est noetherien et A entier sur B •

b) Demonstration de (iii):

Comme le groupoide V* de base Vest isomorphe a 1a fois a l'image

reoiproque de U* par le changement de base u et a 1 'image reciproque de X*

par le changement de base v, on a un double carre cartesien

v x V
o I 0

Xl 'I!'-i!E---

do t!1l d 11
x X 'l)<tV
o y 0 <!<!:---

U
1

Uo riSI u1 L
u xu,::" U xU

0 y 0

Comme Uo 131 u1 est surjectif, i1 en va de pour v0 v1 •

CODlle v X v est surjectif, il en va de mbe pour les morphisnes composes

"0 12 '1 , V X'"

V ) V x V ,. X x X1 0
Y

0 0 y 0

at V1 ) Xl
do '® d 1

X x X)
0

I
0
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0) Demonstration de (i):

11 reste a prouver que (Y,p) est un eonoyau de (d
o,d i)

dans la

categorie de tous les espaces an.neles. Nous montrons d 'abord que Y eat obtenu

a partir de Xo en identifiant les points z et y tels qulil existe z E Xi

aveo do(z) =x et di (z) = y : en effet pest surjectif et on a pdo = pdi ;

en outre, ai p (x) = p (y) , il Y a un point z' de X x X dont la premiere
o 0

projection est x, la deuxieme y. 5i z est un pointYde Xi tel que

(do =z' , on a bien do(z) = x et d1(z) = Y •

DI autre part, si W eat un ouvert sature de X ,W ('\ U est un ouvert
o

satura de U; d' spree 4.1, q(W f\ U) est un ouvert de Y. Comme q(W n U)

n'est autre q)le p(W), on voit que Y est muni d rune topologie quotient de

celIe de X •
o

11 reste a demontrer que la suite eanonique de faiaceaux d lanneaux

Qy p* ==t p*do*(QX) = p*di*(Q.x )
011

eat exacte • Soit done yl un ouvert de Y et poaons U' = q-1 (YI)

X.' =p-1 (Y') ••• I1 est clair que U' est un ouvert de U sature pour la rela-
o
tion d definie par Ie groupo!de U*' Il resulte done du theoreme 4.1

yl est Ie conoyau du groupo'ide induit par U* sur U' • De est

un ouvert de Xo aature pour la relation d 'aquival.ence defmie par X* et on

a U' =- XI () U. Par consequent, UI est una quasi-section du groupo!de induit
o

par A* sur Oe <pi precede montre alors que yl est aussi Le conoyau de

oe dernier groupo!de. En particulier pour tout S-preschema T, on a la suite

e.rscte

T(Y')

Or, s1 T est la "droite affine" G
=a,S

_T_(d....;;O..:-1X......

(I 4.3), cette suite slidentifie a
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la suite

r (r I , .Q. y) r (p-1 (r ,), Q.x )
o

qui est done exaote pour tout ouvert y' •

d) Demonstration de (iv):

5i (d
o,d1)

est un oouple d 'equivalence, il en va de pour

(u ,uJ. 11 s 'ensuit que u m1 u
1
: U1--"? U x U est un isomorphismee , 0 0 y 0

(theoreme 4.1 ) , donc aussi v0 Iii v1 (confer les carres cartesians de b) ;

oomme v X v est fidelement plat et quasi-compact, do IE d
1

est un isomor-

SGA 1 VIII 5.4).

De plus, q est fidelement plat, done aussi r, car u est fidelement

plat. Comme r et v sont tidelement plats, il en va de pour p.

7. QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D'EQUIVALENCm PROPRE ET PLATE.

TBEOREME 7. 1: Soient 5 un preschema localement noetherien et

d'
d12 ';> >X

2 ------rl' > X
1

X
1 > 0

> d
d' 0
0

(Sch/S)-groupo'ide tel que d
1

soit propre et plat, que Xo soit quasi-

projeetif sur S et gue Ie morphisme X
1

X x X de composantes d
0
50

0

II d1 soit quasi-tini. Alors:

(i) II existe un oonoyau (Y,p) (d
o,d1)

(Sen/S) ; de plus. un tel

(Y,p) est un conoyau de (d
od1)

dans la categorie de tous les espaces anneles •
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(11) P est surjeotit • ouvert. propre et I est de type tini sur S

(iii) Le morphisme X
1
-?- Xo ; Xo de composantes do et d1 est sur,iectif •

(iv) .§1 (d
o,d1

) est un couple d 'equivalence,

morphisme et p est fidelement plat •

X
1
--7 X x X est un iso-

o I 0

Soit (I,p) le eonoyau de (d
o,d1

) dans la eategorie de tous les

espaces anneles. Le raisonnement du paragraphe 40) montre que, pour prouver

(i) , il suffit de demontrer que Y est un preschema et p un morphisme de

preschemas • Or cette question est locale sur Y; d'spres 1e lemme 6.1 (i) ,

il done de montrer que tout point z de X poessde un voisinage ouvert
o

et sature U tel que le groupoide induit sur U par X* posssde une quasi-
z z

section • On peut m&ne supposer' que z est feme dans la fibre de z au-dessus

de S (nous dirons que zest feme relativement as) •
L'existence de U resulte alors des lemmes qui suivent :

z

7.2 : Soient T un schema affine noetherian, X , I ,!!i Z des

T-preschemas de type fini , X etant quasi-projeetif sur T,!!i

y

z

un diagramme de (Scb/T). Soit d 'autre part z un point de Z qui est ferme

relativement a T et tel que v soit plat aux points de v-1(z) •

.§1 v-
1(z)

n'est pas vide, il existe un sous-preschema feme F de X

tel que u (u-1(F) () v"""1 (z» soU fini ngn 'lide et que 1a restriction de v

u-1(F) soit plate a\tX points de v-1(z) •

Soit T = Spec A • Il est loisible de supposer X de la fonne Proj S ,

oU S est I' algebre symetrique d 'un A-module de type fini E.
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8i u(v-
1(z» est fini , on peut ohoisir F egal a X. Sinon, nous

V-
1(z)designons par Y

1
' ••• , Y

n
les points de la fibre associes au faisceau

structural 0 -1 () de v-1(z) (les y. sont done tels que , si o. designe-v z -i

1 'anneau local de v-1(z) au point Yi ' l'ideal maximal de Q i soit forme

de diviseurs de 0) • 5i test l'image de z dans T, u(v-1(z» est una

partie constructible infinie de la fibre de t dans X. 11 existe donc un point

x ferme dans cette fibre, appartenant a u(v-1z» et distinete de

u(Y1) , ••• , u(Y
n)

• !lors X -Lx} est un voisinage ouvert de u(Y1) , ••• , u(Yn) ,

donc contient un voisinage ouvert de la forme D (f) , ou f est un element homogene
+

de degre d de 5 (les notations sont celles de EGA II § 2.3 ) • Par consequent,

le sous-prescMma feme X1 = V+(f) defini par f contient x et evite les

points u(Y1) , •• I' u(Yn)' Il s'ensuit evidemlnont que l'image reciproque

y1 = u-1(V+(f» de ce sous-prescMma est distincte de Y et rencontre v- \ e) •

Nous allons montrer que la restriction v1 de v a Y1 est plate aux

pointsde v-
1
(z) j si u(v'11(z) est fini, on n'aura donc qu'achoisir F egal

a X1 j sinon, on repetera 1 'argument qu 'on vient de developper en remplac;ant

Y par Y1 ' v par v1 ' u par le mcrphi.ene u, induit dans Y1 par u; on

obtiendra de cette fagon una suite decroissante X, X
1

' ••• de aoue-preschemae

fermes de X; comme una telle suite slarrate, u(u-1(X ) () v-1(z» sera fini
n

non vide pour un certain n et on choisira F egal a X •
n

I v- 1(z)1 reste donc a montrer que v1 est plat awe points de

soient donc_ y un point de Y1 au-desaus de z I Qy l' anneau local de y

dans Y, 0 l'anneau local de y dans v-1(z) , 6 () llanneau local de-y -vy
v(y) dans Z. 5i g E S, ost tel que D+ (g) soit un voisinage de u(y)

dans X, soient q' 1 'image de f/,f dans Qy et <of> l'image de r/gd dans

• 11 resulte alors de 1a construction de f quo ne divise pas 0 dans

Qy ; comme Qy est plat sur Qz' <f ne divise pas 0 dans 9y et QI Qy ,

est plat sur Qz (SGAl IV § 5.7 ) • Or QI cP n'est autre que l'anneau

local de z dans Y1 '"
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LEMME 7.3 Nous oonservons les notations et les hypothescs de 7.1.

Tout point z X qui est relatiyement a S possede alors un voisi­
o

nage ouvert sature U
z

tel que Ie groupolde induit par X* .E Uz poseMe

une quasi­section •

L'enonCle etant local sur S, on peut supposer S affine et appliquer

Ie lemma precedent au diagramme

do

Xo

4e (SOh/S). Soit done F un soua­preaoMma ferme de X tel queo
(\ d1'1(z)} soit fini non vide et que la restriction de d

1
a

soit plate awe points de (z) • Desigl'1Ons par F1 et F2 les images reci­

proq..tes de F par d et d d' = d d
1',

par d et d1 ••• les morphismes
o 00 0 ­0­

induits par do' d1 ••• On a done un diagramme commutatif

d' d-1
F i

­0
F
2

)0 F
d'
­0 i,l
d 1

Xi t X
d

0

o

oU les deux oarres de gauche sont et oU la premiere ligne est exacte

(confer (0, 1, 2), § 1} •

Montrons d' abord qu'11 n'y a qu 'un nombre fini de point a de F1 au­

dessus de z: BOit en effet s l'image de z dans S; comme (9..1'1 (z))
est fini , les points de cet ensemble sont fermes dans La fibre de s dans Xo;
11 n 's a done <p tun nombre fini de points u de X x X dont 1a deuxieme

o S 0



280

projeotion est z et dont la premiere projeotion appartient a. .!lo ; entin,

eomme X
1
--+oX x X est quasi-fini, un tel point u provient d 'un nombre fini

o S 0

de points de X1 ' d 'ou. l'assertion •

Le morphisme S1 est done quasi-fini at plat aux points de F1 au-

dessus de z. Designons par le ferme de F1 forme des points oU .41 n 'eet

pas a. la fois plat et quasi-fini (SGAl IV § 6.10 et EGA III § 4.4.10 ). Comma

d1 est propre, S1 (4) )ast ferme at ne contient pas z; par oonsequent , si on

pose W=S1 (F) - S1(+) , S1 est plat et quasi-fini, 0 'est-8.-dire fini at looa-

lament libre (EGA III § 4.4.2 ) au-dessus de W. Comme S1 I (W) est ouvert ,

S1 (F1) est un voisinage ouvert de z, et West le plus grand ouvert de Xo
oontenu dans S1 (F1) au-dessus duquel S1 est a. la foie plat et quasi-fini •

Noue allons voir dans le lemme 7.4 que les iJIlages reciproques de +
par s; et s'identifient toutes les deux a 1 'ensemble des points de F2

ou .42 n'est pas a la fois plat et quasi-fini. I1 s'ensuit que

= S2(F2) - oo!ncide avec = - ,
o 'est-8.-dire que West sature • Par consequent, si on pose "1 = (w) ,

-1() -1() -1-1() -1-1()l'egalite do W =d1 W entraine.sa do W = d1 W e 'est-8.-dire

d ,-1 (W ) =d ,-1 (W) • Comme d est fidelement plat et quasi-oompact et que Ie
-0 1 -1 1 -0

carre

est oartesien, 11 s fensuit que W1 est de la forme (u) , ou. U est un ouvert

de F (SGAl VIII § 4.4 ). Cet ouvert U de Fest une quasi-section pour le

groupo!de de base W induit par X*' On peut dono ohoisir Uz egal a. w.

11 nous reste dono a enonoer le lemme 7.4 dont la demonstration eat

olassique :
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LEMME 7.4: Considerons un carre cartesian de prescMmas

u
:i)sX

o

et soit x un point de F
2•

8i u est plat, d' plat en x 8i et seule­

ment si d est plat en v(x) • 8i d est localement de type fini, d' .ill
quasi­fini en x 8i et seulement si d est quasi­fini en v(x) •

Nous avons done preuve qu'il existe un reeouvrement de Xo par des

ouverts satures W tels que le groupolde W* induit par X* sur W possede

una quasi­section. Modulo le lemme 6. 1 , ceei prouve 1e tMoreme 7.1 a
1 'exception peuWtre du fait que p est propre • Pour ce demier point, nous

reprenons les notations de 6a) en remp1ac;:ant le groupolde X* par W*' liors

q est entier d 'apres le theoreme 4.1 , dono propre • Cemme u est deduit de

w : W
1

W par eha.ngement de base, u est propre ; done rest propre •o 0
Comme W est quasi­projeetif sur 8, West separe et de type fini au­deasus

o 0

de r; de plus, v est surjectif j done pest propre (EGA II § 5.4.3 (ii)) •

8. PASSAGE AU QUorIENT PoAR UNE: PRERELATION D'EQUIVALENCE PLATE NON NECESSAIREMENT

PROPRE.

THEOREME 8. 1 Soient S un prescMma noetherian et

d'
4 ) d

tX d' X
1

) X
2 I ) --0.0--> 0

d' :)
Q

(Scb/S}­groupoide tel gue d
1

soit plat et de type fini ! que X soit de
0
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type fini sur S et que Ie morphisrne Xl X x X de composante s do §1
o S 0

d l soit quasi-fini •

satura et satisfaisantW de X .=d;;;:.en=se=--,--==o:::...::::.;.....:.;=;o;;,,;==00-
II existe alors un ouvert

aux proprietas suivantes

w! w
j(i) .§! W2 3.. W1 3> W

o
est le-m;oupoide induit par X* sur

Wo' (Wo,W1) possede un conoyau (V,p) (Scq!S) ; de plus, (V,p) est

un conoyau de (w
O,w1

) dans la catagorie de tous les espaces anneles •

(ii) p est sur.jectif. ouvert et V est de type fini sur S.

(iii) Le morphisme W
1
--+ vi W de cOmpOSR'1tes Wo et w1 est sur.iectif •

(iv) .§1 (do,d1) est- un couple d 'equivalence, ri
1

W(J W est un isomor-

phisme et p est fid61ement plat •

Nous allons montrer qu 'on peut choisir W de telle fB.9on que Ie

(Scq!S}-groupoYde W* induit par X* posesde une quasi-section (confer § 7) •

Le theoreme 8.1 resultera alors du lemme 6.1.

Admettons provisoirernent <;.ue, pour tout point z E X ferme relati-o
vement a S (confer § 7), il existe un ouvert W qui est satura, possede unaz
quasi-seotion et rencontre toutes les composantes irreductibles de Xo passant

par z. Alors l'exterieur X - iii de W dans X est aature (car Ie sature
-1 _ 0 Z Z 0

d1 (d (X - W)} de eet exterieur est ouvert et ne rencontre pas W) • 5i ceto 0 Z Z

exterieur n t est pas vide, on peut y choisir un point z' fenne relativement a
S et associer a z I un ouvert Wzr comme ci-dessus ; on peut d lailleurs sup-

poser W, contenu dans X - W ; alors W et W I sent disjoints at Ie
Z 0 Z Z z

groupoYda irduit par X* sur W
z
U W

Z 1
possede una quasi-section•••• Le pro-

cessus doit parce que X n'a qu'un nombre fini de composantes irre-
o

ductibles • 11 reste done a construire W :
z

Pour cela il est loisible de supposer S affine; dans cs cas, soient

y un point de Xl tel que d
1
y == Z , X un ouvert affine de X contenanto
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d y , Y 1 timage reeiproque de X dans Xl par d , enfin u: Y -.,..;X: at
o 0

v : Y --+ X les morphismes induits par d et d
1

• Comme X est affine ,
o 0

done quasi-projeetif , on peut appliquer Ie lemme 7.2 : il y a done un sous-

pre schema F de X tel qUI3 d-1(F) () d-
1
1(z) soit non vide, que

o 0
d (d- 1(F) () d-

1
1(z) ) Boit fini at que La restriction de d

1
a. d-1(F) soit

000

plate aux points de v- 1(z) • Co fait noua permet de reprendre les notations du

lellllOO 7.3 en designant par F1 et F2 les images reciproqucs de F dans

Xl et 12'"

d
-0

-----':>:;. F

On montra alors comme en 7.3 que .9:.
1

ost quasi-fini aux points de

(z) de sorte qu'il est nature1 de conaiderer 1 'ouvert F1 de F1 forme

des points aU Sol est a. la fois plat et quasi-fini • Dtapres 7.4, les deux'

images reeiproques de F1 par 9:.1 et .g;, sont formees des points de F2 aU

est plat et quasi-fini, de sorte quo ces deux images reciproques coincident

at que F1 est de la forme , aU F' est un ouvert do F (SGAI VIII 4.4 ).

Quitte a. remplacer F par F I , on peut donc supposer quo £1 est quasi-fini

et plat • Dans ce cas , nous designons par Wz Le plus grand ouvert de Sol (F1)

au-dessus duquel .9:.
1

est fini et plat • Cet ouvert Wz contient les points

generiques des composantes irreductibles de X paasant par z. Il resulte
o

alors de SGAI VIII § 6.5 et 5.7 que d-1(W) et d-
1
1(W) coincident taus

a z z
les deux avec 10 plus grand ouvert de !!2(F

2
) au-dessus duqual, !!2 est fini et

plat. On voit par consequent oomma en 7.3 que les deux: images reciproques de

d-
1
1
(W) par d' et d

1'
co'lncident, dono que d-

1
1 ost de la forme d-

1(u)
- z -0 - -' Z -0

oil U est un ouvert de F qui est uno quasi-section pour 10 g!'oupoide induit

w •
z
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9. ELIMINATION DES HYPaI'HESES NOPmiER.IENNES

a) Reprenons les notations et les hypotneses du lemme 6.1 at soit

.,.: Sf S un changement de base arbitraire • Designons par i': X' --+ y'

1e morphieme de S '-pre scMmas daduit par l'extension TC de La base d 'un morphisme

de S-presoh6mas i: X Y. Avec cette convention, p' : -:Ji. Y' est

surjectif' ainsi que Ie morphieme X1' --+ X' x X' de composantes d' et d1•o Y' 0 0

L'ensemble sous-ja.cent a YI s 'identifie donc au quotient de 1 'ensemble scue-

ja.cent a X' par la relation d 'equivalence definie dans X' par Ieo 0

S '-groupolde De plus, q': U' --+YI est entier surjectif' de sorte que

la topologie de Y' est la topologie quotient de celIe de UI , donc aussi de

oelle de X' (confer la preuve du § 6 e) •o

D'un autre oete, 11 est clair que U' est una quasi-section du

S '-groupoIde auquel on peut donc appliquer Ie lemme 6. 1. En particulier ,

possMe un conoyau (Y1, P1) et l'espa.ce topologique sous-ja.cent a Y1
s'obtient a partir de 1 'espace topologique sous-jacent a X' en identifiant

o
les points ecpivalents pour la relation dafinie par 11 s 'ensuit que le

morphieme oanonique Y
1
......... yl est un homeomorphisme ; je dis que

Y1 ---+ yl est un homeomorphisme universel : en affet, si S" est au-dassus

de S' soit Y2 Ie conoyau de (d x S", d
1

X S"). Dlapres ce qui precede,
o S S

applique aux changements de base S"....... Sf at S, Y2 Y
1

x S"
S'

et Y2 -+- Y S" yf X S" sont des homeomorphismes de sorte qu'il en va
S'

de II1tlme pour Y1 x S" Y' X S" •
S' S'

b) Des renarques analogues s'appliquent evidemment au cas oU le groupo'lde

X* poseillde "1ocalement " des quasi-sections (confer la demonstration du

tMoreme 7. 1 ) • Soient par exemple S un prescMma arbitraire et
dj d·
. • X1 »Xo un (Scb/S)-groupoide sur lequel on fait les

hypotheses suivantes: X est de presentation finie et quasi-projectif sur S
o

d1 est de presentation finie , propre et plat ; Le morphi8llle X
1

---:il' X x X
Os 0
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de eomposantes do et d1 est quasi-fini • Alors tout point x de Xo ..!...'!m

voisinage ouvert W qui est sature et tel que le groupo!de induit par X* dans

W possede una quasi-section :

En effet, la question est locale sur S de sorte qu'on peut supposer

S affine. I1 existe alors un anneau A de type fini sur ¥.. , un morphism.e

S T =Spec A et un (Sch/T)-groupoIde Z* tel que X* s'identifie a.
Z* X S (EGA IV 8) ; de plus , on peut supposer que Z* verifie les conditions

T
du theoreme 7.1 (EGA IV 8) • Par consequent Z* possede "localement" des

quasi-sections et on peut appliquer les remarques de a) •

e) 11 resulte de a) et de b) que les assertions (i), (iii) et (iv) du

theoreme 7.1 restent vraies aous les hypotheses de b) • Lorsque de plUS

(do,d1)
est un couple d 'equivalence, on voit que Y est de presentation

finie sur S en appliquant la proposition suivante :

Proposition 9.1 Considerons les morphismes de preschemas

q__ SY..xo

tels que (:J,P soit de type fini (resp. de presentation finie) et p fidelement

plat de presentation finie • Alors q est de type fini (resp. de presentation

finie) c».
Comme pest surjectif et qp quasi-compact, q est quasi-compact •

Done on peut supposer S, Y et X affines d 'anneaux A, B, C : On a
o

B = B
i

' oU les B
i

pareourent les sous-algebres de type fini de B.

Cemme C est de presentation finie sur B, il existe un indice

fidelement plat sur B

i 1 .? i o tel que Cf1

B

i i

A

i , '.1116 B. -algebre de presentation finie C· et un iso-o 1
0

10

morphisme C 0i GtB. B; si on pose 0i = °i Bio 10 0 1 0

pour i.? i
o

' on a dono C =::: C. 8 B. Oonme C est
1 B.

1

, on tire de EGA IV 11 l'existenoe d'un

sOit fidelement plat sur Bi1 par

(*) Cf. EGA IV 17.7.5 pour un plus
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oonsequent Ci est fidelement plat sur Bi pour i i 1 • Pour i i
1
' l' appli­

oation oanonique e. C est alors injeotive , car deduite de B. B
1 1

par extension fid61ement plate de la base • 8i C est de type fini sur A,

11 s'ensuit que l'application 0i C done aussi l'application Bi B

sont bijectives pour i assez grand f

8upposons maintenant C de presentation finie sur A: d'apres oe qui

preoede, B est de type fini sur A, dono de la forme ]/1 aU. B est una

$lgebre de polyn&1es sur A a un nombre fini d'indeterminees, et I un ideal

de B. Alora I est reunion de sea soue­ideaux de type fini 10( ; d 'ou 1 'ega.­

lite B = Be( avec BtI(= BlIo( • Procedant oomme plus haut, on choisit un

imice 0<.0 et una B­b­algebre de presentation finie ('0(0 tela qu'il existe

un isomorphisme C '::t • • Pour 0( 0<0 ' on pose encore

Co(:' ('ix BO(. de telle aorte qu' on a C C0( B pour 0<. 0(0 • Toujours
o

d 'apree EGA IV 11 , on conolut oomme plus haut que Co( est fidelement plat sur

Bo( pour 0< assez grand • Dans ce cas, le noyau de l' application Cc< ­­+ C

(resp. Co( ­7 Cfj pour f3 O() s'identifie a Co( tSB}I/Ic<) (resp. a
ClJI( <&\B (If; IIlI) • Comme Co<, et C sont de presentation finie sur A et que

0(

Co( C est surjectif, B (I/IlI() est un ideal de type fini et est
(J(

reunion des ideaux 110( ) • On a done oo(0B (13 lIe() =Co(l>B\I/:tc)
0( 0(-0<;

pour (3 assez grand, d'ou. ausai It) =I (car C.o( est fidelement plat sur

Be() i done B est de presentation finie sur A.
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GENERALlTES SUR LES GROUPES AWEBRIQUES

par P. GABRIEL

Dans tout ee chapitre, A designera un anneau local artinien de

corps residuel k. Un prescMrna en groupes G sur Spec A sera appele

simplement un A-groupe. Cet A-groupe est dit localement de type fini si Ie

prescherna sous-jacent est localement de type fini sur A; il est dit

a1gebrigue s1 Le prescMma. sous-jacent est de type fini sur A.

O. Remargues preliminaires.

0.1. Considerons d'abord un presoMma. en groupes G sur un preschema

quelconque S. Nous appelons mUltiplication Ie morphisme structural

Jk I Gf' G et inversion le morphisme c I G G qui est defini

par les ega-lites c(T)(X) = x-I (T etant un preschema sur S et x un

element de G(T». Si U et V sont des parties de l'ensemble sous-

jacent a. G , nous notons U.V I' image par Ie morphisme multiplication de

la partie de formee des points dont la premiere projection appartient

. -1 )a. U, 1a deuxieme a V. De les notat1ons U et c(U sont

equivalentes.

Soient pr1 1a projection de sur Ie premier facteur et

cr I G>gi: Ie morphisme de composantes pr1 et r . Pour tout
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s.presehelll8. T, 0- (T) est l'applicat10n (x,y) I---? (x,x.y); 11 s 'enauit

que rr est un 8utomorph1sme. Le compose de cet automorphisme et de 1a pro-

ject10n pr
2

de GSG sur Ie deuxieme faoteur est Le morphisme multip1ica-

tion. Lorsque G est plat sur S , pr2 dono}J- sont des morphismea plats;

lorsque G est lisse sur S, pr2 done f' aont des morphismes Hsses ••••

0.2. Nous supposons a. partir de maintenant que S est Ie spectre d 'un

anneau local artinien A de corps residuel k. Nous designona par

(Sco/k)red 1a categorie des preschemas reduits sur k , Pour tout presohema X

sur A , 1e preschema reduit Xred est un objet de (Sch/k)red et 1e fonc-

teur XI---? Xred est adjoint a. droite a. l'inc1usion de (Soh/k)red dans

(Soh/A) • Il s I ensuit que, pour tout A-groupe G , Gred est un groupe dans

1a categorie (Sob/k)red'

Reoiproquement,!!. k est ,un corps parfait, 1 'inclusion de

(S0ty'k)red dans (Sc¥k) oommute aux produits de sorte que les groupea

dans Ia categorie (Sch/k)red s'identifient aux preschSmas en groupes sur

k dont 1e preachelll8. sous-jacent est reduit. En particulier, pour tout

k-groupe G ,Gred est un soue-preschema en groupes de G oe aoue-gzoupe

n'est pas invariant dans G en general : par exemple, si k est un cor-ps

de oaraoteristique 3, Ie groupe constant (Z/(2»k opere de faQon non

triviale dans Ie groupe diagonalisable Dk( Z/(,» et 1.4.4 ); si

G designe Ie produit semi-direct de Dk( Z/(3» par (7L/(2»k defini par

eette operation, Gr ed slidentifie a. (Z/(2»k et n'est pas invariant

dans G •

S1 k eat un corps quelconque et H un groupe dans Ia categorie
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-GO

est un prsachsma en groupes aur kP

-CD
Comme a espace topologique sous-jacent que

on voit que les groupes de (Sch/k)red ont en commun avec les k-groupes

certaines topologiques invariantes par extension du corps de base:

par example, il resultera de 0.3 et des remarques qu ton vient de faire que

tout groupe de (Sch/k)red est aepars.

Noua rencontrerons dans la suite des groupes de (Sch/k)red cha-

que fois que nous aurons affaire a une partie localement fermee non vide

U d'un A-groupe G -1tel1e que U.U = U et U = U : en effet, Ie sous-

preschEima reduit de G detini par U est un groupe de (Sch/k)red'

0.3. Un A-groupe G est tou.iours separe Ia diagonale de G'f

stidentifie en effet au foncteur de (Sch/A) ° a valeurs dans (Ens) qui

associe a. tout preschema S sur A l'image reciproque de l lelement neutre

de G(S) par l lapplication (s) : (x,Y) r-+ x.y-1 de G(S)xG(S) dans

G(S). On a par consequent un carre cartesien

GXG
A

morphisme1
diagonal

G

le.ction unite

Spec A

de sorte que Ie morphisme diagonal, qui est deduit d'une immersion fermee

par changement de base est lui-m@me une i:mmersion ferrree.
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0.4. Soit G un A-groupe. Nous dirons qu tun point g de G est

strictement rationnel sur A s'il existe un A-morphisme s: Spec A -.-,. G

qui envoie Le seul point de Spec A sur g • On sait qu! un tel s definit

un automorphisme r s du preschema G sur A qu'on appelle translation a

droite par s : pour tout morphisme 1(': S Spec A , rs(S) est 1 'auto-

morphisme x.(G('TC)(s».

De on note la translation a gauche par s , clest-a-dire

l'automorphisme de G defini par les egalites (.es(S»(x) = (G(TC)(s».x •

Comme GOAk et G ont espace topologique sous-jaoent Q., que

G est un k-gr-oupe et que s depend seulement de g et non de s,

on voit que les automorphismes de Q. il1duits par r s et is (ou par

et lS@k) dependent seulement de g et non de s Loz-sque P

est une parti e de Q., nous pouvons dono noter P .g et g.P au lieu de

rs(P) et -is(P), ce qui est conforme a 0.1.

0.5. Considerons maintenant deux ouverts partout denses U et V

A-groupe localement de type fini G • Le produit U.V (0.1) est,a1ors

ega1 a tout l' espace sous-.jaoent a G : en effet, comme G et G@Ak ont

m3me espaoe sous-jacent, on peut supposer, quitte a remp1acer A par k et

G par G Ak que A est un corps k. Dans ce cas 1e morphisme mul ti-

plication est plat et localement de type fini (0.1 ), done ouvert, de sorte

que U.Vest un ouvert de G • Si k est une c18ture algebrique de k,

on a evidemment (U'V)@0 = ; d1apresSGAl VIII § 4, il suf-

fit done de prouver quton a G = (U0
k
k)•(V0JC) et on est ramene au

cas ou k est a1gebriquement c.Los , Dans ce dernier cas, il suffit de
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prouver que U.V oontiont tout point ferme x de G ; s1 k est alga­

briquement oloe, un tel x est strictement rationnel et les ouverts partout

denses U­1.x et V ont en commun un point £'erma v; s1 u est l' ele­

ment de G(k) d'fini PLr llagalite x'" u.v , u­1.x appartient alors a
lil.x de sorte que u appartient e. U, ce qui prouve llassertion.
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1. Proprietes locales d'un A-groupe looalement de type fini.

Nous allons voir d tabord que, si G est localement de type fini

et plat sur A , on peut IIr endr e striotement rationne1 tout point ferme de

G 11 au moyen d 'une extension finie et plate de la base.

1.1. Sauf mention expresse du contra ire , nous supposerons a partir de

maintenant que G est un A-groupe localement de type fini.

Larsque A est un corps, nous obtiendrons dans l'expose VII
B
des resultats

tres precis sur les anneaux locaux de G • Nous noUB contentons ici de quel-

ques resultats elementaires :

PROPOSITION 1.1.1 : §£.li x un point d 'un A-groupe G localement de

est de Cohen-Macaula.y

et il existe o tel que.::c ,x

Nous supposons d'abord A egal a son corps residue1 k; i1 suf-

fit de prauver alars que a est de et on peut se limiter.::c,x
au cas ou x est un point ferme (IDA Qrv 16.5.13). D1apres Le lemme

1.1.2 ci-dessous, G contient un point ferme y tel que soit de.... ,y

Cohen-Macaulay. D1apres SGA 1 I § 9, il revient au de dire que, pour

toute extension finie K du corps de base k et tout point y de

G = au-dessus de y , .Q},y est de Si l' extension

K a ete choisie assez grande (i.e. si K contient 1 textension normale de

k engendree par les corps residuels k(y) et k(x», y est (strictement)
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rationnel sur K ainsi que tout point x de G au-dessus de x. Comme

l'automorphisme r_o(r_)-l applique y sur X, il s tensuf.t que Q:;--,x y -u,x

done g., (SGA1 I § 9) sont de Cohen-Maoaul.ay ,-v,x

Lorsque A est de nouveau suppose quelconque, le raisonnement

precedent s 'applique a k®AG de sorte que

Si aI' ••• , an est una suite d1elements de

k@A est de Cohen-Macaulay.

Q., dont l'image dans-u,x

kttJA.fh,x est un systeme de parametres, il resulte de SGA 1 IV 5.7 ou de

est fini et plat sur A •

EGA 0IV 15.1.16

£b,x!(al,···,an)

que est une suite .Q., -reguliere et que-v,x

1.1.2 : Tout prescMma non vide X, localement de type fim sur un

anneau artinien A, contient un point ferme x dont l'anneau local est de

COhen-Macau1!y •

On peut evidemment supposer X affine d lalgebre B et raisonner

par recurrence sur dim X (llassertion est claire si X est discret, tous

1es anneaux locaux etant alors artiniens). Comme B est de type fini sur

A , si dim B > 0, B contient un element a non inversible et non divi-

seur de 0; le sous-preschema ferme X' = Spec B/(a) de X est a10rs de

dimension strictement inferieure a dim X et contient par nypothese de re-

un point ferme x tel que o-Xl,X soit de Cohen-Macaula;y. Comme on

a = et que a est non inversible et non diviseur de 0 dans

0,,,. , 0 est de Cohen-Macaul..v (Voir aussi IDA IV 6.11.3).- ..... ,x -X,x -v

PROPOSITION 1.2 Soient A un anneau artinien, G .1:1;U A-groupe 10ca-

lement de type fini at plat sur A et x un point ferme de G • II existe
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alors une A-algebre AI locale, finie et A telle que tout point

de GQ)AAI au-dessus de x soit strictement sur AI.

On sait en effet qulil existe une A-algebre Al locale, finie et

libre sur A et telle que le corps residuel de Al contienne 1 1extension

normale de k engendree par le corps residuel k(x) de x. Dans ce cas,

tous les points gl' ••• ,gn de G0AA1 au-dessus de g G ont meme corps

residuel que Al (i.e. gl' ••• , gn sont rationnels sur Al au sens de

V, § 4; e». Soient donc BI, ••• , Bn les anneaux locaux de gl' ••• , gn •

D1apres 1.1.1 , Bl ' ..• , Bn possedent des quotients Bi, ••• , qui

sont artiniens et plats sur Al • 8i on pose A' • ••• Bri ' les

algebres AI sont toutes locales et elles ont un quotient isomorphe
1. I

a A' , de sorte que AI repond a la question.

1.3. Soit e llelement neutre (ou origine) de G , c1est-a-dire

llimage du seul point de Spec A p3.r Ia section unite Spec A---.+ G •

Par definition meme, e est strictement rationnel sur A •

PROPOSITION 1.3.1 Soient G un groupe J.ocalement de type fini et plat

sur un anneau artinie1! A II K Ia cloture parfeite du c_orps residuel k

A • Les assertions suivantes eqyivalentes :

(ibis) 8i .fb,e est llanneau local de l'origine de G ,.fb,e@AK est reduit.

(ii) G est Hsse sur A •

(iibis) G est lis se sur A a l' origine •
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Au moyen de SGA 1 II 2.1, on se ramene tout de suite au cas ou

A est un corps (A - k). Les implications (i) (ibis), (ii) =}(iibis)

'(ii) ::::+ (i) et (iibis) sont ev1dentes de sorte qu'il suifit

de prouver que (ibis) entraine (ii). Or, si k designe La cl8ture alge-

brique de k, il results de (ibis) que est reduit. De plus, si

x est un point ferme quelconque de G = G@kk, 11 y a exactement un

k-morphisme s: Spec k G@kk dont l'image est x; la translation a.

droite r s induit alors un isomorphisme de .9c.,e®kk sur ..9G,x de sorte

que a.. , done G sont reduits. Mais, comme G est aussi localement de

type fini sur k, G contient au moins un point y ferme dans G et

1isse sur it . Comme d 'autre Pi-rt les annea.ux locaux des points fennes de

G sont tous isomorphes a It,e@kk , on voit que tous ces anneaux Iocaux sont

reguliers, de sorte que G est lisse sur k, done G 1isse sur k.
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2. Composantes connexes d'un A-groupe localement de type fini.

2.1. Considerons d "abord un A-groupe quelconque G et soit G' la

composante connexe de l'origine e de G • Cette composante connexe est

evidemment fermee de sorte que nous pouvons l'identifier au sous-preschema

ferme reduit de G qui a Gl pour espace sous-jacent.

PROPOSITION 2.1.1 Pour toute extension K du corps residuel k de

A , a pour espace sous-jacent la composante connexe de l'origine

dans le K-groupe G@AK (G I est geometriq,uement connexe).

Soit en effet

GfbAK • Comme l' image de

la composante connexe de llorigine dans

dans G est connexe et contient l'ele-

ment neutre de G , cette image est contenue dans GI de sorte que

(G ®AK) , est contenu dans l'image reciproque G' g)AK de G I dans G(/)AK.

La proposition resulte done de la connexite de AK qui est prouvee

dans Ie lemme 2.1.2 :

2.1.2: Soient X !!.i Y deux preschEimas connexes sur un co:r::ps k.

8i X contient un point rationnel, XxkY est connexe.

NollS donnons ci-dessous une demonstration directe de ce resultat

de EGA (IV 4.5.8 et 4.5.14 ).

Supposons d tabord Y non vide, connexe et affine d1algebre B.

Dans ce cas, Xx kY est Le spectre de 1a .QX-Algebre quasi-coherente

= .QX@kB • Nous voulons montrer que toute partie U de X XkY qui est

ouverte, fermee et non vide coincide avec Xx kY • Et en effet U est

affine Sur X et a pour .QX-A1gebre affine un facteur direct de
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II resulte done du lemme 2.1.3 ci-dessous que 1 l i mage de U dans X est

ouverte et fermee, i.e. coincide avec X tout entier. Cette image contient

en particulier un point rationnel x de X, de sorte que U rencontre

11 image reciproque de x dans X xkY • Comma cette derniere est isomorphe a

Y , donc est connexe, U contient cette image re caproque , Le meme resulta t

serait valable pour Le complementaire de U dans X \:Y , si U etait

distincte de XXil ' ce qui s erait absurde.

Si Y est maintenant un k-preschema quelconque , ce qui precede

montre que les fibres de la projection canonique --> Y sont connexes.

8i x est un point rationnel de X, ces fibres rencontrent toutes Le

sous-preschema. ix}xkY qui est lui-mE!me connexe, dlou. la proposition.

Soient X un preschema et ! QX-Algebre guasi-

cOherente qui est un facteur direct d1un .QX-Module libre. Llimage de

Spec! X est alors ouverta at fermee.

Soit V cette image. 11 est clair que Vest contenue dans Le

support de !. Reciproquement, si x appartient au support de !'!:x;. est

non nul et est un Qx,x-module libre (Kaplansky). Par consequent la fibre

de Spec! en x, qui est affine d 'algebre fix®. 0 k(x) nlest pas vide.
-X,x

On voit done que 11image de Spec! coincide avec Le support de !.

Si s est la section unite de !, l'egalite s = 0 entrainex
que s est nul dans un voisinage du point x de sorte que Ie support de

! est ferme. On peut supposer d 'autre part que ! est un facteur direct

de la somma directe d 'une famille (Q;) d' exemplaires de .Q
X

• Soit alors
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choisir les

r;f..n
+ -. + J

"t< Ia restriction a. A de Ia projection canonique de -!tQt sur Q;;
si :It est un point de X, tout homomorphisme de QX,x-modules

'fix • Ax -7 Qx,x est de la forme a ou ( 11)(.) est

• Comme A est libre et non nUl, on peut-x
- l>l e lX1 I'l\1

fa90n qu Ion aU 1 = L S If (a) =) <f (s )»
« , <>( to<.. n 0(. n

1 = ) 4f "'(a)+ - - +) f (a) re et e

une famille d'elements de -J\.,x

de telle

&lors valable dans un voisinage de x, C2 qui montre que a, done !

sont non Iluls dans un voisinage de x (1I1e support d'un module projectif

est ouvert").

2.2. Les notations etant toujours celles de 2.1 , il est clair quo

G' est un prescMma reduit au-deasua de Spec k C. Spec A • Le lemme 2.1.2

montre que G' x kG' est connexe, de sorte que (G' x kG' )red est Ie soua-

prescMma reduit de GXAG qui a pour espace sous-jacent La composante

connexe de l'origine. En particulier, le morphisme multiplication

r: : GxAG --+ G induit un morphisme r: I : (G IXkG I) red G I qui fait

de GI un groupe dans la sous-categorie pleine de (Sch/k) formee des

k-prescMmas reduits.

2.;. Conformemellt a nos conventions de 1.1 , nous supposons de nouveau

a partir de maintenant que G ESt localement de type fini sur A • liors G

est localement noetherien, donc localement connexe de sorte que la composante

connexe de 1 'enement neutre est ouverte dans G • Nous noterons GO le

sous-preschema induit par G sur cet ouver t de sorte qutavec les notations

de 2.1 on a G' = (Go)red • 11 resulte evidemment de 2.2 que GO est
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un sous-prescMDla en groupes de G que nous appellerons la composante

neutre de G.

Soient Go( une composante connexe quelconque de G eO;

yrJ.: Gv(X AGo ---. G Ie morphisme defini par les egalites

(ya«S»)(g,y) .. g'(g-l (SE(Sch/A), gf G,,(S) , tG. GO(S». Si e est

l'origine de G , la restriction de vo<. a G"xA (e} est La morphisme nul;

comme Gfl(xAGo est connexe d'apres 2.1.2 , on voit que 'llc( se factorise

a travers GO de sorte que GO est un A-sous-groupe invariant de G (car

ce qui precede entraine, que pour tout preschema. S sur A, GO(S) est un

sous-groupe invariant de G(S».

PROPOSITION 2.4 La cOmposante neutre d'un A-groupe

loealement de type fini G est geometriguement irreduetible et est de type

fin! sur A •

Soit k la c18ture algebrique du corps residuel k de A et mon-

trons d'abord que ti° est geometriquement irreductible, c'est-a-dire que

GO@Ak est irreductible. D'apres 2.2 (G )Ak)red est un k-groupe locale-

ment de t,ype fini et reduit, done lisse sur it (1.3.1). A fortiori les

anneaux Locaux de (G@Ak)red sont integres de sorte que les composantes

connexes de G Ait , en particulier G° Ak , sont irreductib1es.

Montrons maintenant que GO est de t,ype fini sur A • Comme GO

est loca.lement de type fini sur A , il suffit de prouver que GO est

quasi-compact. Pour ce1a, soit V un ouvert affine de GO. Comme GO est

irreductible, cet ouvert est dense dans GO de sorte que V.V coincide avec

GO (0.5 ); comme V.V est 1 1image de par 1e morphisme mUltiplication,

V.V est quasi-compact.
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Toute composante connexe de G est irreductible et de

On peut supposer en effet A egal a son corps residuel k.

Soit alors H une composante connexe de G ,x un point ferme de H,

k(x) Ie corps residuel de x et K l'extension normale de k engendree

par k(x). La projection canonique 1r : H@kK H est ouverte et fermee

de sorte que toute composante connexe de est la somme des images de

GO <i)kK par les translations definies par les points de 1f-l (x) . Comme

est de type fini, H l'est.

Si H n'etait pas irreductible, on pourrait choisir x de telle

fa90n que x appartienne a deux composantes irreductibles distinctes.

L'anneau local aurait alors deux ideaux premiers minimaux dis tincts

ainsi que l'anneau local de tout point de HekK au-dessus de x (going down

theorem de Cohen-Seidenberg, Bourbaki, Alg. £!2!. ohap. VI); or nous venons de

voir que est la somme directe d'un certain nombre d'exemplaires de

Go@kK , qui est irreductible
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5. Construction de groupes-guotient (cas des groupes de t,ype fini).

;.1. Soient A un anneau local artinien et u: F G un homo-

morphisme de A-groupes. Si JL. I FXAF F et Y: GXAG G designent

les morphismes multiplication et A Ie morphisme compose

on rappelle que Le quotient a. gauche F\G de G par F est Le co-noyau

du (Sch/A)-groupoide G* decrit ci-dessous

IdFX A

F><;.FxAG
AX IdG

), FXG
A

pr2 , 3

-----31>)' G

(pr2 et pr2 , 3 sont les projections de FXAG et FXA(FXAG) sur les

deuxiemes facteurs). Nous dirons que G* est Le groupoide de base G defini

par u (confer V, 2a; comma dans l'expose V, nous ne suivons pas en VIA

la convention de IV 4.6.15).

Comme l'unique A-morphisme F ---. Spec A est universellement

ouvert (IDA IV 2.4.9), pr
2

est un morphisme ouvert; il en va donc de

pour A qui est compose de pr2 et de l'automorphisme a: de FXi

qui est defini par les formules suivantes : o-(S)(x,y) • (x,(u(S)(x».y)

ou S est un A-preschema variable, x et y appartenant a. F(S) et

G(S). On voit de La meme fae;ton que pr
2

et >. sont plats lorsque Fest

plat sur A •

Remarquons aussi pour terminer ces preliminaires que tout
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A-morphisme s: Spec A G definit un automorphisme du groupoide G*

qui induit sur G , F:XAG et FXAF xAG respectivement les automorphismes

rs' Id FxArs et Id FxAld FxArs • Noue noterone encore r s cet auto-

morphisme de G* et noue dirons que r s est la translation a droite

definie par s (confer 0.4 ).

3.2. THEOREME: Soient F 2.1 G de"" &:oupes plats et Loca'l emerrt de type

fini sur un anneau local artinien A .'§'ill u : F -7 G un homomorphisme

de A-groupes quasi-compact et de noyau fin!. Alors :

(i) La quotient a gauche F \ G G J?IU: F existe et la suite

F x G
A

canon1que
F\G

est exacte dans la categorie de tous les eSEaces anneles.

(ii) Le morphisme canonigue G F\G est surjectif et ouvert et

F \G est une somme directe de preschemas de tyEe fini sur A •

(iii) Le morphisme canonigue FXAG -7' GF'\'GG est sur,iectif •

(iv) Si u est un monomorphisme, F x AG GF\GG est un isomolyhisme

II G -? F\G est plat.

Dans la demonstration de ce thEioreme AI designera une A-algebre

locale, finie et libre sur A. 8i Rest une relation faisant intervenir

AI , nous dirons que R(AI) est vraie quand AI est assez grande s Iil

existe une algebre A1 locale, finie et libre sur A telle que la

relation R(AI) soit verifiee pour craque algebra AI locale, finie et
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libre sur .A., • Nous allons d 'abord prouver notre theoreme lorsgue F et

G sont de type fini sur A:

SUpposons un instant que tout point de G possede un voisinage

ouvert et satura W tel que 1e groupoide induit par G* sur W posaede

une quasi-section (V § 6). Le theoreme 3.2 resulte alors de V.

6.1. Nous allons montrer qu Ien outre toute partie finie de F\ G est dors

contenue dans un ouvert affine :

8i U est une quasi-section du groupoide induit par G* sur

un ouvert sature W de G, 6st en effet une quasi-section du

(Sch!AI)-groupoide induit par G*0 AAI sur W(l}AAI • De plus, si U* est

le (Sch!A)-groupoIde induit par G* sur U, U*@AAI s'identifie au

(8ch!AI)-groupoide induit par G*@ AAI dans U@AAI • n resulte done

des demonstrations de l ' expose V que la construction du quotient F \G

commute a l'extension A AI de la base du t,ype considere ici.

Soient done des points de que nous pouvons

supposer fermes et gl' ••• , gn des points fermes de G se projetant sur

••• , xn ; soient U un ouvert affine partout dense de F \ G , V 1 Iimage

reciproque de U dans G et eoit A' une A-algebre assez grande pour

les beaoins de notre cause alors 1'image reciproque de gl' ••• , gn dans

G AA I est formee de points gi' ••• , qui sont strictement rationnels

aur AI (1.2); en outre, si A' est aasez grande, llouvert partout dense

contient un point x strictement rationnel sur A' •

On a donc x E dlou. g! E (V®AAI).X. Comme (V@)AAI).X

est l limage de vfSAA I par un automorphieme du groupoide G*@AAI , 1 1 image
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dans (F \G)0AA'

(F\G) lAAI • Done

est 1 1 image de Uti)AA I par

est un ouvert

affine de (F\G)fl)AAI contenant g:L, ••• , •

Pour terminer la demonstration on montre comme dans V § 5b) que

contient un ouvert affine W' qui contient gi' ••• , gp et qui

est sature pour la relation d1equivalence

induite par les deux injections eanoniques de A' dans A' • Llimage

de W' dans F \ G contient alors gl' ••• , gn et est un ouvert affine de

F\G (v 4.0.

Pour toute algebre AI sur A (du type considere en 4.1.),

designons maintenant par U(AI) l' ensemble des points de Gfi:)AAI ayant un

voisinage ouvert et sature W tel que le groupoide induit par G*®AA'

sur W possede une quasi-section. II est bien clair que U(AI) est satura

pour les operations de G(Spec AI) . sur • Nous allons voir que,

lorsque A' est assez grande, U(A') est egale a. G'8JAAI •

La preuve se fait par recurrence sur dim (G - U(A» : soient

gl' ••• , gn des points fermes appartenant aux diverses composantes im-

duetibles de G - U(A) ; si A' est assez grande, les points gr, ...
de G(g)AAI se projetant sur gl' ••• , gn sent strietement rationnels surA';

de contient un point strictement rationnel x (U(A) nrest pas

vide d'apres V 8.1), Par consequent, U(A') contient (U(A). A'),x-l.g!
A 1
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dim (G 0 AA I - U(A I) ) < dim (G - U(A»

Llhypothese de recurrence entr.a.ib.e alors llexistence d tune algebre

Noua sommes maintena.nt en mesure de prouver 11 existence de F\G

quand F et G sont de type fini sur A : soit AI assez grande sur A

pour que U(A I) coincide avec G®AA I (oonfer 3.2.2 ).

Nous poserons A" = AI ®AA I et, pour tout A-preschEima. X, nous designerons

par XI et X" les produits fibres et • Dlapres

3.2.1 et 3.2 .2 les quotients F I \ G' at F" \ GII existent et on a le

diagramme commutatif

pr2 p"
F" \GIIF" x AlP" > Gil )

>

Wll1W2
A"

v1llv2 ul !
pr2

(*) FIX GI t G1
pI

FI\G'AI ')

lh

A'

19pr
2

F xAG ... G..
A

)

Dans ce diS-gramme, prl
2

et )-.1 (resp. pr"2
et A II) sont obtenus

a partir de pr
2
et par des changements de base evidents; les morphismes g et

h sont induits par l'injection canonique A-+A I • On y de s Lgne par p ! et p"

les morphismes canoniques ; les morphismes vI' v2 at wI' w2 sont

induits par les deux inj ections canoniques de A I dans AII enfin, si
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1'(' f I F1\GI --7 Spec A1 est Le morphisme structural, il resulte de ce que

la construction du quotient FI \ G1 commute awe deux changements de base

f l ' f 2 : Spec A" ::=::; Spec At qut on a des isomorphismes oanonfques

Spec A".

et des projections

et(FI \ GI) Spec A"

sont composes de i 1 et

et (FI \G I) IXf Spec A" sur Ft \G I •
Tr , 2

Or, Loraqu t on a un diagramme du type (*), Coker(pr2, A ) existe

si et seulement si 11 en va de m@me pour et ces deux conoyaux

s t identifient. LIexistence de F \G resultera done de celle de Coker(ul' •

Or il resulte de la compatibilite de 1a formation de F\G avec les exten-

i l et de FII\GII sur

Les morphismes ul et

de (FI\G') x Spec A"1t t ,fl

sions de 1a base considerees ici que 1e morphisme compose

.-1

est une donnee de descente sur Ft \G' re1ativement a. f : Spec AI Spec A.

Dtapres SGA VIII § 7.6 et 3.2.1 cette donnee de descente est effec-

tive, c'est-a.-dire que Coker(u1,u2) existe (on pourrait dtailleurs uti-

1iser directement V 4.1).

Pour terminer La preuve du tMoreme 3.2 dans 1e cas ou F et G

sont de type fini sur A, il reste a. etudier Ie quotd.ent F \ G •

D'apres V 6.1 1es assertions (ii), (iii) et (iv)

"deviennent vraies" apres Le changement de base f I Spec AI Spec A ;

dlapres EGA IV 2.6.1 , 2.6.2 et 2.7.1 , ces assertions etaient dono vraies

avant Le chamgement de base. Enfin, pour prouver la deuxieme assertion de

(i), i1 n1y a quia. se reporter a. V § 6c).
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4. Construction de groupes-guotient (cas general).

Nous supposons maintenant les hypotheses du theoreme 3.2,

F et G n'etant pas necessairement de type fini sur A •

4.1. Considerons tout d 'abord une composante connexe G 0( de G et men-

trons que Ie satura GO(, de Got.. pour 1a relation d'eguivalence definie-ra:r:

Ie groupoide G* est une partie ouverte et fermee de G (autrement dit est

La reunion de certaines composantes connexes de G). Ce sature est 1 I image

0(
de FXAG par A, donc est ouvert dans G (confer § 3.1). 8i k est

Ie corps residuel de A et k une c18ture algebrique de k, il reste a

montrer que 1 I image de (FXAGo()0Ak par A@Ak est fermee dans

ou encore, d' apres SGA 1 VIII 4.4, que l' image de (F XGol.. ) • j. par
A

est fermee. COInIne GoteAk est La reunion d'un nombre fin1 de composantes

connexes de G.Ak , on est rsmene au cas ou A est '10m corps algebriquement

olos, ce que nous allons supposer : dans ce cas, eat la reunion des

images de Got par les translations a gauche .£u(x) , ou x parcourt les

points ferrnes de F; l'assertion resulte denc de oe que ces images sont

des composantes connexes de G •

4.2. Prenons en part1culier pour Gco<. la compoaante connexe GO de

l' origine de G Alors GO contient l limage de F par u qui

nlest autre que Ia classe d'equivalence de l'origine. D'autre part, s1 Ff.>

est une composante connexe de F, xAG 0 • est connexe (2.1.2) de sorte

que llimage de F{Jx GO par A est contienue dans la composante connexe de
A

U(Ff.» dans G • Autrement d1t, GO est la reunion des composantes

connexes qui rencontrent llimage de F.
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On remarquera aussi que Le sous-presohema ouvert de G qui a

GO pour espace sous-jacent est un sous-groupe de G (que nous notons

encore GO) : en affet Ie morphisme inversion de G conserve llimage de

F et commute les composantes connexes de G qui rencontrent cette image;

il suffit done de montrer que V : G1G --+ G applique G1.G0 dans GO

et pour cela on peut supposer que A est un corps a.1gebriquement clos

(avec les notations de 4.1, slidentifie en effet au satura de

par la

et Gb
relation d1equivalenoe definie par 1 l homomor phi sme U0Ak);

- t asont alors des composantes oonnexes de GO ,G xAG est

oonnexe et son image par V rencontre 11image de F; par consequent,

U(G"lIXAGb ) t t d t d Ges con enu ana une composan e oonnexe e

u(F), c.q.f.d.

rencontra.nt

4.3. Il resulte de ce qui precede que Ie groupoide G* de base G

defini par u est La somme directe des groupoides G:- induits par G*
-;:-

sur les diffarentes parties et fermees de G de la forme G •

Le conoyau de G* est done la somme directe des conqyaux de ces groupoides

G:- ' qu Ion est amene a atudier separement.

Considerons tout d1abord Ie groupoUe induit par sur

GO. Il est clair que G; est Le groupoide de base GO defini par I lhomo­

morphisme de F dans GO induit par u (§ 3.1 ). Le conqyau dont nous

voulons prouver 11existence s I identifie donc a F \G0 • Considerons d Iau tre

part Le groupoide

GO
2

i!lo
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induit par G;' sur GO • 8i lion se reporte a. la construction explicitee en

V § 3b), l'objet note alors Yox X Xl n'est autre que F1.Go , de sorte que
(>

Gi est l'image reciproque de GO par Ie morphisme GO induit

est uneest contenu dans GO ; reciproquement, si

connexe de Fa

et A (FXAGo)

par ). • Je dis que cette inage reciproque est F xAGo, si lion note F
o a

llimage reciproque de GO par u I en effet, si F (j est une composante

et e llelement neutre de G Fftx GO est connexe (2.1.2 ), A

composante connexe de F non contenue dans Fo ' l'image de Ff.'XAGo est

encore connexe et contient U(Ff3) si U(Ff3) n'est pas contenu dans

GO , A ne rencontre pas GO •

Il resulte de ce qui precede que Le groupoide induit par

G* sur GO est Ie groupoide de base GO defini par Ilhomomorphisme

Fo GO induit par U; d tapr-ea Le paragraphe 4, ce groupo ide poasede

un conoyau qui nlest autre que Fo \Go • Je dis maintenant que Fo \Go
s 'identifie a. F \Go : en effet, la demonstration est analogue a celIe de

l'assertion (i) du lemme V § 6.1 considerons Ie diagramme

vGO _

oU. vest Ie morphisme induit par A • Comme pr
2

possede une section,

pr2 est un epimorphisme effectif et universel de sorte que F
o
\ GO

coincide avec COker(vo ,vI) , ou

v.' VI2

V
2

vi )
VI >, V = F )( GO

1 ) A
v'

,
Vo0
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est llimage reoiproque du groupoide Gil. par pr2 (V § 3 a)), clest-a-

dire egalement l'image

¥o inolusion,. FIGo

reciproque de Gil. par Le morphisme compose
pr2 GO.

De m3ae, comme vest fidelement plat et quasi-compact, F \Go

eo5:ncide avec Le conoyau de l'image reciproque de GO* par Le changement de

base v. Or cette image reciproque est isomorphe a V* d lapres V § 3 c);

il resulte de la que llinclusion canonique de GO* dans induit un

isomorphisme de Fo\ GO sur F \G o •

On remarque enfin que La construction de F \ GO commute awe

ehangements de base finis et localement libres parce qU'il en va de

pour Fo \G
o

•

4.4. I1 reste a constroire Ie eonoyau du groupo ide G': lorsque G.....

est une composante connexe quelconque de G : si AI est une A-algebre

locale, finie et libre aeaez- grande (confer 3.2 ), G AAI est la reunion

dlun nombre fini de composantes connexes Gi, ..., GI de AI
n A qui pos..

sedent toutes un point strictement rationnel. Pour tout i, il existe donc

une translation a. droite r i de qui applique GO (g,AAI

cette translation induit un isomorphisme du groupoide G: l8> AAI

sur

sur

GI •
i '

(G! ) de Borte que Le groupoide induit par G*@AA' sur Ie sature de G!
1.

possede un cona,yau. Comme

nombre dlentre les (G"i)
1.*

42D AI est la somme direote d 'un certain* A
, (Go(, )*0AAI poae ede un conoyau; ce conoyau

est la somme directe dlun certain nombre d'exemplaires de

de sorte que toute partie finie de ce conoyau est contenue dans un ouvert

affine ; de plus, la construction de ce conoyau commute awe extensions
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finies et localement 1 i bres de la base. On voit donc comme en 3.2.3 que ce

conoyau est de la forme Y fi)AA' , ou Y est un conoyau de (G 0( ) * .

4.5. Nous avons donc construit F\G. Les autres assertions du theoreme

3.2 se raaenent directement a. des assertions concernant les groupoides G •

Comme en V§ 6 il suffit de prouver (ii), (iii) et (iv); d'apres SGA VIII

il suffit de verifier les assertions correspondantes du groupoide G ®AA I

qui est isomorphe a la somme direote d'un nombre fini d'exemplaires de

@AA' (confer 4.4 ), de aorte qu ion est ramene au groupoide G* •

Pour ce dernier on continue de calquer la preuve etablie en V § 6 comme

on a commenoe a Ie faire en 4.3.

4.6. Ajoutons pour teminer ce paragraphe quelques remarques concernant

Ie lemme 6.1 et Ie § 9 a) de l'expose V I avec les hYpotheses et les nota­

tions de V § 9 a), nous cherchons une condition soua laquelle La construc­

tion du conoyau du (Sch/S)­groupoide X* commute a una extension

"IT": S' S de La base. Comme les conoyaux de X* et X'* a'identifient

aux conoyaux: dea groupoides U* et U'* induits par X* et X'* sur les

quasi­sections U et U', on est ramene au cas d tun (Sch/S)­groupoide

verifiant les hypotheses du theoreme V 4.1. 31 g: Uo Y est Ie morphisme

canonique de Uo"U Sur Le conoyau Y de U* , nous voulons que La suite

de Qy,­Modules

soit exacte • .§! S est localement noetherien et X
o

de type fini sur S ,



312

ou bien s1 (do,dl) est un couple d1equivalence, il resulte de EGA III

1.4.5 que la suite (*) s'identifie a l'image reciproque de la suite

ohaque fois que S' est plat sur S • Comme (**) est una suite emcte,

on voit que la oonstruction duconoyau de X* commute aux extensions plates

de la base soua les hypotheses mentionnees.

4.7. Considerons n:aintenant Ie cas du groupoide G* du theoreme 3.2

Loz-squt on suppose provisoirement F et G de type fin! sur A. D'apres

3.2.2 il existe une algebre AI locale, finie et libre sur A telle que

Ie groupoide AA' poasede "localement" des quasi-sections. Pour toute

extension T Spec A de la ba se, la suite

(F" \GII) x T
SpecA

____ (FI \GI) X T
l> SpecA

deduite du diagramme (*) de 3.2.3 est exacte. Si l'on suppose de plus T

plat sur Spec A, (F" \GII) x T et (F' \G') x T s'identifient res-
SpecA SpecA

pectivement aux conoyaux de (G* et (G* AA' T d 'apres

4.6. Le diagramme deduit de (*), 3.2.3 par Le changement de base T ...... Spec A

montre alors que AT s'identifie au conoyau de G*Sp'ecAT. Un

raisonnement analogue est valable dans Le cas general :

Sous Ie s hYpotheses du theoreme 3.2 , pour tout A-preschema plat

T , (F \ G T s 'identifie au quotient a gauche de par

•
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5. Complements

5.1. NoU:tl reprenons les notations du § 3 et les hypotheses du theoreme 3.2;

on a alors Ie diagramme commutatif suivant

F\GXAG
FXv

FXAG

prtG1!>txG pr21!A
G'i<AG

v
G)

1ean-x'G lean.

(F \ G)><.AG F\G

qui satisfait awe egalites pr2
o{Fx v ) == Vo{pr2x G) et Ao{Fx Y) = VO{AXG)

·En outre, comme G est suppose plat sur A , La suite verticale de gauche

est exacte dtapres 4.7, de sorte que V induit un morphisme de

A-prescMmas

f I {F\G)x G
A

Ce morphisme f fait operer G a droite sur F \ G comme on le

verifie immed.ia tement; de plus, le morphisme canonique G F \G coremrte

awe operationa de G a droite sur G et F \ G •

5.2. Lorsque 1 1homomorphisme de A-groupes u: F --+ G est un mono-

morphisme, on peut retrouver 5.1 en se servant des resultats de llexpose IV.

En effet, le morphisme canonique p: G F \ G est fidelement plat et

ouvert d'apres 3.2 ; 11 est done couvrant pour La topologie (fpqc)

(IV 6.3.1) et l'on peut appliquer les corollaires IV 5.2.2 et IV.5.2.4.
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En particulier, si nous supposons, en plus des lwpotheses de 3.2 ,que u est

1 I inclusion dans G d 'un soua-groupe invariant F, 11 existe sur F \ G

et une seule structure de A-groupe telle que Ie morphisme canonique

p : G --. F \G soH un homomorphisme de A-groupes.

5.3. Nous allons maintenant passer en revue quelques enonces de

l'expose IV :

Les enonces IV 5.2.7 et IV 5.3.1 se traduisent comme suit:

soient F et G deux groupes localement de type fini et plats sur A ,

F etant un sous-groupe invariant ferme de G • Les applications

H F \H et HI H'F\GG definissent une correspondance biunivoque

entre les A-soua-groupes plats de G contenant F et les A-sous-groupes

plats de F\G • Dans cette bijection les aoua-groupes fermes (resp. inva-

riants) de G contenant F correspondent aux sous-groupes fermes (resp.

invariants) de F \ G •

La proposition IV 5.2.9 implique le resultat suivant : soient

F , H et G des groupes localement de type fini et plats sur A ; on

suppose F contenu et ferme dans G , H oontenu dans G et contenant F,

F invariant dans H. Dans ces conditions, F\H opere librement a. gauche

sur F \ G , Le prescMma quotient (F\H) \ (F \ G) existe et on a un iso-

morphisme canonique de preschemas a. groupe dfoperateurs G :

(F\H)\(F\G) = H\G

De IV 5.2.8 , enfin, decoule 1 'assertion que voici : soient

F, H et G des groupes localement de type fini et plats sur A; on
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suppose que F est contenu, feme et invariant dans G, que H est contenu

't
dans G et que F() H est plat sur A • Soit alors F XAH Le A-groupe

qui a pour prescMma sous-jacent Le produit FXAH, 1a multiplication etant

definie par Ie morphisme "«x,£),(y,m».......,.(xiyl-\lm) "; de mame,

soient u: H(\ F ---+ H Ie monomorphisme x (x-1, x) et F.H 1e
or

quotieni; (FI)H) \ (FXAH) • Dans ces conditions i1 existe un isomorphisme

canonique

5.4. Soit u I F G un homomorphisme quasi-compact de groupes

localement de type fini et plats sur A; supposons que 1e noyau de u soit

egalement plat sur A • Dans ce cas, 1e groupe-quotient Ker u \F existe

d'apres Ie th80reme 3.2 et 5.2 ; de plus, u induit un monomorphisme

V I Ker u \F --+ G (IV 5.2.6) et, Ker u \ F est plat sur A d1apres
/"0

3.2 (iv). D'autre ];8rt, Ker u \F s'identifie au faisceau-quotient de F par

Ker G pour la topologie (fpqc) de (confer 5.2 ); il en resulte que
". ,..

F \ G s I identifi e a. (Ker u \ F) \ G car Ie faisceau-quotient F \ G pour la

topologie canonique s' identifie au (Ker \ F) \ G).
A fortiori v induit un isomorphisme de Ker u \ F sur 1 I image reciproque

dans G du point dis tingue de F \ G (de sorte que vest une immersion fer-

mee; confer Lorsque F et G sont des A-groupes commutatifs, cette

image reciproque est l'image de u dans la categorie des A-groupes abeliens,

alors que Ker u \F est la coimage de u, D1ou. :

THEORDm I La cateaorie des groupes commutatifs de type fint sur un corps est

abelienne.

En effet, Loz-sque A est un corps, Ker u est plat sur A quelque

soit u.
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5.5. Soit G un groupe localement de type fini et plat sur un anneau

artinien local A. On sait que La composante eonneze de I' origine GO est un

sous-groupe invariant de G (2.3). Ce soua-groupe (}O opere a. gauche sur tou-

tes lea composantes connexes G0( de G de sorte que GO \ G eat la somme directe

des GO \ GC<. En particulier, la composante connexe de I' origine dans GO \ G

n' est autre que GO \ GO!::::! Spec A et GO \ G ---7 Spec A est un isomorphisme

local a. l'origine; par consequent, GO\G est non ramifie sur Spec A (3.3);

comme GO \ G est egalement plat eur Spec Ad' aprea Le theoreme 4.2 (iv) ,

on voit gue GO \ G est un groupe etale sur Spec A •

5.6. Scient maintenant k un corps parfait et G un groupe localement

de type fini sur k. Neus avons vu (0.2) que Gr ed est alors un soua-echema

en groupes de G. De plus, la classe d'equivalence de de G pour

l' operation de Gr ed a. gauche sur G est tout l' espace sous-jacent a. G.

Il rasulte done du theoreme 4.2 que Ie quotient Gr ed \ G est Ie spectre d I une

k-algebre finie et locale.

PRopOSITION: Soit u: F G un homomorphisme de groupes loca1ement de type

fin! sur un corps parfait k. Les assertions suivantes sont aguivalentes :

(i) u est plat.

(ii) uo: FO GO est dominant at Ie morphisme v FredY Gr ed\ G

induit par u est plat.
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Considerons en effet Is diagrame commutat1f suivant

Fred
1

F P
Fred \F- >- >

Ur ed 1 u v!'Jj

Gred
j

) G q
> Gr ed\G

oU i et j designent lea inclusions, p et q les projections canon!quea.

D'apres Ie theoreme 4.2 (iv) p et q sont fidelement plats, par consequent,

8i u est plat, q1l. =vp est plat, done egalement v.

Reciproquement, si vest plat, F et G sont plats sur Gr ed \ G ; d1apres

SGA 1 IV 5.9 11 suffit done de manter que 1e morphisme u-1(G d) --..,... G dre re

tnduit par u est plat; cela eat vrai parce que Gred eat reduit (3.3.1 ).
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GENERALITES SUR LES PRESCHEMAS EN GROUPES

par J.E. BERTIN

Cet expose, qui ne correspond A aucun expose oral du seminaire, est destine

a regrouper un certain nombre de resultats techniques couramment utilises

concernant les preschemas en groupes (*).

1. Morphismes de groupes localement de type fini sur un corps.

1.1. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes et u : G H

un morphisme de A-groupes. Alors u induit un homomorphisme de groupes

u(A) : G(A) H(A). Comme H(A) opere sur H par translation a droite, u(A)

definit par restriction une operation de G(A) sur H. Cette operation est

compatible avec Ie morphisme u et l'operation de G(A) sur G definie par

translations a droite. Comme G(A) opere transitivement sur les points stric-

tement rationnels (VIA 0.4) de G, on voit que ces points "se comportent tous

de la mani.are a 1 regard de u" ; de La sourdent les proprIe tes suivantes

Proposition 1.2. Soit u : G H un morphisme quasi-compact de A-groupes

localement de type fini sur A. Alors l'ensemble u(G) est ferme dans H et on

dim G = dim u(G) + dim Ker u.

(*) Cet expose a ete assez serieusement remanie depuis son edition multi-

graphiee, notamment les §§ 10 et 11 ont ete entierement rerediges.
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Comme u commute avec les symetries de G et H, l'image u(G) est

invariante par la symetrie de H ; il en est donc de m@me de l'adherence

u(G) de u(G) dans H. Soit d'autre part L l'ensemble des points de HXAH dont

les deux projections appartiennent a u(G) il est clair que L est 1 'image

dans ce cas, ainsi

du morphisme uXAu : GXAG ; donc Ie morphisme de multiplication de

H envoie L dans u(G), autrement dit u(G).u(G) = u(G). D'autre part Ie

lemme 1.2.1 ci-dessous montre que L, adherence de L dans H, est l'ensemble

des points de dont les deux prDjections appartiennent a u(G) ; donc

u(G).u(G) = u(G) de sorte que Ie sous-preschema reduit de G qui a pour espace

sous-jacent u(G) est muni naturellement d'une structure de groupe dans la

categorie (Sch/k)red' ou k est Ie corps residuel de A (cf. VIA 0.2).

Montrons la premiere assertion de 1.2 : quitte a remplacer A par

la c16ture algebrique de son corps residuel k, nous pouvons supposer que A

est un corps k alg briquement elos (EGA IV 2.3.12). Quitte a remplacer u

par u d: G d H d' on peut supposer G et H reduitsre re re

que nous venons de Ie voir, u(G) est l'espace sous-jacent a un sous-preschema

en groupes reduits de G ; nous pouvons donc supposer u dominant. Alors G(k)

opere transitivement dans l'ensemble des composantes eonnexes de H et il

suffit de montrer que u(G) n HO est ferme : on est ramene au cas ou H est

connexe, done irreductible et de type fini (VIA 2.4). Alors u est de type fini

puisque quasi-compact et loealement de type fini ; comme H est noetherien,

u(G) est constructible (EGA IV 1.8.5), donc contient un ouvert V de H

(EGA 0IV 9.2.3), et alors H =V.Vc u(G).u(G) =u(G) (VIA 0.5).

Montrons la seconde assertion. Rappelons tout d'abord que Ie fonc-

teur Ker u (cf. I) est representable par u-l(e), ou e designe l'element neutre
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de H. Lorsque u est localement de type fini, Ker u est done localement de

type fini sur A. On se ramene comme precedemment, gr&ce cette fois-ci a

(EGA IV 4.1.4), au cas ou A est un corps algebriquement clos k, OU G et H

sont irreductibles et de type fini et ou u est dominant : en effet k etant

algebriquement clos, il est clair que les composantes connexes de G, sur

l'ensemb1e desquelles G(k) opere transitivement, ont toutes m@me dimension,

si 0 1a restriction de u a GO, alors (Ke r u)o c Ke r u° etet que u est ,

dim Ker u0 dim Ker On voit de qu'alors de f Lnf, k.= u. u est type sur

-1 (EGA IVSi h designe Ie point generique de H, dim u (h) dim G -dim H

10.6.1 (ii». D'apres (EGA IV 9.2.3 et 9.2.6) l'ensemb1e des y E H tels que

U- 1(y ) -1dim = dim u (h) contient un ouvert non vide V. Puisque u est dominant,

U -- u-1( V) 1 Ld d ' . f-'<est a ors un ouvert non e e G, et un

x de G (puisque G est un preschema de Jacobson (EGA IV 10.4.6». Alors la

-1translation a droite r est un isomorphisme de Ker u sur u (u(x», si bien
x

que :

-1
dim Ker u = dim u (u(x» -1dim u (h) dim G - dim H, cqfd.

Lemme 1.2.1. Soient f : X' X et g : y' Y deux morphismes quasi-

compacts et dominants de preschemas sur un anneau local artinien A ; alors

fxAg : X'X y' Xx Y est dominant.
'A A

En effet, on a fXAg = idy ' ) ° (idXXA g). II suffit done de

montrer que fXAid y ' et idXX
A

g sont dominants. On peut pour cela remplacer

A par son corps residuel k. Dans ce cas X et y' sont plats sur A = k, et

comme fXAidy ' (resp. idxxAg) est deduit de f (resp. g) par Ie changement

de base plat y' A (resp. X A), il est dominant (EGA IV 2.3.7).
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Contre exemp1e 1.2.2. Soient k un corps de caracteristique 0, G Ie k-groupe

constant Z et H Ie k-groupe additif G . Soit u : G H un morphisme de
a

k-groupes. Si u +0, u(G) n'est pas ferme dans H.

Proposition 1.3. Soient k un corps, G k-groupe loca1ement de type fini,

u : G H un morphisme de k-groupes, x un point de G. Les assertions sui-

vantes sont equivalcntes

(i) u est quasi-fini (reap. non ramifi , resp. plat, resp. 1isse, resp.

au point x.

(ii) u est loca1ement quasi-fini (resp. non ramifie, resp. plat, resp.

II suffit de montrer que (i) entraine (ii). D'apres (EGA IV 2.7.1

et 17.7.1), on peut supposer k a1gebriquement clos et x E G(k). Soit alors

U l'ouvert non vide de G f0rme des points ou u est quasi-fini (resp. non

ramifie, resp. plat, resp. 1isse, resp. etale). II suffit de montrer que

tout point ferme y de G appartient a U, puisque G est un preschema de

Jacobson (EGA IV 10.4.6). II existe alors une translation qui envoie x sur

y, ce qui montre que u est quasi-fini (resp. non ramifie, resp. plat, resp.

lisse, resp. etale) en y, cqfd.

Coro11aire 1.3.1. Soient k un corps et G k-groupe. A1ors, pour que G

soit localement quasi-fini (resp. non ramifie, resp. 1isse, resp. eta1e) sur

k, i1 faut et il suffit que G soit quasi-fini (resp. non ramifie, resp.

lisse, resp. etale) k en un point.

II suffit d'appliquer 1.3 au cas ou H est Ie k-groupe unite,

compte tenu de ce que l'ensemble des points en 1esque1s G est de type fini

sur k est ouvert, et du lemme suivant :
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Lemme 1.3.1.1. Soient k un corps et G k-groupe. S'i1 existe un ouvert

non vide U de G tel que U soit loca1ement de type fini sur k, a10rs G est

loca1ement de type fini sur k.

Soient x E G et y E U. Soit k' une extension de k composee des

extensions' x(x) et x(y). Posons G' = G0 k
k' U' = U 0 k' II existe a10rs, k .

un point rationne1 x' E G' au-dessus de x et un point rationne1 y' E U'

au-des sus de Alors V' -1 ouvert contenant x' et loca1ementy. = x' .y' .U' est un

de type fini sur k'. La projection G' G etant ouverte (EGA IV 2.4.6),

1a projection de V' sur G est un ouvert V de G con tenant x et loca1ernent

de type fini sur k, d'apres (EGA IV 17.7.5), cqfd.

Coro11aire 1.3.2. Soient A un anneau local artinien, G H deux A-groupes

loca1ement de type fini, u : G H un morphisme de A-groupes. Les asser-

tions suivantes sont equiva1entes :

(i) u est universe11ement ouvert,

(ii) u est ouvert,

(iii) u est ouvert en un point de G,

(iv) l'app1ication uO : GO HO deduite de u est dominante, ou ce qui

revient au (1.2 et VIA 2.4), uO est surjective,

(v) i1 existe une composante connexe GA de G te11e que, si HA designe 1a

composante connexe de H contenant 1 'application uA
: GA HA

deduite de u soit dominante.

11 est clair que (i) entraine (ii), et que (ii) entraine (iii).

o 0Puisque G (resp. est ouvert dans G (VIA 2.3) et que H (resp. est

irreductib1e (VIA 2.4.1), on voit que (ii) entraine (iv) (resp. que (iii»
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entratne (v). Reste done a montrer que (v) implique (i) (car, (iv) etant

un cas particulier de (v), cela montrera aussi que (iv) entratne (i».

L'ouvert GA(resp. hA) de G (resp. H) sera muni de sa structure

de preschema induit, et uA designera Ie morphisme uA: GA HA deduit

de u. Soit k Ie corps residuel de A. Puisque GA est quasi-compact sur A

(VIA 2.4.1) et que HA est separe sur A (VIA 0.2), uAest quasi-compact, done

est quasi-compact et dominant; il en est de de (ou k

designe la c16ture algebrique de k) d'apres (EGA IV 2.3.7). Puisque

est reunion de composantes eonnexes de il est clair que

H et u verifient l'assertion (v). Nous sommes ainsi ramenes au cas

ou A = k est un corps algebriquement clos, compte tenu de (EGA IV 2.6.4).

Dans ce cas, nous pouvons de plus remplacer u par u d' et nousre

sommes ramenes au cas ou H est reduit. Alors HA est reduit, et Ie theoreme

de platitude generique (EGA IV 6.9.1) affirme que, puisque uA est dominant,

uA (done aussi u) est plat au point generique de GA, si bien que u est plat

(1.3), done universellement ouvert (EGA 2.4.6).

Proposition 1.4. Soient A un anneau local artinien, G H deux A-groupes

localement de type fini, u : G H un morphisme quasi-compact de

A-groupes. Les assertions suivantes sont equivalentes

(i) u est propre,

(ii) il existe h E H tel que la fibre u-l(h) soit non vide et propre sur

(iii) Ker u est propre.

II est clair que (i) entratne (iii), et que (iii) entratne (ii).

D'autre part, il resulte des hypotheses que u est de type fini et separe
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(EGA I 5.5.1) (puisque G est separe (VIA 0.2». II reste done a montrer que

l'assertion (ii) entraine que u est universe1lement ferme, si bien que nous

pouvons supposer A egal a son corps residuel k, et m@me que k est algebrique-

ment clos et que h E H(k) (EGA IV 2.6.4). Nous avons vu (1.2) qu'alors u(G)

est l'ensemb1e sous-jacent a un sous-preschema en groupes reduit ferme de

H ; toute immersion fermee etant propre (EGA II 5.4.2), nous pouvons supposer

que u est surjectif, et que H est reduit. Puisque u est surjectif, Ie

groupe G(k) opere transitivement sur l'ensemble des points fermes de H

que1 que soit Ie point ferme y de H,

(EGA IV 9.6.1), l'ensemble des y E H

u-l(y) est done propre sur D'apres

-1tels que u (y) ne soit pas propre sur

key) est localement constructible;puisqu'il ne contient aucun point ferme,

il est vide (EGA IV 10.1.2). Considerons alors Ie point generique de HO.

D'apres (EGA IV 8.10.5) utilise suivant la methode 8.1.2 b), il existe un

ouvert non vide V de HO tel que la restriction de u au-dessus de l'ouvert V

soit propre. II est clair a10rs que les g. V (g!G(k» forment un recouvre-

ment ouvert de H tel que, pour tout g£G(k), la restriction de u au-dessus

de l'ouvert g.V soit propre ; on en deduit que u est propre (EGA IV 2.4.3

(vii».

Corol1aire 1.4.1. Soient A un anneau local artinien, G H deux A-groupes

loca1ement de type fini, u : G H un morphisme de A-groupes. Les assertions

suivantes sont equivalentes :

(i) u est loca1ement quasi-fini,

(ii) u est quasi-fini en un point,

(iii) Ker u est discret,

(iv) 1a restriction de u a chaque composante connexe de G est finie.
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Enfin, si u est quasi-compact, ces assertions sont equivalentes

a la suivante :

(v) u est fini.

II est clair que (iv) entratne (iii), que (iii) entratne (ii)

(EGA I 6.4.4), et que dans Ie cas ou u est quasi-compact, 1es assertions

(iv) et (v) sont equiva1entes. On a deja vu que les assertions (i) et (ii)

sont equiva1entes (1.3). Montrons enfin que (i) entratne (iv). Soit une

composante connexe de G ; puisque est de type fini sur A (VIA 2.4.1) et

que H est separe (VIA 0.2), la restriction de u a est de type fini

et separe, puisque est separe sur A (EGA I 5.5.1). II suffit done de

montrer que est universe11ement ferme ; nous pouvons done supposer que

A est egal a son corps residuel k, et meme que k est algebriquement clos

(EGA IV 2.6.4), car ou k designQ la cloture algebrique de k, est

la somme d'un nombre fini de composantes connexes de G0
A
k. Soit alors g

un point ferme de si uO : GO H est la restriction de u a GO, on a

= oo u or,
g

ou r designe la translation a droite par g, et
g

opour montrer que est propre, il suffit de montrer que u est propre.

Par hypothese, u est localement quasi-fini, done la fibre Ker u est discrete

o 0
(et non vide) ; nous avons vu que u est de type fini, done 1a fibre Ker u

est finie (EGA II 6.2.2), done propre, et non vide; done uO est propre

(1.4), done fini (EGA III 4.4.2) puisqu'il est quasi-fini.

Coro11aire 1.4.2. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes

loca1ement de type fini, u : G H un morphisme quasi-compact de A-groupes.

Les assertions suivantes sont equivalentes

(i) u est une immersion fermee,

(ii) u est un monomorphisme,
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(iii) Ker u est isomorphe au k-groupe unite.

En particulier, tout sous-preschema en groupes de H est ferme.

II est clair que (i) entratne (ii), et, si l'on considere les

foncteurs que representent respectivement G et H, il est immediat que les

conditions (ii) et (iii) sont equivalentes. Enfin, si Ker u est Ie k-groupe

unite, Ker u est une fibre propre et non vide, done (1.4), u est un mono-

morphisme propre, et de presentation finie puisque H est localement noethe-

rien (EGA IV 6.1), done est une immersion fermee (EGA IV 8.11.5).

Le derniere assertion resulte de ce que, puisque H est localement

noetherien, toute immersion G H est quasi-compacte (EGA I 6.6.4).

Contre-exemple 1.4.3. Soient k un corps de caracteristique 0, G Ie k-groupe

constant E et H Ie k-groupe G . Soit u : G H un morphisme de k-groupes.
a

Si u +0, Ker u = 0, mais u n'est pas une immersion fermee (1.2.2).

Nous utiliserons plus loin les deux resultats suivants qui auraient

dQ figurer dans l'Expose VIA

Lemme 1.5. Soient k un corps et G k-groupe localement de type fini. Toute

composante irreductible de G a meme dimension que G, autrement dit, quel que

g E G, dimgG = dim G.

Les deux assertions sont equivalentes (EGA IV 10.6.3 et 10.7.1).

Soit GA une composante irreductible de G. Alors si k designe la cloture

al&ebrique de k, est reunion de composantes irreductibles de

(EGA IV 4.4.1) ; on est done ramene au cas au k est algebriquement elos

(EGA IV 4.1.4). DaRS Ie cas, GA se deduit de GO par translation, done

dim GA=dim GO = dim G.
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Proposition 1.6. Soient S un preschema de caracteristique zero, G S- pre-

schema en groupes loca1ement de presentation finie Ie long de 1a section unite

e. Puisque G soit 1isse sur S Ie long de 1a section unite, i1 faut et i1

1
suffit que Ie 6"s-Modu1e WG!S = e*(O G!S)' (appe1e Module conorma1 a 1a section

unite de G), soit loca1ement 1ibre.

Rappe10ns qu'un preschema S est dit de caracteristique zero si pour

tout point ferme x de S, Ie corps x(x) est de caracteristique zero.

Rappe10ns aussi (II 4.11) que, si TI designe Ie morphisme structural

1
G S, on a 0G!S = TI*(WG!S)' si bien qu'il revient au de dire que Ie

1
WG!S est localement 1ibre, ou que Ie e'G-Module DG!S est localement

libre.

La proposition est a10rs une consequence immediate de (EGA IV

16.12.2 et 17.12.5).

Coro11aire 1.6.1. (Cartier) Etant donne un corps k de caracteristique zero,

k-groupe Ioca1ement de type fini sur k sur k est 1isse sur k.

En effet, il est a10rs clair que Ie k-modu1e WG!k est localement

Iibre, donc (1.7) G est 1isse sur k au point unite e, donc Iisse sur k (1.3.1).

2. "Proprietes ouvertes" des groupes et des morphismes de groupes Iocalement

de presentation finie.

2.0. Dans tout ce qui suit, S designera un preschema que1conque ; un S-presche-

ma en groupes sera appe1e un G. Etant donne un S-groupe G, nous

noterons IT ou IT
G
Ie morphisme structural G S, e la section unite, c Ia

symetrie et Ie morphisme de multiplication GXSG G.

Etant donneeune propriete P(u) pour un morphisme de S-preschemas
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u : X Y, nous dirons que IP(u) est stable par changement de base si, chaque

fois que u verifie IP(u), il en est de du morphisme u(y,), quel que soit

Ie S-morphisme Y' Y. On dit que IP(u) est de nature locale pour la topo-

logie T (cf. IV 4 et 6) si IP(u) verifie les deux conditions suivantes

a) IP(u) est stable par changement de base,

b) chaque fois qu'il existe une famille de S-morphisme Y. Y couvrante
1

pour la topologie T et telle que chacun des morphismes u(y.) verifie IP(u),
1

alors u verifie IP(u).

Proposition 2.1. Soit P(u) une propriete pour un morphisme de S-preschemas.

Supposons que F(u) soit de nature locale pour la topologie fidelement plate

quasi-compacte. Soient G et H deux S-groupes et u G H un morphisme de

S-groupes. Supposons G plat et universellement ouvert sur S. Soit W Ie plus

grand ouvert de H au-dessus duquel u verifie la propriete p(u) et soit

V = u-l(W). Alors il existe un ouvert U de S tel que V soit un sous-preschema

en groupes ouvert de Glu.

t'existence d'un plus grand ouvert W de H au-dessus duquel u verifie

IP(u) resulte de ce que IP(u) est de nature locale pour la topologie de Zariski.

Puisque TI
G
est universellement ouvert, TIG(V) est un ouvert U de S. II suffit

de montrer que Vest un sous-preschema en groupes de Glu. Nous pouvons done

supposer que U S.

Posons alors G' = GXSV, H' = V V' = Vx V W' =WXSV et
S ' S '

u' = u(V) ; soitWi Ie plus grand ouvert de HI au-des sus duquel u' verifie

IP(u) ; puisque Vest plat et universellement ouvert sur S, il en est de

de H' sur H, et Ie lemme 2.1.1 ci-dessous montre que Wi = W'. Considerons
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alors l'automorphisme de V-preschemas a (resp. b) de G' (resp. H'), trans-

lation a droite par Ie symetrique de la section diagonale 6 (resp. par Ie sy-

metrique de u(6», defini par a(g,v) -1(g.v ,v) (resp. b(h,v)

quels que soient Ie morphisme T S, g E G(T), v E V(T) et h E H(T). II

est clair que u' 0 a = b 0 U', ce qui montre que W' est stable par b, donc

que V' est stable par a, si bien que Vest un sous-preEchema en groupes de G.

Lemme 2.1.1. Soit F(u) une propriete pour un S-morphisme u. Supposons F(u)

de nature locale pour la topologie iEs£. Soit f : X Y un S-morphisme de

preschemas, et soit g : Y' Y S-morphisme plat et ouvert. Soit W (resp.

Wi) Ie plus grand ouvert de Y (resp. Y') au-dessus duquel f (resp. f' = f(y'»

verifie F(u). A10rs Wi = WKyY'.

= f-l(Wl) et Vi = VIXWWi ;
1

est plat et ouvert, Ie morphisme

W' C wi. Posons WI = g(Wi> , VI

-1
f' (Wi). Puisque g

Posons W' = WXyY' ; puisqueF(u) est stable par changement de base,

il est clair que

il est clair que V'
1

Wi WI deduit de g est fidelement plat et ouvert, done couvrant pour la

topologie fpqc. Puisque Ie morphisme Vi Wi deduit de f' verifie P(u),

i1 en est de du morphisme VI WI deduit de f, donc WI C W, et

-1 ) -1Wi C g (WI C g (W) = Wi ; done W' = Wi, cq fd ,

Remarque 2.1.2. Un grand nombre de proprietes pour un morphisme sont de

nature locale pour la topologie fpqc (cf. EGA IV 2.6 et 2.7) ; citons celles

plat, lisse, non ramifie, etale (EGA IV 17.7.3), localement quasi-fini.

La demonstration de 2.1 n'utilise en fait que des changements de

base par des morphismes plats; la proposition s'appliquera done a une pro-

priete verifiant la condition b) de 2.0 relativement a la topo1ogie fpqc, et

stables par changements de base par des morphismes plats (exemple : celIe
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quasi-compact et dominant).

Bien entendu, on peut enoncer une proposition analogue concernant

les proprietes de nature locale pour une topologie lfplus fine que la topo-

logie de Zariski, la condition a verifier sur G etant alors que V soit uni-

versellement ouvert et couvrant pour la topologie lr.

En particulier, si G est plat et localement de presentation finie

sur S, on a un enonce analogue pour les proprietes stables par changements

de base par des morphismes plats et localement de presentation finie, et

verifiant la condition b) de 2.0 relativement a la topologie fpqc (par

exemple, celles regulier, reduit, de Cohen-Macaulay, etc ... (EGA

IV 6.8».

G H un morphismeH deux S-groupes et uProposition 2.2. Soient G

de S-groupes. Alors :

(i) Supposons G ou H plat sur S, et G H localement de presentation finie

S,alors Ie plus grand ouvert V de G tel que la restriction de u a

V soit plate et localement de presentation finie (resp. lisse, resp.

etale) est un sous-preschema en groupes ouvert de GIU, ou U designe

un ouvert convenable de S.

(ii) Supposons G ou H universellement ouvert sur S, alors Ie plus grand

ouvert V de G tel que la restriction de u a V soit universellement

ouverte est un sous-preschema en groupes ouvert de Glu, ou U est un

ouvert convenable de S.

Montrons d'abord (i). Montrons que la restriction TI
V

de TI
G
a V

est plate et localement de presentation finie :
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a) si TIG est plat (resp. localement de presentation finie), il en est de

m@me de TI
V

.

b) Si TIH est plat (resp. localement de presentation finie), il en est de

m@me de TIV ' comme compose de la restriction de u a v et de TI
H

.

Done, dans les quatre cas envisages dans l'enonce, TI
V
est plat et

localement de presentation finie, done universellement ouvert (EGA IV 2.4.6).

Posons U = TIv(V) ; U est done un ouvert de S. II suffit alors de montrer que

Vest un sous-preschema en groupes ouvert de Glu nous pouvons done supposer

que U S.

Posons alors GI = GXSV, HI = HxSV, Vi = vxSV et u' = u(v). Alors

V etant plat et localement de presentation finie sur S i1 en est de m@me

de H' sur H. D'apres EGA IV 17.7.4, V' est alors Ie plus grand ouvert de G'

tel que la restriction de u' a V' soit plate et localement de presentation

finie (resp. lisse, resp. etale). Les automorphismes a et b etant definis

comme dans la demonstration de 2.1, il est alors clair que.V' est stable

par a, done que Vest un sous-preschema en groupes de G.

Montrons (ii). La restriction TI
V

de TI
G
a Vest un morphisme uni-

versellement ouvert, soit parce qu'il en est de m@me de TI
G,

soit comme com-

pose de la restriction de u a V et de TI
H

dans Ie cas ou TIH est universellement

ouvert. Posons U = TIv(V) ; U est alors un ouvert de S. II suffit de montrer

que Vest un sous-preschema en groupes ouvert de Glu. Nous pouvons done

supposer que U = S.

Posons eomme precedemment G' = GXSV, HI = HxSV, Vi = VXSV et

u l = u(v). Alors TIv : V S est surjeetif et universellement ouvert, il

en est de m@me de G' G, si bien que V' est Ie plus grand ouvert de G'
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tel que la restriction de u' a v' soit universellement ouverte, en vertu

de (EGA IV 14.3.4) et (ii). Les automorphismes a et b etant definis comme

precedemment, il est alors clair que VI est stable par a, donc que Vest

un sous-preschema en groupes de G.

Corollaire 2.3. Soit G S-groupe. Le plus grand ouvert V de G tel que

V soit plat et localement de presentation finie (resp. lisse, resp. etale,

resp. universellement ouvert) S est un sous-preschema en groupes ouvert

de GIU, ou U designe un ouvert convenable de S.

II suffit d'appliquer 2.2 au caS ou H est Ie S-groupe unite et ou

u est 1 'unique morphisme de S-groupesG H, car alors TIH est un morphisme

e t TIG = TI
H

0 u ,

Corollaire 2.4. Soit G S-groupe ; supposons qu'il existe un voisinage X

de la section unite tel que X soit plat et localement de presentation finie

(resp. lisse, resp. etale, resp. universellement ouvert) S ; il existe

alors un sous-preschema en groupes ouvert V de G tel que V soit plat et

localement de presentation finie (resp. lisse, resp. etale, resp. universel-

lement ouvert) sur S.

II suffit d'appliquer 2.3 en remarquant qu'ici avec les notations

de 2. 2, on a e (S) c V, done U = S.

Proposition 2.5. Soit u : G H un morphisme de S-groupes.

(i) Supposons que G soit plat et de presentation finie sur S aux points de

sa section unite, et que H soit de presentation finie sur S aux points de sa

section unite. Alors llensemble U des points s E S tels que Us soit plat

(resp. lisse, resp. etale) est ouvert dans S.
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Si, en particu1ier, on suppose G plat sur S, et G et H localement

de presentation finie sur S, alors l'ensemb1e V des points de G ou u est

plat (resp. lisse, resp. etale) est egal a Glu.

(ii) Supposons que u soit 1oca1ement de presentation finie (resp. loca1ement

de type fini) aux points de la section unite de G, et que, pour tout s E S,

G soit 1oca1ement de type fini sur (condition verifiee si G est de
s

type fini sur S aux points de 1a section unite (1.3.1.1». A1ors, l'ensemb1e

U des s E S te1s que u soit non ramifie (resp. localement quasi-fini) est
s

ouvert dans S.

Si on suppose de plus que u est 1oca1ement de presentation finie

(resp. localement de type fini), a10rs 1'ensemb1e V des points de G ou u

est non ramifie (resp. quasi-fini) est ega1 a Glu.

Montrons (i). Notons d'abord que, pour tout s E S, Gs

est loca1ement de type f i.nf sur ')(s). Soit Y l'ensemb1e des points de H ou

11 est de presentation f LrrLe , et soit X 1 'ensemble des points de u-1 ( y ) ou
H

11 est plat et de presentation finie. Rappelons (EGA IV 1.4.2 et 11.3.0
G

que X (resp. y) est ouvert dans G (resp. H). Soit U
x

: X Y Ie morphisme

deduit de u. Puisque Y (resp. X) contient 1a section unite de H(resp. G),

1a restriction 11
X

de 11
G
a X est surjective, et Ie morphisme S X deduit

de G est une S-section de X. Soit Vx l'ensemb1e des points de X ou est

plat (resp. 1isse, resp. etale). Soit x E X et posons s = 11X(X) ; a10rs

d'apres (EGA IV 11.3.10), (resp. 11.3.10 et 17.5.1, resp. 11.3.10 et 17.6.1),

x appartient a Vx si et seulement si Us est plat (resp. 1isse, resp. etale)

au point x, ou, ce qui revient au (1.3), si et seu1ement si Us est

-1
plat (resp. lisse, resp. etale). Par consequent on a U = G (VX) et
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Vx = Rappelons (EGA IV 11.3.1 (resp. 17.3.7» que Vx est ouvert dans

X, done dans G, si bien que U est ouvert dans S.

La seconde assertion resulte de ce qu'on vient de voir, car a1ors,

-1(X G, Y = H, Vx = V, done V = TI
G

U).

L'assertion (ii) se montre de maniere analogue, en utilisant (1.3) et

Ie fait que pour qu'un S-morphisme u : X Y localement de presentation

finie (resp. localement de type fini) soit non ramifie (resp. quasi-fini)

en un point x E X, il faut et il suffit que, si s designe la projection de x

sur S, u soit non ramifie (resp. quasi-fini) au point x (EGA IV 17.4.2 et
s

Corollaire 2.6. Soit u : G H un morphisme de S-groupes qui soit un mor-

phisme radiciel (ce qui est Ie cas si u est un monomorphisme (EGA I 3.5.4».

On suppose G et H localement de presentation finie sur S et G plat sur S.

Alors 1 'ensemble U des s E S tels que u soit une immersion ouverte est
s

ouvert dans S, et la restriction de u au-dessus de U est une immersion ouverte.

D'apres (2.5 (i», l'ensemble U' des points s E S tels que u soit
s

etale est ouvert dans S. Puisque u est radiciel, il en est de de u ,s

quel que soit s E 5, done d'apres (EGA IV 17.9.1), U = U', ce qui montre que

U est ouvert. Enfin, d'apres (2.5 (i», la restriction de u au-dessus de U

est eta1e ; puisque u est radiciel, cette restriction est une immersion

ouverte (EGA IV 17.9.1).

Proposition 2.7. Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont equiva-

lentes :

(i) G est non ramifie sur S aux points de la section unite,

(ii) la section unite est une immersion ouverte,

(iii) G est de presentation finie sur 5 aux points de la section unite,
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quel que soit s E s, G est non ramifie sur K(S).
s

Si, de plus, on suppose G localement de presentation finie sur S,

alors chacune des trois conditions precedentes est equivalente a la suivante

(iv) G est non rami fie sur S.

L'equiva1ence des assertions (i) et (ii) resu1te du 1emme plus

general (2.7.1) ci-dessous. Remarquons (1.3.1.1) que l'une ou l'autre des

conditions (i) ou (iii) entraine que, que1 que soit s E S, G est loca1ernent
s

de type fini sur K(S). A10rs (EGA IV 17.4.1), l'assertion (i) equivaut au

fait que, que1 que soit s E S, G est non rarnifie sur K(S) au point e , unite
s s

de G , ou encore (1.3.1), au fait que G est non ramifie sur K(S), done 1es
s s

assertions (i) et (iii) sont equivalentes. Enfin, si G est localement de

presentation finie sur S, les assertions (iii) et (iv) sont equiva1entes

(EGA IV 17.4.0.

Lemme 2. 7 . 1. G S-prescherna muni d'une section e. Pour que G soit

non ramifie sur S aux points de cette section, i1 faut et i1 suffit que

soit une immersion ouverte.

On sait deja que la condition est necessaire (EGA IV 17.4.1

a) Reciproquernent, si e est une immersion ouverte, alors l a

restriction a e(s) du rnorphisme structural C S est un isomorphisrne, done

G est non ramifie sur S aux points de e(s).

Corollaire 2.8. Soit u : G H un morphisme de S-groupes. Supposons que

u soit loca1ernent de presentation finie (resp. localement de type fini) et

que pour tout s E S, G
s
soit localement de type fini sur K(S). Les conditions
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suivantes sont equivalentes :

(i) u est non ramifie (resp. loealement quasi-fin!),

(Lf ) que1 que soit s E S, u
s

ment quasi-fini),

Gs H
s
est non ramifie, (resp. loeale-

(iii) Ker u est non rami fie (resp. loealement quasi-fini) S,

(iv) la section unite S Ker u est une immersion ouverte (resp. les

fibres de Ker u sont diseretes).

II est clair que les assertions (i) et (i» sont equivalentes

(EGA IV 17.4.1) (resp. ErrIIIZO). Le rappel (2.8.1) ei-dessous montre que

(i) entraine (iii). De plus, (iii) entraine que, quel que soit s E S, si

e designe l'element unite de
s

(resp. loealement quasi-fini)

-1H , (Ker u) = Ker u = u (e) est non ramifies s s s s

sur k(s), done (puisque k(e s» que Us

est non ramifie (resp. quasi-fini) au point unite de G , done que u ests s

non ramifie (resp. localement quasi-fini) (1.3). Done (iii) entraine (ii).

Enfin, les assertions (iii) et (iv) sont equivalentes (2.7).

Rappel 2.8.1. Rappelons (I) qu'etant donne un morphisme u : G H de

S-groupes, on appelle noyau de u, et on note Ker u Ie sous-foncteur en groupes

de G defini en posant, quel que soit Ie morphisme f : T S

Ker u (T) = fa E G(T) / u 0 a = eH 0 f}

II est clair (EGA I 4.4.1) que ee foncteur est representable par Ie S-groupe

GXHS = u-l(eH(s», note simplement Ker u. En partieu1ier, Ie morphisme struc-

tural Ker u S se deduit de u par ehangement de base.

Lemme 2.9. Soit 1T G S un morphisme admettant une S-seetion e.
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(i) Si n est injectif, il est entier (*).

(ii) Si n est 10calement de type fini, et si, pour tout s E S, n
s
est un

isomorphisme, alors rr est un isomorphisme

Remarquons tout d'abord, que dlapres Ie lemme (2.9.1) ci-dessous,

TI, etant un homeomorphisme, est un morphisme affine.

Si nest injectif, est surjectif. Puisque est une immersion

surjective, 8(S) est isomorphe au sous-preschema ferme de G defini par un

Nilideal j de O"x. Puisque est une S-section du morphisme rr, on a une

decomposition en somme directe : = e j de Puisque jest

un Nilideal de jest eVidemment entier sur donc O"x est entier sur

et TI est entier.

Supposons maintenant que TI soit loca1ement de type fini. Alors

est localement de presentation finie (EGA IV 1.4.3 (v», donc J est un

ideal de type fini de (EGA IV 1.4.1). Que1 que soit s E S, on a

O"x = $ (1@ Par hypothese, est un isomorphisme, donc
s

J @a- x Cs) = 0, pour tout s E S, done a fortiori J@e:: x Cx) = ° pour tout
s X

x E X, ce qui entraine, d'apres Ie lemme de Nakayama, que J = 0, donc que

TI est un isomorphisme.

Lemme 2.9.1. Soit f : X Y un morphisme de preschemas qui soit un homeo-

morphisme ; alors f est un morphisme affine

(*) Clest aussi un cas particulier de EGA IV 18.12.11, car TI est evidemment

un homeemorphisme universel.

C'est aussi une consequence i1l1l'l1 diate de EGA IV 18.12.6.

Cf. EGA IV 18.12.7.1 pour un resultat un peu plus general, se prouvant

par la demonstration.
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II suffit de montrer que tout point y E Y possede un voisinage

ouvert W tel que la restriction de f au-dessus de W soLt un morphisme affine.

Soit donc y E Y, et soit V un voisinage ouvert affine de y dans Y. Soit

V' = f-1(V). A10rs V' est un voisinage ouvert de x = f-1(y) dans X. II

existe un voisinage ouvert affine WI de x dans X contenu dans V'. Posons

a10rs W= f(W'). A10rs West un voisinage ouvert de y dans Y contenu dans

Ie schema affine V, donc West un schema. Puisque WI est un schema affine

1a restriction de f au-dessus de West a10rs un morphisme affine (EGA II 1.2.3).

Coro11aire 2.10. Soit G un S-groupe loca1ement de type fini. Supposons que,

que1 que soit s E 5, G soit Ie unite, a10rs G est Ie S-groupe
s

unite.

Plus genera1ement

Coroliaire 2.11. Soit f : X Y S-morphisme localement de type fini.

Pour que f soit un monomorphisme, i1 faut et i1 suffit que pour tout s E 5,

f soit un monomorphisme.
s

II est clair que la condition est necessaire ; montrons qu'e11e est

suffisante. Si, pour tout s E 5, f est un monomorphisme, a fortiori pour
s

tout y E Y, f est un monomorphisme
y

nous pouvons donc supposer que Y = S.

D'apres (EGA I 5.3.8), pour montrer que f est un monomorphisme,

i1 suffit de montrer que : X XxSX est un isomorphisme, ou, ce qui

revient au que 1a premiere projection p : XXSX X est un isomor-

phisme. Mais, si f est un monomorphisme, i1 resu1te de de (EGA I
s

5.3.8) que Ia premiere projection X X ( )X X (qui s'identifie a p )s 1\ S s s s

est un isomorphisme. Or p possede Ia S-section 6f, donc Ie 1emme (2.9)
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affirme que si pour tout s E S, Ps est un isomorphisme, alors i1 en est de

de p, cqfd.

Coro1laire 2.12. Soit G S-preschema possedant une S-section e. Supposons

que Ie morphisme structural TI : G S soit ferme. Soit s E S tel que TI soit

de presentation finie au point e(s), et que e : Spec (x(s» G soit- s s--

un isomorphisme ce qui revient au que TIs : Gs Spec x(s) soit

un isomorphisme). Alors i1 existe un voisinage ouvert U de s dans S tel que

exSu : U GXSU soit un isomorphisme.

Soit V 1 'ensemble des points de G ou TI est non ramifie ; on sait

que Vest ouvert (EGA 17.3.7) et contient e(s). Donc U = e-1 ( v ) est un ouvert

de S contenant s, et tel que pour tout t E U, TI soit non ramifie en e(t).

On verifie aisement que si TI est ferme, il en est de de TIXSU, donc nous

pouvons supposer que U = S.

A10rs G - e(s) est une partie fermee X de G (2.7.1). ne rencontrant

pas G donc, puisque TI est ferme, TI(X) est une partie fermee F de S ne ren-
s

contrant pas s ; posons U = S - F ; U est un ouvert de S tel que exSu soit

un isomorphisme de U sur Glu.

3. Composante neutre d'un groupe localement de presentation finie

3.0. Etant donnee une partie A (resp. B) d'un S-preschema X (resp. y). par

abus de notation. AXSB designera la partie de XXSY formee des points dont la

premiere projection appartient a A et a la deuxieme a B.

£tant donnee une partie A d'un S-groupe G, nous dirons que A est

stable p0111r 1a loi de groupe de G si on a : c(A) C A et \-1(A"SA) C A.
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Definition 3.1. Soit T un S-foncteur en groupes verifiant la condition

suivante

(+) quel que soit s E S, Ie foncteur T
s
= T est representable.

Soit alors TO la composante connexe de 1 'element neutre du
s

T . On definit un sous-S-foncteur en groupes de T, appele
s

composante neutre de T, note TO, en posant quel que soit Ie morphisme

S' S :

TO(S') = (u E T(S') I Vs E s, u (S') C TO}
s s s

,..,--.,
On a ainsi de f Ln l Le foncteur T de (sch/s)-gr. dans (Sch/S)-gr.

Remarques 3.2. (i) Soit T un S-foncteur en groupes verifiant la condition

(+) , alors Lie (To/s) = Lie (Tis), en vertu de l' expose II.

(Lf ) Si T et T' sont deux S-foncteurs en groupes verifiant (+) , alors

a) si TC T' alors TO C T lo, ,

b) si TC T' et T'o C T alors TO = T 'O,,

c) si pour tout s E S, Test localement de type fini sur
s

alors TO satisfait la propriete (+), et on a (To)o = TO.

Proposition 3.3. Soit T en groupes verifiant la condition (+),

et soit S' S-preschema ; alors (TXSS')o = TOXSS ', autrement dit Ie foncteur

T commute aux changements de base, i.e. Ie diagramme suivant est

commutatif :

>

(sch/S)-gr

<l.)-gr
,--.....
(sch/S)-gr.

1,
(s-z:h7S' )-gr .
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II suffit en effet de verifier que, pour tout s' E Sf, dont on

designe par s l'image dans S, on a

ce qui resu1te de (VIA 2.1.1), car

: TO () K (s ' )
S K S

( TXsS ') S' K (s ' )

= K(s'»o,

= KCs ").

Cas particu1ier 3.4. Soit G un S-groupe ; no tons GO Ie sous-ensemble de G

reunion des GO 10rsque s parcourt S. Alors GO est une partie de G stables

pour 1a 10i de groupe de G (c f , 3.0) et que1 que soit Ie morphisme S' --;;.. S,

on a

GO(SI) = [ u E G(S') I u(S') c GO }

Lorsque GO est une partie ouverte de G, i1 est clair que GO est

representable par Ie sous-preschema de G induit sur l'ouvert GO.

Proposition 3.5. Soient S un preschema quasi-compact et quasi-separe, et G

un S-groupe a fibres loca1ement de type fini. II existe a10rs un ouvert

quasi-compact U de G contenant GO.

La section unite 8 etant une immersion, 8(S) est un sous-espace

quasi-compact de G, donc i1 existe un ouvert quasi-compact V de G qui contient

8(S). Puisque S est quasi-separe, et que Vest quasi-compact, Vest quasi-

compact sur S (EGA IV 1.2.4), done vxSV est quasi-compact sur S, done

quasi-compact. A10rs V.V = (vxSV) est quasi-compact. Posons V = VnG , vO=vnGo.s s s s

A10rs VO est un ouvert de GO, dense dans GO puisque GO est irreductib1e
s s s s

° ° ° °(VIA 2.4), done V.V = G (VIA 0.5), ce qui montre que V. G , done ques s s s s s

°Q . Enfin, puisque V.V est quasi-compact, i1 existe un ouvert quasi-

compact U de G contenant V.V et a fortiori GO.

Coro1laire 3.6. Soit G S-groupe a fibres connexes et loca1ement de type

fini. A10rs G est quasi-compact sur S.



342

Notre assertion etant locale sur S (EGA I 6.6.1), on est ramene au

cas ou 8 est affine

U de G contenant GO

dlapres (3.5), il existe alors un ouvert quasi-compact

G, donc G est quasi-compact, donc quasi-compact sur

Ie schema affine S (EGA I 6.6.1).

Proposition 3.7. 80it G 8-groupe localement de presentation finie ; alors

GO est ind-constructible dans G. 8i on suppose que G est quasi-separe sur S,

et que 8 est quasi-compact et quasi-separe, alors GO est constructible. Par

consequent si G est quasi-separe sur S, GO est localement constructible.

Montrons d'abord la premiere assertion. Puisque TI est localement

de presentation finie, etant donne s E S, il existe un ouvert U de G con-

tenant e(s) et un ouvert V de 8 contenant s tels que TI(U) C V et que le

morphisme TIl : U V deduit de U soit de presentation finie. Posons alors

T = e-l(U) et W= TII-l(T), Alors Le morphisme TI" : W T dedu i t de TIl

est de presentation finie, et admet comme section Ie morphisme e" : T W

deduit de e. Pour tout t E T, etant irreductible (VIA 2.4), Wn est

dense dans donc irreductible, donc connexe c'est la composante connexe

-1 0 0de TI" (t) contenant E:" (t). La reunion W des Wn G
t,

pour t E T, es t loca-

lement constructible dans W, d'apres (EGA IV 9.7.12). Mais il resulte de

(VIA 0.5) que WO.Wo est egal a GO n TI-l(T). Or, puisque TI est localement

de presentation finie, il en est de de (VIA 0.1), donc du morphisme

u" : WXTW TI-l(T) deduit de \-l. Par consequent GO n TI-l(T) = \-l"(WoXTWo)

est ind-constructible dans TI-l(T) (EGA IV 1.9.5 (viii», car puisque WO

o 0
est localement constructible dans W, il est clair sur WXTW est localement

constructible dans WXTW. Ce qui montre que GO est ind-constructible dans G.
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Supposons maintenant S quasi-compact et quasi-separe et G quasi-

separe sur S ; alors (3.5), il existe un ouvert quasi-compact U de G contenant

o
Puisque G est quasi-separe sur S. G est quasi-separe. donc l'ouvert U est

retrocompact (EGA IV 1.2.7), et il suffit de montrer que GO est constructible

dans U (EGA 0111 9.1.8). De plus. U etant quasi-compact, donc quasi-compact

sur S (EGA IV 1.2.4). et quasi-separe sur S, la restriction de a U est de

presentation finie, et d'apres (EGA IV 9.7.12). GO est localement construc-

tible dans U, donc constructible dans U. puisque U est quasi-compact et

quasi-separe (EGA IV 1.8.1).

Corollaire 3.8. Soient S un preschema quasi-compact et quasi-separe, I un
o

ensemble preordonne filtrant croissante, (Ai)iEI un systeme inductif de

Os -Algebres commutatives et quasi-coherentes, A
o

lim A.; S. = Spec A
1
.

1 1

pour i E I. et S = Spec A (cf. EGA II 1.3.1). Soit G So-preschema en

groupes localement de presentation finie. Alors d'application canonique

Puisque G est localement de presentation finie sur S, l'application

canonique : lim G(S.) G(S) est bijective (EGA IV 8.14.2 c». 11 s'ensuit
---+ 1

immediatement que 1 'application canonique lim GO(S.) GO(S) est injective.
-'" 1

Montrons qu'elle est surjective. Soit s E GO(S) c G(S). 11 existe i C I tel

que s se factorise au moyen de s. E G(Si) a travers S S. ; par hypothese.
1 1

-1 0 0 -1 0s (_G) = S. Mais (3.7), G est ind-constructible dans S. done s. (G) l'est
1 -

dans S .. 11 resulte alors de
1

-1 0)que s , (G = S., ou s , est
J - J J

(EGA IV 8.3.4) qu'il existe un indice j i tel

l'application deduite de s. par Ie changement de
1

o
base Sj Si' Cela montre que Sj E G (Sj)' done que s provient d'un element
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Proposition 3.9. Soit G un S-groupe loca1ement de presentation finie.

oSupposons que G soit representable; a10rs Ie morphisme canonique

i : GO G est une immersion ouverte ; de plus, GO est quasi-compact sur S.

Puisque GO est un sous-foncteur du foncteur G, Ie morphisme i est

o
un monomorphisme, donc est radicie1. D'apres Ie definition du foncteur G ,

on verifie immediatement sur 1a definition (EGA IV 17.1.1) que i est un

morphisme forme11ement eta1e (en remarquant que GO est l'image de i dans

G). Enfin, i1 resu1te de 1a caracterisation (EGA IV 8.14.2 c)) des S-pre-

schemas loca1ement de presentation finie a l'aide du foncteur qu'i1s

representent, et de (3.8), que, puisque G est loca1ement de presentation

finie sur S, i1 en est de de GO. Donc i est loca1ement de presentation

finie c'est donc un morphisme radicie1 et eta1e; donc une immersion

ouverte (EGA IV 17.9.1).

La derniere assertion resu1te de (3.6),

Theoreme 3.10. Soit G S-groupe. Les conditions suivantes sont equiva1entes

(i) G est lisse sur S aux points de 1a section unite.

(ii) G est plat et loca1ement de presentation finie sur S aux points de 1a

section unite, et pour tout s E S, G est 1isse sur xes).
s

(iii) II existe un sous-preschema en groupes ouvert G' de G, 1isse sur S.

(iv) GO est representable par un sous-preschema ouvert de G, 1isse sur S.

II est clair que (iv) entraine (iii), que (iii) entraine (i), que

(i) entraine (iii) (2.4) et que (i) equivaut a (ii) (1.3.1 et EGA IV 17.5.1).

Montrons enfin que (iii) entraine (iv). Le 1ernme 3.10.1 ci-dessous

rnontre que G' contient GO, et que G'o = GO. Comme i1 suffit de montrer que
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Done puisque WO est ouvert dans G, il en
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o
est ouvert dans G (3,4), on peut supposer que G' = G. Alors TI est loea-

lement de presentation finie, done, etant donne s E S, on peut eonstruire,

eomme dans la demonstration de (3.7), un ouvert T de S eontenant s, et

l'ouvert W tels que Le morphisme nil : W T dedut t de rr ' soit de presen-

tation finie et admette eomme section Ie morphisme ell : T W deduit de e.

Pour tout t E T, W n GO est alors la eomposante eonnexe de nll-l(t) eontenant
t

e"(t}. Puisque nest lisse, il en est de de nil qui est done n§duit et

de presentation finie : alors (EGA IV 15.6.5), la reunion W
O

des Wn GO
t

) 0 0
pour t E Test ouverte dans W. Mais il resulte de (VIA 0.5 que W.W est

o -1 0
egal a n n (T). Pour montrer que est ouvert, il suffit de montrer que

tout s E S possede un voisinage T dans S tel que GO n n-l(T) soit ouvert

dans n-l(T). Nous pouvons done supposer desormais que T = S ; il reste a
o 0

montrer que W.W est ouvert dans G. Puisque nest universellement ouvert,

il en est de de (VIA 0.1).

o 0 (0 0)est de de W.W = WXSW ,

Ce resultat sera ameliore en (4,4).

Lemme 3.10.1. Soit G S-groupe a fibres 10ealement de type fini. Alors

, h' G' d ' GO , 'f'tout sous-prese ema en groupes ouvert e G eont1ent __, et ver1 1e :

GO G'o.

Soit s E S ; posons Gil = G' n GO ; a10rs Gil est un ouvert de GO
s s s s s

qui est dense dans GO, GO est irreduetible (VIA 2.4), done Gil. Gil = GOpU1sque
s s s s s

(VIA 0.5),
0 = Gil. Gil C G' 0ee qui montre que G = done que C G'. Done
s s s s'

GO est un sous-foneteur du foneteur G', et il resu1te de (3.2 (ii) c» que
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Proposition 3.11. Soient G et H deux S-groupes loealement de presentation

G H un morphisme de S-groupes ; alors, si u est plat,

l'applieation U
O : GO HO deduite de u est surjective; la reciproque

est vraie si G est plat sur S et si H est a fibres reduites.

Supposons done u plat ; alors pour tout s E S, u est plat et
s

localement de presentation finie, done ouvert (EGA 2.4.6), done Ie morphisme

uO : GO HO est dominant. Puisque GO est de type fini sur (VIA 2.4)
s s s s

et que H est separe sur (VIA 0.2), uO est quasi-compact (EGA I 6.6.4),
s s

done surjeetif (1.2), Done uO est surjeetif.

Reeiproquement, supposons U
O surjectif, G plat sur S et H a fibres

oreduites. Alors, pour tout s E S, u est surjeetif, et H est reduit ; done
s s

HO est localement noetherien et integre, et uO est de type fini, done plat
s s

au point generique de G (EGA IV 6.9.1), done u est plat (1.3), si bien que
s s

u est plat (EGA IV 11.3.11).

4. Dimension des fibres des groupes localement de presentation finie.

Proposition 4.1. Soit G S-preschema loealement de type fini, muni d'une

S-seetion e, et tel que pour tout s E S, on ait dim Gs = dime(S)Gs (ce qui

est Ie cas si G est un S-groupe (1.5». Alors la fonction s I--'Jrdim G ests --

semi-continue superieurement dans S. Si de plus, G est localement de presen-

tation finie sur S, cette fonetion est localement constructible.

Soit IT : G S Ie morphisme structural. Le theoreme de Chevalley

(EGA IV 13.1.3) affirme que la fonetion x dim IT-
l ( (x» est semi-continue

x
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superieurement dans G. Or, pour tout s E S,

-1 -1
dim Gs = dim IT (s) = IT (IT(e(s» et puisque la fonction s E(s)

est continue dans S, la fonction composee s dim G est semi-continue
s

superieurement dans S.

Supposons G localement de presentation finie sur S. Pour montrer

que la fonction s dim G est localement constructible, on voit en raison-
s

nant comme precedemment qu'il suffit de montrer que la fonction

x dim IT-l(IT(x» est localement constructible dans G, ce qui resulte dex

(EGA IV 9.9.1).

Proposition 4.2. Soit G S-preschema localement de presentation fillie,

muni d'une S-section e et verifiant les deux conditions suivantes

a) Pour tout s E S et tout x E G , on a dim G = dim G ce qui
s ---- s x s

revient au m@me, pour tout s E S, toutes les composantes irreductibles de

Gs ont m@me dimension).

b) Pour tout s E S, si on note la composante connexe de Gs
ocontenant e(s), G est geometriquement irreductible.
s

(Rappelons qu'un S-groupe G verifie les conditions a) et b) (1.5 et

VIA 2.4.1». Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) G est universellement ouvert sur S aux points de

(i bis) G est universellement ouvert sur S en les points de e(s).

(ii) La fonction dim G
t
est constante dans un voisinage de s dans S.

Evidemment (i bis). Montrons que (i) bis entraine (ii).

Soit T l'ensemble des t E S tels que dim G = dim G . D'apres (4.1), Test
t s

localement constructible, donc (EGA IV 1.10.1) pour montrer que T est un
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voisinage de s, il suffit de montrer que toute generisation s' de s appartient

a T. Or (EGA IV 14.3.13 b'» si x designe Ie point generique de GO, on a,
s

pour toute generisation s' de s dim G , dim G = dim G ; or, d'apres
s x s s

(4.1), 1a fonction s dim G etant semi-continue superieurement, on a
s

dim Gs' dim Gs ; donc S' E T, cqfd.

Montrons que (ii) entra1ne (i). Puisque rr est localement de presen-

tation finie, il existe un ouvert U de G contenant e(s) et un ouvert V de S

contenant s tels que rr(u) c V et que Ie morphisme rr' : U V deduit de rr

soit de presentation finie. Posons a10rs T = e-1(U) et W = rr l
-
1(T) = U n rr-1(T).

A10rs Ie morphisme rr" : W T deduit de rr' est de presentation finie et

admet comme section Ie morphisme e" : T W deduit de e. De plus, pour tout

t C T, GO etant irreductib1e, W n GO est dense dans GO, donc irreductib1e,
t t t

donc connexe : c'est donc 1a composante connexe de rrll - 1(t) contenant e"(t).

D'apres (EGA IV 10.7.1 et 10.6.2), W n etant un ouvert dense de on

a dim (W n = dim = dim Gt, donc 1a fonction t dim W n est

constante dans un voisinage de s dans T. Montrons enfin que, que1 que soit

t E T, W n est geometriquement irreductib1e : soit K une extension de

a10rs (W n ®x(t)K = (W ®x(t)K) n est un ouvert non vide de

qui est irreductib1e, donc est irreductib1e.

Nous sommes alors dans 1es conditions d'app1ication de (EGA IV 15.6.6

(ii» qui affirme que rr" 00nc rr) est universellement ouvert aux points de

Wn GO. Mais, d'apres (EGA IV 14.3.3.1 (ii», Ie sous-ensemb1e de G forme
s s

des points ou est universe11ement ouvert est forme dans G ; puisqu'i1 contient
s

Wn GO i1 contient donc son adherence GO cqfd.
s' s'
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Alors la fonction s dim G est localement constante sur S.
s

Cela resulte de (4.2), car tout morphisme plat et

localement de presentation finie est universellement ouvert (EGA IV 2.4.6).

Corollaire 4.4. Soit G un S-groupe localement de presentation finie sur S

aux points de la section unite. Considerons les conditions :

(i) G est lisse sur S aux points de la section unite (cf. 3.10).

(ii) Pour tout s E S, G est lisse sur K(S), et la fonction
s

s dim G est localement constante sur S.
s

(iii) Pour tout s E S, G est lissesur K(S), et il existe un voisinage V
s

de la section unite tel que la restriction a V du morphisme structural

TI : G S soit universellement ouverte.

(iv) Pour tout s E S, GO est lisse sur K(S), et GO est representable par
s -

un sous-preschema en groupes ouvert de G, universellement ouvert sur S.

Alors on a les implications suivantes :

(i) (ii) (iv). Si on suppose de plus S reduit, alors

les conditions (1) a (iv) sont equivalentes, et impliquent que GO est lisse

sur S.

Montrons que (i) entra1ne (ii). D'apres (EGA IV 17.10.2) la fonction

-1x dim TI (TI(x»
x

dim TI-l(TI(x» (1.5) est continue au voisinage de la

section unite; donc la fonction s dim G est continue dans S, done loca-
s

lement constante dans S. D'autre part, pour tout s E S, G est lisse sur
s

K(S) 0.3.1).

Montrons que (ii) entraine (iv). La question est locale sur S, car

i1 suffit de montrer que GO est ouvert dans G (3.4), les proprietes de GO



350

citees dans 1 1enonce resultant de (2.4, 4.2). Etant donne s E S, contruisons

comme dans 1a demonstration de 0.10), w, T, TT", c " et Woo II resu1te al.ors

de (EGA IV 15.6.7) que WO est ouvert dans W. II resulte de (4.2) que TT est

universellement ouvert en tbut point de WO, done (VIA 0.1) est universel1ement

ouvert en tout point de wOXS.wo, ce qui montre que wo.wo est ouvert, et on

termine comme dans 1a demonstration de (3.10).

II est clair que (iv) entratne (iii).

Le fait que (iii) entraine (ii) resulte de (4.2) applique a V.

Montrons enfin que si S est reduit, (iv) entratne (i) : on peut

supposer evidemment G = GO, done G est de presentation finie sur S en vertu

de (5.4) ci-dessous, et la conclusion resulte alors de (EGA IV 15.6.7)

(imp1iquant que G est plat sur S) et de (3.10).

5. Separation des groupes et espaces homogenes

Proposition 5.1. Pour qulun S-groupe G soit separe, il faut et il suffit que

la section unite de G soit une immersion fermee.

La condition est necessaire (EGA I 5.4.6) elle est suffisante en

vertu du diagramme cartesien suivant ( VIA 0.3) :

U 0 <ide,'(c)

---------------:;0.') S

'GIS r
G

IT
r

Proposition 5.2. Si S est discret, S-groupe est separe.

En effet, S est a10rs ega1 a I I Spec Os ' et il suffit de
,s

montrer que pour tout s E S, GISpec est separe (EGA I 5.5.5), ce qui
,s
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resulte de (VIA 0.2), puisque est un anneau local artinien.

Theoreme 5.3. Soient S un preschema, G S-preschema en groupes localement

de presentation finie sur S et universellement ouvert Ie long de la section

unite, H un S-preschema sur lequel G opere de fason que Ie morphisme

soit surjectif (intuitivement H est un espace homogene sous G). On suppose

de plus que pour tout s E S, il existe un sous-preschema ouvert U de H,

separe S,tel que U soit dense dans H . Alors H est separe sur S.
s s

Corollaire 5.4. Soient S, G, H comme ci-dessus et, supposons de plus H a

fibres connexes, alors H est separe sur S et quasi-compact sur S.

En effet, comme H est connexe, H est aussi irreductible (s'il
s s

n'est pas vide) de sorte que si U est un ouvert affine de H tel que U soits

non vide, U est dense dans H , et Ie theoreme s'applique.
s s

Corollaire 5.5. Soient S un preschema, G S-preschema en groupes, locale-

ment de presentation finie, a fibres connexes, et universellement ouvert sur

S. Alors G est separe et de presentation finie sur S.

En effet, on vient de voir que G est separe sur S, done quasi-separe.

D'autre part G est quasi-compact sur S d'apres 3.6.

5.6. Demonstration de 5.3. Avant d'etablir 5.3, prouvons quelques lemmes.

Le lemme suivant remplace avantageusement EGA IV 19.5.10, en ce qu'il est

independant d'hypotheses noetheriennes.
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Lemme 5.6.1. Soient S un preschema, f : X S S-preschema localement de

presentation finie, s un point de S, x un point ferme de X , z Ie point gene-
s

rique d'une composante irreductible Z de X , contenant x telle que
- s

dim (X ) = dim Z et supposons que f soit universellement ouvert en z (donc
x s

aussi en x}, Alors i1 existe un morphisme g: S" S' S S' S

etale de presentation finie couvrant s, S" st, fini, de presentation

-1finie, surjectif, tel que g (s ) soit reduit a un point s", et un S-morphisme

h : S" X tel que h(s") = x.

II est clair que l'on peut supposer X affine de presentation finie

sur S, puis par passage a la limite remplacer S par Spec Os ,puis supposer, s

S strictement henselien, de point ferme s. Soit alors n = dim X . Le choixx s

d'un systeme de parametres de Ox et Ie "Main Theorem", montrent alors,
s,x

que quitte a restreindre X, il existe un S-morphisme quasi-fini et de presen-

tation finie u : X S [Tl""T
n
] = Y. De plus u(x) est un point ferme de

Y
s
et on peut supposer que u-lu(x) a un espace sous-jacent reduit a un point.

Soit V Ie sous-schema de X image reciproque par u d'une section de Y au-dessus

de S passant par u(x). Donc Vest quasi-fini sur S et contient x comme unique

point au-dessus de s. Gomme S est hense-lien, V = V'lLV", avec V' fini sur S

et au-dessus de S-s, de sorte que V' est spectre d'un anneau local. Montrons

que V' S est surjectif. Pour cela, on peut remp1acer S par Ie sous-schema

ferme reduit sous-jacent a une composante irreductib1e de S, puis supposer S

normal, donc geometriquement unibranche. Gomme fest universe11ement ouvert

en z, i1 existe une composante irreductible de X contenant z et equidimen-

sionnelle sur S (de dimension relative n) au point z. Gomme u est quasi-fini

et Y de dimension relative n, necessairement domine Y. Toujours parce que

u est quasi-fini, va aussi equidimensionnel1e sur Y au point
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x. Comme 0Y,u(x) est geometriquement unibranche (EGA IV 14.4.1.1.), Ie

theoreme de Chevalley nous dit que u est universellement ouvert en x, donc

V et aussi V' sont universellement ouverts sur S en x, a fortiori, V' domine S.

Corollaire 5.6.2. Soient S, G, H, s, comme dans Ie theoreme, U un sous-pre-

schema ouvert de H tel que U soit dense dans H et soit T une partie de H •
s s s

Alors il existe un morphisme g : S" S' --;;.. S comme dans Ie lemme 1 et

un element b E G(S") tel que g-l(T) soit contenu dans b. U.

Quitte a restreindre S, on peut supposer qu'il existe un voisinage

ouvert V de la section unite de G qui est de presentation finie et universel-

lement ouvert sur S. On va construire b dans V(S"), On voit alors que l'on

peut encore remplacer S par Ie spectre d'un henselise strict de Os . On peut
,s

supposer les a. E T fermes dans H . Si certains des points a. ont des corps
s

residuels qui sont des extensions(necessairement radicielles finies) non

triviales de quitte a faire une suite finie d'extensions plates, finies,

de presentation finie, du type Os Os [T]/(TP- x) (x E Os ), on voit,s ,s ,s

que l'on peut supposer les a. rationnels. L'hypothese faite sur H, entraine

qu'il existe, pour i = 0, 1, .. , n, des points fermes de GxH qui s'en
s s

vont, par Ie morphisme canonique, sur les points (ai' a ) de H x H Procedant
0 s s

comme plus haut, on peut supposer les rationnels, donc de la forme (b. ,h )
0

ou b. E G est tel que a.= b .• a . Soit alors W l'ouvert de G image
s s s

reciproque de U par Ie morphisme : b b.a . L'hypothese faite sur U
s 0 s

entraine que West dense dans G • Si b est un point rationnel de Gs ' on a
s s s

alors les equivalences suivantes :

-1
a. E b .U b b .. as s s 0

E U b -lb
s s i

E Ws s
E b.W -1

s
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-1dans G , il en est de des b.W et de leur intersec-
s 1 s

trouver un point ferme x de V nco b.W -lJ. QUltte a faire
s 1 1 S

une extension finie surjective, de presentation finie, on peut supposer,

d'apres Ie lemme 1, qu'il existe une section b de G passant par x. II est clair

que la section b repond a la question.

Lemme 5.6.3. Soit X un S-preschema. Les conditions suivantes sont equivalentes:

i) X est separe sur S.

ii) Pour tout S-preschema T, toute section h

fe rmee .

T X
T
est une immersion

iii) Pour tout S preschema reduit T, deux morphismes f
l
et f 2

cotncident sur un ouvert dense U de T cotncident.

iv) Pour tout S-preschema T, tout point t E T et tout couple de points ration-

nels xl' x2 de Xt = XXSSpec fC,(t), i1 existe un morphisme g: Til T' T

T' T ouvert, Til T' ferme dominant, g-l(t) '" 0, et enfin

-1
sous-preschema ouvert V de X

T"
, separe sur Til, qui contienne g (xl) et

-1g (x
2
).

i) ===> tv) : on prend Til = T et V = X
T.

iii) : on peut supposer T = S. Comme Test reduit, pour voir que f l=f2,

il suffit alors de voir que f
l
= f

2
ensemblistement. Soit done t E T et

montrons que fl(t) = f
2(t).

Soit g : Til T ' T comme dans Lv}, Comme U

est dense dans T et que T' Test ouvert, l'image reciproque U' de U dans

T' est dense dans T'. Soit U'l'image reciproque de U' dans Til et U" son

adherence dans Til. Comme Til ....,... T ' est ferme dominant, U" ....,... T' est surjectif,

done U" 1\ g-l(t) n'est pas vide. II est clair alors que lion peut remplacer
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U et T par les sous-preschemas reduits de Til ayant Uti et U" pour espaces sous-

jacents et remplacer f
l
et f

Z
par leurs images reciproques par Ie changement

de base Uti T. Bref, nous pouvons supposer qu'il existe un ouvert V de X
T,

separe sur T qui contient fl(t) et fZ(t). Soit W = A f;l(V), c'est un

ouvert de T, con tenant t,et U nWest dense dans W. On peut done remplaeer T

par W. Mais alors il est clair que f l = f 2 ' done fl(t) = f
2(t).

ii). On peut supposer T reduit. Soit E Ie sous-preschema h(T) de X
T

et soit E Ie sous-preschema ferme reduit de X
T
ayant l'adherence de E pour

espace sous-jacent, de sorte que E est un sous-preschema ouvert dense de E.

Apres changement de base E S on a deux sections de Xi qui

sur E, done elle cotncident et par suite E = E.

i). On prend T = X et pour h la section diagonale.

Le theoreme resulte alors trivialement du lemme 2 i) et du corollaire

au lemme 1.

Contre-exemple 5.6.4. Tout S-groupe G n'est pas separe. Soit S un preschema

ayant un point ferme non isole s ; soit G Ie preschema obtenu en recollant

deux exemplaires de S Ie long de l'ouvert S - fs}, on voit aisement que G

n'est pas separe sur S, et qulil est muni d'une structure naturelle de groupe

dont toutes les fibres sont neutres, sauf la fibre G qui est isomorphe au
s

groupe Ii deux elements LiZ z.

Corollaire 5.6.5. Soit G S-groupe localement de presentation finie, !

fibres connexes, et universellement ouvert sur S ; alors G est de presentation

finie sur S.
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Cela resulte de (5.3) et de (3.6).

Remarque 5.7. Une demonstration analogue a celIe de (5.3), mais utilisant (4.7)

permet d'etablir Ie resuitat suivant :

Soit G un S-groupe localement de presentation finie et universellement

ouvert sur S aux points de GO. Soient cr et deux S-sections de GO (i.e. soient

cr, E GO(S». Alors Ie sous-preschema de S des cotncidences de cr et est ferme

6. Sous-foncteurs et sous-preschemas en groupes

Definition 6.1. (i) Soient X S-foncteur (c'est-a-dire un foncteur de

o
(Sch/S) dans (Ens», G un S-foncteur en groupes, u v deux S-morphismes

de X dans G. On appeIIe transporteur de u dans v et on note Transp(u,v) Ie

S-foncteur T de G defini par T(S')

(ii) Soient G un S-foncteur en groupes, X et Y deux sous S-foncteumde G ; ££

appelle transporteur de X dans Y (resp. transporteur strict de X dans y) et

on note Transp(X,Y) (resp. TranspstrG(x,Y» Ie sous-S-foncteur T de G defini

par T(S') = {g E G(S') I (int g)(X
S')

C YS' (resp. (int g)(X
S')

= ys,)},
Notons qu'on a c

designe la symetrie de G.

(iii) Soient G S-foncteur en groupes, X un S-foncteur, u S-morphisme de

X dans G on appeIIe centralisateur de u Ie sous-S-foncteur en groupes

Centr(u) = Transp(u,u) de G.

(iv) Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-fonctenr de G, i

S-morphisme canonique H G ; on appelle centralisateur de H dans G

(resp. normalisateur de H dans G) Ie sous-S-foncteur en groupes de G

Sur ce theme, voir egalement les resultats de XI 6, dont la place natu-
relle serait dans Ie present expose VI • On y trouvera en particulier des
criteres de representabilite pour sous-foncteurs en groupes d'un
schema en groupes donne.
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CentrGH = Centr(i) = Transp(i,i) (resp NormGH = TranspstrG(H,H) ).

on appelle centre de G Ie S-foncteur en groupes Centr G = CentrGG.

Proposition 6.2. Soit G un S-groupe . Considerons pour un sous-foncteur T du

foncteur G, la propriete suivante :

(+) pour tout s E s, T
s
est representable par un sous-preschema ferme de Gs'

(i) Soient X S-preschema et u et v

Transp (u,v) verifie la condition (+).

S-morphismes de X dans G. Alors

(ii) Soient u : X G et v : Y G deux monomorphismes de preschemas ;

supposons que pour tout s E s, v
s
soit une immersion fermee, alors TransPG(X,Y)

verifie la condition (+) ; supposons que pour tout s E s, u et v soient des
s s

immersions fermees ; alors TranspstrG(X,Y) verifie la condition (+).

(iii) Soit u : H G un monomorphisme ; alors CentrGH verifie la condition

(+) ; si, de plus, pour tout s E s, u est une immersion fermee,
s

verifie la condition (+).

NormGH

(iv) Soit u : X G un morphisme alors Centr(u) verifie la condition (+).------
11 suffit de demontrer (i) et (ii) ; l'assertion (i) resulte de

(VIII 6.5 b» (*) applique aux S-morphismes : ql,q2 : G Homs(X,G) definis

par ql(g) = (int g) 0 u et q2(g) = v, compte tenu de ce que pour tout s E s,

G
s
est separe (VIA 0.2). L'assertion (ii) resulte de (VIII 6.5 e».

Remarque 6.3. Soient k un corps algebriquement clos, G un k-groupe et H un

sous-preschema en groupes de G ; supposons G et H de type fini sur k et reduits

(*) Le lecteur observera que les developpements de (VIII nO 6 et de XI nO 6) ne

dependent pas des numeros anterieurs de ces exposes, ni des exposes VI et

et auraient pu venir des Ie present expose, OU etait leur place naturelle.
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alors NormGH (resp. CentrGH) est representable par un sous-preschema en groupes

de G, dont Ie sous-preschema reduit associe n'est autre que Ie normalisateur

(resp. Ie centralisateur) de H dans G au sens de Bible.

Proposition 6.4. Soient G Bn S-groupe, et u : X G un monomorphisme de

S-preschemas. Posons T = TransPG(X,X), Les conditions suivantes sont equi-

valentes :

(i) T est un sous-foncteur en groupes de G.

(ii) T = TranspstrGCX,X) =

Ces conditions sont verifiees dans chacun des deux cas suivants

a) X est de finie sur S.

b) T est representable par un preschema de presentation finie sur S.

L'equivalence des conditions (i) et (ii) resulte de ce que, quel

que soit Ie morphisme S' S, quels que soient t,t' E T(S'), on a t.t' E T(S'),

et de ce que TranspstrG(X,X) = T n c(T) C6.l (ii».

dans Ie cas a). Soit t E T(S), alors int(t) est un

monomorphisme de X dans X, done un S-automorphisme de X (EGA IV 17.9.6), si

bien que t appartient a TranspstrG(X,X), d'ou a).

Dans Ie cas b), il est clair que C T, et l'assertion resulte

du lemme suivant :

6.4.2. Soit G Bn S-preschema de presentation finie, muni d'une loi

associative (au sens de EGA 0111 8.2.5). Supposons que pour tout S-preschema

S' et tout g E GCS'), les translations a droite et a gauche par g dans l'en-

semble G(S') soient injectives et GCS) # Alors G est un S-groupe.

II suffit de rnontrer que, quel que soit Ie S-preschema S', l'ensernble

G(S') est un groupe; or, de l'hypothese resulte aussit8t que les translations

a droite et a gauche par tout element g E G(S') dans GS' sont des S-rnonomor-
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phismes de GS' dans GS" Ce sont done des S-automorphismes, puisque G est de

presentation finie sur S (EGA IV 17.9.5), si bien que 1es translations a

droite et a gauche par g dans l'ensemble G(S') sont bijectives, et on est

ramene au 1emme suivant :

Lemme 6.4.3. G un ensemble non vide muni d'une 10i associative telle que les

translations a droite et a gauche soient bijectives. A10rs G est un groupe.

La demonstration est laissee au lecteur.

Defiaition 6.5. Soient G un S-groupe et soit u : H G un monomorphisme.

o
On appelle centralisateur connexe de H dans G et on note CentrGH la composante

neutre du foncteur CentrGH (cf. 3.1 et 6.2 (iv». Lorsque pour tout s E S, Us

est une immersion fermee (ce qui a lieu lorsque H est un S-preschema en groupes,

que G et H sont 10ca1ement de type fini sur S et que u est un S-morphisme de

groupes quasi-compact (1.4.2», normalisateur connexe de H dans G,

oet on note NormGH la composante neutre du foncteur NormGH. Etant donne un

o
morphisme u : X G, on definit de Ie foncteur Centr (u).

Proposition 6.5.1. Soient G S-groupe 10calement de presentation finie et

quasi-separe sur S, H un S-groupe 1isse a fibres connexes et u : H G

monomorphisme. Soit N Ie norma1isateur (cf. I ou 6.1) de H dans G. On verra

(XI 6.11) (*) que N est representable par un sous-preschema en groupes ferme

de G et de presentation finie sur G. Ceci etant, les conditions suivantes sont

equivalentes :

(i) Le morphisme canonique H Nest une immersion ouverte.

(ii) NO = H (cf. 3.10).

(*) Voir note page 40.
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(iii) Pour tout s E S, on a : H = (N )0.
-- s s

La condition (i) entratne (ii) d'apres (3.10.1), puisque HO = H.

II est clair que (ii) entratne (iii), car H = (No) = (N )0.
s s s

Montrons enfin que (iii) entratne (i). Puisque H = (No) ,que1 que
s s

soit s E s, H Nest une immersion ouverte, de plus H et N sont locale-
s s

rnent de presentation finie sur S et H est plat sur S, donc (EGA IV 17.9.5),

H Nest une immersion ouverte.

Definition 6.6. Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur en

groupes ; on dit que H est invariant (resp. central, resp. caracteristique)

dans G si NormGH = G (resp. si CentrGH = G, resp. si, quels que soient Ie

S-preschema T et l'autornorphisme a E AutT_gr.G, : a(HT) C H
T),

autrernent

dit, si, quel que soit Ie S-prescherna T, Ie sous-groupe H(T) de G(T) est

invariant dans G(T) (resp. central dans G(T), resp. invariant par tout auto-

rnorphisrne de G
T).

Si H est central (resp. caracteristique), il est invariant.

Rernarque 6.7. Soient Get H deux S-groupes et u : H Gun monornorphisrne.

Pour que H soit invariant (resp. central, resp. caracteristique) dans G, i1

faut et il suffit que Ie morphisme

-1
HX'SG G (defini par (h , g) g . hg

quels que soient g E G(S') et h E H(S') se factorise a travers u (resp. soit

egal a u 0 pr
l,

resp. que pour tout S-preschema T et tout T-automorphisme

de groupe a de GXST, a 0 u(T) se factorise a travers u(T».

Exemple 6.8. Soit G un S-foncteur en groupes. Alors Centr G est caracteristique

et central. 8i, pour tout s E S, G est representable, GO est caracteristique.
s
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Cela resulte des definitions et de (3.3).

7. Sous-groupes engendres ; groupe des commutateurs

Dans ce numero, k designe un corps fixe.

Proposition 7.1. Soient G un k-groupe, (Xi)i E I une famille de k-preschemas

separables (EGA IV 4.6.2) ; pour tout i E I, soit f
i

: Xi G un k-morphisme.

(i) II existe un plus petit sous-k-preschema en graupes ferme de G majarant

chacun des f.,

dans Ie cas au G est suppose localement de type fini sur k).

(ii) Pasans X = I I X", et soit f : X ---'>' G Ie marphisme dont la restriction-t-tt i.

a x. est f., pour taut i E I. Posons Xl = XliX, soit fl : Xl G Ie morphisme- - ---
dont 1es restrictions a X sont respectivement f et c 0 f. Pour tout n> 1, posons

n 1 n-1 n 1 n 1 n
X = X XkX f = 0 (f Xkf - ) : X G. A10rs rG«fi)i E I} est Ie

sous-preschema reduit de G ayant pour espace sous-jacent l'adherence de la

reunion des fn(Xn}, pour n> 1.

(iii) Pour tout k-preschema S, (rG«fi)i E I»S est Ie plus petit sous-preschema

en groupes ferme de GS majorant chacun des fi,S : Xs GS' Si on suppose que

G est localement de type fini sur k, alors (lG«fi)i E I»S est Ie plus petit

saus-preschema engraupes de GS majorant chacun des fi,S'

Remarquans tout d'abord, que pour demontrer (i) et (iii), en definis-

sant X et f comme dans (ii), on est ramenc au cas au I est reduit a un element.

Soit H Ie sous-preschema reduit de G d'ensemble sous-jacent

'---' fn(Xn). Alors H est separable (EGA IV 11.10.7). II est clair que taut
n 1
sous-preschema ferme de G qui domine f damine aussi H. Done pour montrer (i)

et (ii), il suffit de montrer que H est un sous-preschema en groupes de G, done



362

que la restriction de c a H et la restriction de a se factorisent a

travers l'injection H G. Puisque H est separable, HXkH est reduit, et i1

suffit de verifier que c(H) C H et que C H (ensemb1istement). Mais

n (n )d'apres (EGA IV 11.10.6), la reunion des f (H) X XkH est dense dans HXkH.

m (n mDe m@me, quel que soit n 1, la reunion des f(X n) X XkX ), pour m 1, est

n n m (n m)dense dans X XkH. Done il suffit de montrer que (H)(f (Xn) X XkX » C H

n n) n m (n m n m)( n met que c(f (X ) C H. Or (H)(f (xn) X XkX ») = xkf X )l.kX »
n+m n+m 1 1 1 1f (X ) C H ; e t , puisque cf f (X » C f (X ), on a, quel que soit

n , c(fn(Xn» C fn(X n)
C H. Ce qui demontre (i) et (ii).

Montrons maintenant (iii). Soit G' un sous-preschema en groupes ferme

de G
S
majorant f

S
; il s'agit de montrer que G' majore H

S
' ou, ce qui revient

au m@me, que H
S
= HSXG G'. Posons HS= H X G' = GI n HS'

Puisque GI et H
SS S GS

majorent tous deux 1es n
il de meme de HS' (EGA IV 11.10.6),f s ' en est Or

puisque la famille des fn : H est schematiquement dominante, il en est

de m@me de 1a fami11e des : HS' si bien que HS' qui majore chacun

n
des fS' est ega1 a Hs (EGA IV 11.10.1 c». Montrons maintenant la seconde

assertion de (iii) dans Ie cas ou G est loea1ement de type fini sur k. Soit

G' un sous-presehema en groupes de G
S
majorant f s . II s'agit de meme de

montrer que, s1 on pose HI = H X G' on a H' HS' II suffit pour ee1a de
S S GS' S

montrer que HSest ferme dans H
S
et d'app1iquer Ie raisonnement precedent.

II suffit done de montrer que H
S
et ont meme ensemble sous-jaeent, a fortiori,

= HS ' cqfd.,s

dans H
S

; et a10rs Ie raisonnement
, s

fn montre que H'
S,S S,S

est ferme

i1 suffit de montrer que, pour tout s E s, H = H' Mais a10rsS,S S,s·

et G', etant un sous-x(s)-preschema en groupes de G
S

'
s ,s

H' = G'X H •
S,S S x(s) s,s '

est ferme (1.4), done H
S' , s

du debut, applique a Hs' , a H et aux
,s S,S
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Definition et remarque 7.2. (i) Etant donne un k-groupe G, une famille

(Xi)i E I de k-preschemas separables, et pour chaque i E I, un k-morphisme

f i : Xi G, on appelle sous-preschema en groupes ferme de G engendre par

Ia famille (fi)i E I' et nous noterons dans ce numero lG«fi)i E I)' Ie plus

petit sous-preschema en groupes ferme de G majorant chacun des f .. Dans
1.

Ie cas ou i est l'injection d 'un soua-pres chema Xde G separable sur k, on

ecrit lG(X) au lieu de lG(i).

(ii) II est clair que si Xl et X2 sont deux k-preschemas separables et

f l : Xl G et f 2 : X2 G deux k-morphismes tels que les ensembles

fl(Xl) et f 2(X2) soient egaux, alors lG(f l) = lG(f2).

(iii) Soit E une partie de G telle que Ie sous-preschema reduit E de G soit

separable, on appelle sous-preschema en groupes ferme de G engendre par E,

et on note lG(E) Ie sous-preschema en groupes lG(i), ou i est l'injection

du sous-preschema reduit E de G dans G.

(iv) Dans Ie cas ou G est localement de type fini sur k, tout sous-preschema

en groupes de G etant ferme (1.4), on parlera de "sous-preschema en graupes

engendre" au lieu de "sous-preschema en groupes ferme engendre".

(v) Sait X un k-preschema separable et f : X G un k-morphisme. Suppasons

que f(X) contienne 1 'element unite e de G. Posons X,I = et

1 ( n 1 u-L n 1 n-lf' = (fXk c 0 f», et pour n> 1, X' = X' et f' = Xkf' ).

Alors lG(f) est Ie sous-preschema reduit de G dont I'espace sous-jacent est

I' adherence de La reunion, pour n I des f I n(X' n). En effet, puisque f(X)

contient e, on a : f(X) C f,1(X,l) C f2(X2) (notation de 7.1 (ii». Puisqu'on

a aussi f1(X l) C f,I(X,I) C f2(X2), pour quli! existe un entier n tel que

fn(X n)
= lG(f), il faut et il suffit qu'il existe un entier m tel que

f,m(X,m) = lG(f).
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(vi) II resulte de la remarque precedente que, si X est un k-preschema

separable et geometriquement connexe, et si f : X G est un k-morphisme tel

que f(X) contienne l'element neutre de G, alors Ie k-groupe lG(f) est connexe.

En effet, chacun des x,n est alors connexe, si bien que la reunion des f,n(X ,n)

(qui contiennent chacun e) est connexe, il en est done de m@me de son adherence

(vii) Soient A et B deux sous-k-preschemas en groupes separables d'un k-groupe G.

On appelle sous-preschema en groupes des commutateurs de A et B dans G et on

note (A,B)G ou simplement (A,B) Ie sous-preschema en groupes ferme de G

engendre par Ie morphisme v : G defini par: (a,b) a.b.a-l.b- l

pour a E A(S) et b E B(S). Lorsque G est separable sur k, on appelle groupe

derive de G, et on note Der(G), Ie groupe (G,G). Pour qu'un k-groupe separable

G soit commutatif, il faut et il suffit que Der(G) soit Ie k-groupe unite.

(viii) II nous arrivera de poser l'G = l--.J fn(X n) (avec les notations de
n > 1

7.1 (ii». Notons que est une partie de G stable pour la loi de groupe

(au sens de 3.0).

Corollaire 7.3. Soient G k-groupe, X k-preschema separable, f

k-morphisme. Soit S k-preschema.

(i) Soit u C EndS G
S
tel que l'on ait 1 'inclusion de prefaisceaux

---- -gr.

u(fS(XS» C fs(X
S)

(ou fs(X
s)

designe Ie sous-prefaisceau de GS image de Xs

par fS)' Alors, u«lG(f»S) C (rG(f»s (en tant que prefaisceaux).

(i bis) Soit u E Aut
S_gr

G
S
tel gu'on ait u(fS(Xs) = fS(X

S)
(en tant que

prefaisceaux) ; alors on a u«rG(f))s) = (rG(f»s (en tant que prefaisceaux).

(ii) Soit u E EndS_gr.GS tel que la restriction de u au prefaisceau fs(XS)

soit l'identitite ; alors la restriction de u au preschema (rG(f»s est

l'automorphisme identique.
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(iii) Soit Y k-preschema separable et g : Y G k-morphisme. Supposons

que, quel que soit Ie k-presehema S', pour a E X (S') et f E yeS'), f 0 a et

gob commutent (resp. (int (f 0 a» (gs"(YS'» = gs'(Ys'»' Alors on a

rG(f) C CentrG rG(g) (resp. rG(f) C Norm
G
rG(g» (en tant que prefaisceaux).

(iv) Soit x un point de G rationnel sur k. Alors Ie k-groupe rG(f x J) est

commutatif.

(v) Soient A B deux sous-preschemas en groupes de G separables sur k. Si A

et B sont invariants (resp. caracteristiques), il en est de de (A,B).

Montrons (i). Posons H = (rG(f»s et H' = u-l(H). D'apres (7.1 (iii»,

il suffit de montrer que f
S

se factorise a travers H'. Par hypothese, u 0 fs

appartient a u(fS(XS»(X), done a (fS(XS»(X)' donc a fortiori a H(X), ce qui

signifie que u 0 f
s

se factorise a travers l'injection canonique de H dans GS'

donc que f s se faetorise a travers H', cqfd.

11 est clair que (i bis) est une consequence de (i).

Montrons (ii). Puisque G est separe sur k ( VIA 0.2) GS est separe

sur S, donc la section unite de G
S
est une immersion fermee (5.1), si bien

que Ker o(u,c» est un sous- preschema en groupes ferme de c)

designant la multiplication (resp. la symetrie) de GS)' Par hypothese Ie

prefaisceau Ker o(u,c» contient Ie prefaisceau fS(XS)' donc Ker o(u,c»

contient (rG(f»s (7.1 (iii».

Montrons (iii). Rappe10ns (6.2 (iii» que CentrG rG(g)

(resp. Norm
G
rG(g» est representable par un sous-preschema en groupes ferme

de G. Par hypothese compte tenu de (ii) (resp. (i», CentrG rG(g)

(resp. Norm
G
rG(g» contient f(X) en tant que prefaisceau, il contient donc

rG(f), cqfd.
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L'assertion (iv) est un cas particulier de (iii), ou lion prend

pour f et g l'injeetion du presehema reduit de G ayant pour espaee sous-jaeent

Ie point ferme [x} dans G. Ce sous-presehema est separable puisque = k.

Montrons enfin (v). Soient S un k-presehema, et u un automorphisme

interieur (resp. un automorphisme de S-groupes) de GS. Par hypothese,

U(AS) = AS' et u(BS) = B
S

; on en deduit aisement, avee les notations de

(7.2 (vii», que U(VS(ASXSBS) = VS(ASXSBS) ; done, d'apres (i), on a

u«A,B» = (A,B), eqfd.

Proposition 7.4. Soient G k-groupe loealement de type fini, X k-preschema

separable, de type fini, et soit f : X G k-morphisme. Supposons que

X soit geometriquement connexe et que f(X) contienne l'element neutre e de G.

Alors (notations de <7.1 (U», il existe un entier N tel qu'on ait

(ensemblistement).

D'apres (7.1 (iii) et EGA IV 2.6.1), nous po.vons supposer k alge-

briquement clos. D'apres la remarque (7.2 (vi», nous pouvons supposer que

G = GO ; enfin, d'apres la remarque (7.2 (v», i1 suffit de montrer qu'il

existe un entier N tel que (notations de (7.2 (v» l'on ait : f,N(X,N)= rG(f).

Premier cas. Supposons X irreductible. Alors les f,n(X,n) forment une suite

eroissante de fermes irreduetibles dans 1'espace G, qui est noetherien,

puisque G = GO est de type fini sur k (VIA 2.4). Done eette suite est sta-

tionnaire, et il existe un entier m tel que f,m(X ,m)
= rG(f). De plus, puisque

X et G sont de type fini sur k, les f,n sont de type fini. Par consequent,

f,m(X,m) est constructible dans G(EGA IV 1.8.5), donc eontient un ouvert U

de son adherence rG(f) (EGA 0rv 9.2.3). Alors (VIA 0.5), on a

rG(f) c U.Uc f,2m(X,2m) c rG(f) , si bien que f,2m(X,2m) = rG(f).
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Deuxieme cas. Supposons que X ait deux composantes irreductibles Al et

Alors il existe a E n Az)(k), puisque X est connexe. Done les quatre

parties irreductibles AiXkAj(i,j = 1,2) recouvrent XXkX, et l'image de

chacune d'entre elles par f,l contient e. Si designe la restriction
1.J

de f,l au sous-preschema reduit A.XkA., posons
1. J

Y = et

g = 0 0 0 Alors Y est irreductible,

reduit et de type fini, done on vient de voir qulil existe un entier m tel

m m I I 4 4que g' (Y') =lG(g). Mais en fait, f' (Xl )C g(Y)Cf' (XI), si bien que

( ) 4m 4m
lG f) = lG(g et que f' (X' ) = lG(f).

Cas general. Raisonnons par recurrence sur Ie nombre des composantes irreduc-

tibles de X (ce nombre est fini puisque X, etant de type fini sur k, est

noetherien). Supposons la proposition demontree dans Ie cas ou X a au plus

r-l composantes irreductibles, et supposons qulil en ait r, a savoir

A • Alors e appartient a l'un des A., supposons par exemple que
r 1.

Posons alors Y = lG(f
r),

ou f
r
designe la restriction de f au-sous-

preschema reduit Al U ..• UA
r_l

(nous supposons la numerotation des Ai choisie

de que ce preschema soit connexe, ce qui est toujours possible). Posons

z = f(A ). Alors Y est un sous-groupe irreductible reduit et ferme de G
r

(7.2 (vi». Soit alors T = Y U Z et i llinjection du sous-preschema ferme

reduit T de G. 11 est clair 0.2 (ii) ) que 1G(i) = 1G(f) et que T est connexe

(car puisque X est connexe, ..• UA 1 et A ont en commun un point a,
r- r

et Y et Z ont en commun Ie point Ha». De plus, e E T, et T a au plus deux

composantes irreductibles, puisque Y et Z sent irreductibles. D'apres
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I 'hypothese de recurrence, il existe un entier m tel que, si on note X Ie
r

sous-preschema reduit Al U ... U A 1 de X, on ait : f,m(X,m) = lG(f ) = Y,
r- r r r

Done, puisque X' e X et Ze f(X), on a f(X) e Y U ze f,m(X,m). D'autre part,
r

puisque T a au plus deux composantes irreductibles, on a deja vu qu'il existe

un entier p tel que i,P(T'P) = lG(i). Or lG(i) = lG(f), et Te f,m(X,m), done

f,mp(X,mp) = lG(f), et on montre, comme dans Ie premier cas, que cette derniere

egalite entra1ne f,2mp(X,2mp) = lG(f), cqfd.

Lemme 7.5. Soient S un preschema, G un S-preschema en groupes, X S-preschema,

f:X G S-morphisme. On suppose X G localement de presentation finie

S, et que pour tout s E S et pour tout point maximal g de G , il existe
- s

un point x de X tel que f(x)=g et que f soit plat en x. Alors Ie morphisme

u 0 (fxSf) : XxSX G est couvrant pour la topologie fppf.

Notons que l'ensemble V des points de X en lesquels f est plat est

ouvert et que f I Vest un morphisme ouvert (EGA IV 11.3.1) ; done quitte a

remplacer X par V, on peut supposer f plat. Soit U = f(X), qui est un ouvert

de G. Alors XxSX G est egal au compose XxSX UxSU G, ou Ie premier

morphisme est fidelement plat et localement de presentation finie, puisque

X U l'est. II suffira done de prouver qu'il en est de m@me de UxSU G.

Or G S etant localement de presentation finie et plat, il en est de m@me

de U : GxSG G (qui est isomorphe a un morphisme deduit du precedent G S

par un changement de base G S, cf. VIA 0.1), done aussi du morphisme induit

UXSU G. Pour prouver qu'il est surjectif, il suffit de regarder fibre par

fibre, ou cela resulte de VIA 0.5.

Proposition 7.6. Soient G k-groupe localement de type fini, X k-preschema

separable et localement de type fini, et f : X G k-morphisme. Pour que
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Ie foneteur rG(f) soit Ie faiseeau associe pour la topologie fppf (ou la

topologie fpqc) au sous-prefaisceau en groupes de G engendre par l'image du

morphisme de foneteurs f, il faut et il suffit que l'on ait :

Lorsque G est de type fini sur k, eette condition implique deja qu'il existe

un entier n tel que fn : Xn soit eouvrant fpqc (et a fortiori

aur jec r t f}.

Posons XOO
= LLXn ; soi t fOO : XOO r G(f) Le morphisme dont

n :2: 1
la restriction a ehaeun des Xn est le morphisme Xn rG(f) deduit de fn. Le

faisceau eonsidere dans l'enonce est alors Ie faisceau image de XOO par fOO ;

donc (IV 4.4.3), dire que Ie foneteur rG(f) est Ie faisceau considere revient

a dire que fOO est couvrant. Montrons que, pour que fOO soit eouvrant, il faut

et il suffit que fOO soit surjectif. La condition est evidemment necessaire ;

reciproquement, si fOO est surjeetif, alors : \.L0 (fOOXkfOO) : rG(f)

est eouvrant (7.5) ; or puisque xnxkxm est eanoniquement isomorphe a xn+m,

d . h' (fn fm) d - fn+m 'I 1 .etque ans cet 1somorp 1sme, \.L0 Xk correspon a , 1 est c a1r que

se factorise a travers fOO, si bien que fOO est couvrant. Enfin,

dire que fOO es t surjectif revient a dire que fn(Xn)
= rG(f). Si G done

n :2: 1
rG(f) est de type fini, on en conclut qu'il existe n avec fn(X

n)
rG(f), car

les fn(Xn) sont des parties ind-constructibles des rG(f) (EGA IV 1.8.4) de

reunion rG(f), et on applique EGA IV 1.9.9. Cela acheve de prouver 7.6.

Remarque 7.6.1. Evidemment les conditions equivalentes de 7.6 impliquent que

le faisceau F envisage est representable. La reeiproque est fausse en general

(prendre X reduit a un point I). Noter cependant qu'il resulte de EGA IV 8.14.2

que si F est representable, il est localement de presentation finie sur k, donc
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la question est alors si Ie monomorphisme dominant F rG(f) est un iso-

morphisme, ou encore, une immersion fermee. Ce sera Ie cas en vertu de 1.4.2

si F est de type fini, par exemple si F connexe (3.5), par exemple si X est

connexe et si f(X) contient l'element unite de G.

Lemme 7.7. Soient k un corps algebriquement clos, G k-groupe localement de

type fini, X k-preschema separable et localement de type fini, f : X G

un k-morphisme et H un sous-preschema en groupes de G tel que HC f(X).

Posons r' =

appartenant

LJ f n (Xn ) . Soi t r' ( H ) 1 d' d G(k)___ 0 resp. 0 e groupe es e
n 1

a r' (resp. ! H) (cf. 7.2 (viii». Supposons que H soit d'indice
o

fini dans un entier m tel que fm(X
m)

= rG(f) (cf. 7.6),

et rG(f) est d'un nombre fini de translates de H.

Quel que soit n 2: 1, fn(Xn) est une partie ind-constructible de G

(EGA IV 1.9.5 (viii», il en est done de m@me de r', si bien que, puisque G

est un prescherna de Jacobson, r' est dense dans r'. Par hypothese, il existe
o

une suite finie al, ... ,a de points de r' telle que r' = al.H U...Ua .H , d'ouroo 0 r 0

la translation par a. est un homeomorphisme de G sur G, si bien que

rG(f) = al.H U•..U ar.H. II est d'autre part clair qu'il existe un entier p

tel que chacun des ai ( 1 ; i ;

HC eoo , quel que soit i, on a

r) appartienne a fP(xP). Enfin, puisque

p+l( p+l) b fP+l(xP+l)=rG(f).a .• HC f X ,si ien que

Proposition 7.8. Soient G k-groupe localement de type fini, A et B deux

en groupes separables lisses) de G. Supposons remplie

l'une des conditions a) ou b) suivantes

a) A et B sont invariants et de type fini sur k.
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b) A est connexe et B est de type fini sur k.

Alors (A,B) est de type fini sur k, et Ie foncteur defini par (A,B)

est Ie faisceau associe pour la topologie fppf (ou la topologie fpqc) au

prefaisceau en groupes des commutateurs de B dans G. De plus,

)
0 0 0

(A,B = (A,B ).(A ,B).

D'apres (7.6) pour montrer que (A,B) est Ie faisceau associe desire,

il suffit de montrer qulil existe un entier n tel que = (A,B)

(notations de (7.2 (vii». Pour montrer cela, ainsi que pour montrer les

deux autres assertions, on peut supposer k algebriquement clos (7.1 (iii),

EGA IV 2.6.1 et 2.7.1 et VIA 2.1.1).

o p 0 q
Soient alors B , ... ,B les composantes connexes de B et A , ... ,A

celles de A (ces composantes sont en nombre fini puisque A et B sont supposes

De m@me, s1 u . (resp. u. )
oJ 10

G, (AO,B) = rG«u )
OJ J-o

deduit aisement de (7.4)

i jde type fini sur k, donc noetheriens). Soit Vi j la restriction de V a A .

Alors chacun des Ai et des Bj est irreductible (VIA 2.4.1). il en est donc

o j i °de m@me de A XkB et de A XkB • Puisque l'element neutre de G appartient a

AO et aBo, il appartient a VOj(AoXkBj) et a ViO(AiXkBO). Alors chacun des

rG(v .) et des rG(v. ) est connexe (7.2 (vi».
oJ 10

designe ll1njection de rG(v .) (resp. rG(v. » dans
OJ 10

et (A,BO) =rG«u. )q1 ) sont connexes. De plus, on
10 =0

et des constructions precedentes. qulil existe un indice n tel que (Ao,B) et

(A,Bo) soient incIus dans Dans Ie cas b), on a (A,B) = (Ao,B),

et on a termine.

maintenant dans Ie cas a). Soit Ie sous-preschema

en groupes de G engendre par la reunion de (A,Bo) et de (Ao,B) ; toujours
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d'apres (7.4), H est connexe, et il existe un entier m tel que J H.

Done l'ensemble sous-jacent a H nlest autre que (A,Bo).(Ao,B).

Etant donnee une partie X de G stable pour la loi de groupe (cf. 3.0),

nous noterons X Ie groupe des points fermes de G appartenant a x. Posons
°

r' = l.....J v q( (A\B)q). Alors, d I apres la prop. 7.9 ci-dessous, on a :
q :;:: 1

(AoB) = (Ao,B ), (A,Bo) = (A ,Bo) et r' = (A ,B ), si bien que
000 0 ° 0 000

H =(Ao,B ).(A ,Bo) est d'indice fini dans r' (Bible expo 3, appendice)
o ° 0 0 0 0

o ( 0)puisque A et B sont invariants, et que A resp. Best l'indice fini
o 0 0 0

dans A (resp. B). Nous Sommes a10rs dans 1es conditions du lemme (7.7) :

puisque Vm«AXkB)m) H, il existe un entier p tel que = (A,B),

et il existe une suite finie al, ..• ,a
n

de points fermes de G telle que

(A,B) a
1.H

U••.Uan.H. Alors puisque H est de type fini sur k, chacun des

= l...) fn(Xn). Alors (r'G(f»o est
n :;:: 1

(f(X» .
o

a.H est quasi-compact, done leur reunion (A,B) est quasi-compacte, done de

type fini sur k. Puisque H est irreductible, il en est de m@me de chacun des

a .. H et puisque e E H, i1 est clair que H = (A,B)o, cq£d.

Proposition 7.9. Soient k un corps algebriquement clos, G k-groupe 10cale-

ment de type £ini.

(i) Soient A et B deux parties ind-constructibles de G. Notons A =A(k) C G(k)
°

l'ensemble des points fermes de G appartenant a A. Alors (A.B)o = Ao.Bo' Ie

second produit etant pris dans Ie groupe G = G(k).

°
(ii) Soient X k-preschema separable et localement de type fini, et

f : X G un k-morphisme. Posons rlG(f)

Ie sous-groupe de G = G(k) engendre par
o

(iii) En particulier, soient A B deux sous-preschemas en groupes lisses de
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r' == U \)n(A\B)n) (notations de
n ::: 1

commutateurs de A et B dans G .
0-0--0

7.2 (vii». Alors r' est Ie
--- 0

Montrons d'abord la premiere assertion. II est clair que A .B C (A.B).
o 0 0

-1
Reciproquement, soit z E (A,B)o' Alors (z) est un ferme de et A\B

(cf. 3.0) est une partie ind-constructible de si bien que n

est une partie ind-constructible non vide de GXk G ; elle contient donc un

point fe rme de G (EGA IV 10.1.2) dont les projections x et y sont des points

fermes de G (EGA IV 10.4.7) tels que x E A, Y E B et x.y = z, si bien que

(A,B)
o

A .B .
o 0

Pour montrer la seconde assertion, remarquons que, fn etant loca-

lement de type fini, fn(Xn) est une partie ind-constructible de G (EGA IV

1.9.5). La premiere assertion permet alors de montrer par recurrence que,

n n -1 nsi on pose A == (f(X» , on a : (f (X» == (A U A ), et par consequent,
o 0

(rC(f»o == U (fn(Xn» U (A U A-l)n, qui est Ie sous-groupe de G
n:::l 0 n:::l 0

engendre par A == (f(X»
o

La troisieme assertion resulte de la seconde et des definitions.

Corollaire 7.10. Sous les conditions de 7.8, si k est algebriquement clos, alors

(A,B)(k) est Ie sous-groupe des cornmutateurs de A(k) et B(k) dans G(k).

En effet, il suffit d1appliquer 7.9 (iii), 7.8 et 7.6.

8. Preschemas en groupes resolubies et nilpotents

8.1. Soient C une ca tdgor Le , Tune topologie sur C (IV) G un pre f aLs ce au en

groupes sur C, A et B deux soua-prefafsceaux en groupes de G. On note Comm(A,B)

Ie prefaisceau en groupes des commutateurs des prefaisceaux A et B dans Ie

prefaisceau G. Si G, A et B sont des faisceaux, on note Commlf(A,B) Ie faisceau
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associe au prefaisceau Comm(A,B).

Si A est invariant dans G, on montre aisement que Comm-r(G,G)

(resp. Commlf(G,A»est Ie plus petit sous-faisceau en groupes invariant C

de G tel que Ie faisceau quotient G/C (resp. A/c) soit commutatif (resp. central

dans G/c).

Proposition 8.2. Soient d une categorie,lr une topologie C, G un faisceau

en groupes sur G, n un entier positif ou nul. Les conditions suivantes sont

equivalentes :

(0 Si on pose K = G, et pour p 1, K = Comm(K 1,K 1)
o p -- p- p-

(resp. K = Comm(G,K 1»' alors K est Ie prefaisceau en groupes unite.
p -- p- --- n - - -

G, Hl, ... ,H
n

de sous-faisceaux invariants de G,

(resp. K' = Comm (G,K' 1»'p -- p-

(iii) II existe une suite H
o

(ii) Si on pose = G, et pour p 1, K;

alors K' est
--- n

= Comm-CK' ,K' )-- U. p-l p-l

Ie faisceau en groupes unite.

telle que, quel que soit i, Ie faisceau quotient Hi/Hi+l (resp. G/H
i
) soit

commutatif (resp. central dans G/H
i
+
l)

et que H
n
soit Ie faisceau unite,

II est clair que K C K' ; par consequent (ii) entratne (i).
n n

Montrons que (i) entratne (ii). II resulte de (IV 4.4.7) que si on

note A Ie faisceau associe a un prefaisceau A, et si A et B sont deux sous-pre-

faisceaux en groupes de G, alors on a : CommT(A,B) C Comm(A,B). On en deduit

aisement par recurrence qu l on a K' C K , donc K' C K ; par consequent, si K
p P n n n

est Ie prefaisceau unite, K =K est Ie faisceau unite, donc K' est Ie faisceau
n n n

unite.

Enfin les conditions (ii) et (iii) sont equivalentes d'apres la

remarque (8.1).
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Lorsque ces conditions sont satisfaites, Ie faisceau G est dit

resoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n). Lorsqu'i1 existe un

en tier n tel que ces conditions soient satisfaites, on dit que G est reso1ub1e

(resp. nilpotent). On notera que cette condition est independante de lr.

Proposition 8.3. Soient k un corps, S k-preschema non vide, 0 une extension

algebriquement close de k, G k-groupe lisse de type fini. Les conditions

suivantes sont equivalentes :

(i) G est resoluble de classe n (resp_ nilpotent de classe n).

(ii) GXkS est resoluble de classe n (resp_ nilpotent de classe n).

(iii) Le groupe G(O) est reso1uble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(iv) Si on pose K = G, et pour p 1, K = (K 1,K 1) (resp. K = (G,K 1»o p p- p- p p-

(c f , 7.8), Kn est Ie k-groupe unite.

L'equivalence des conditions (i) et (ii) resulte de la definition

(8.2), etant donne que la formation du prefaisceau en groupes des commutateurs

commute aux changements de base (IV 4.1.3).

L'equivalence des conditions (1) et (iv) resu1te de (7.8).

Pour montrer que les conditions (iii) et (iv) sont equivalentes,

on peut supposer que k =0, et alors l'equiva1ence des conditions (iii) et (iv)

resulte de (7.10).

Proposition 8.4. Soit G S-groupe de presentation finie, tel que pour tout

s E S, G soit lisse sur K(S). _Soit T l'ensemble des s E S tels que G soits s--

reso1ub1e (resp. nilpotent). Alors Test localement constructible dans S.

Si on suppose de plus G plat et separe sur S lorsque G est lisse de
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presentation finie et separe sur S), alors T est ferme dans S.

II est clair qu'on peut supposer S affine d'anneau A. II existe alors

(10.1 et 10.10 b» (*) un sous-anneau noetherien A' de A et un A'-groupe de

type fini G' tel que G'®A,A soit isomorphe a G. De plus (EGA IV 10.8.5 et

11.2.6), si G est plat et separe sur S, on peut supposer G' plat et separe

sur Spec A'. De (EGA IV 9.7.7 et 9.3.3), on peut supposer que, pour

tout s' E s' G' est lisse sur D'autre part puisque, si s' designe, s

l'image de s dans Spec A', on a : G' ,® ( G , pour que G soit
s s s s

resoluble (resp. nilpotent), il faut et il suffit qu'il en soit de de

G' (8.3). Nous somme donc ramenes au cas ou S est un schema affine noetherien.
s '

Montrons alors que T est constructible. En appliquant Ie critere

(EGA 0111 9.2.3), on voit, en raisonnant comme precedemment, qu'on est ramene

a montrer que, dans Ie cas ou S est noetherien et integre, T au S-T contient

un ouvert non vide de S.

Supposons donc S integre noetherien de point generique . Posons,

quel que soit s E s. KO = G • et KP = (KP-1 KP-l) (resp. KP = (G KP-1» .. s s' s s's s 's

Montrons d'abord que la suite des sous-preschemas fermes KP estn
stationnaire ; il resulte de (7.3(v» que chacun des est invariant, donc

la suite des KP est decroissante ; cette suite est alors stationnaire puisque

est noetherien

ait : KP = Kn
11

il existe donc un entier n tel que, pour tout p n , on

(*) Nous nous servirons au cours de cette demonstration de resultats etablis

au numero 10 qui ne dependent, pas plus que Ie numero 9, du present nO 8.
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D'autre part, nous verrons en (10.12 et 10.13) qu'il existe un ouvert

non vide 8' de S et un S'-groupe de presentation finie D tel que pour tout

s E S', on ai t D
s

Kn et (D ,D ) = D (resp. (G ,D ) = D ). Nous pouvonss s s s s s s

supposer que 8' = S. Alors, quel que soit s E S, et quel que soit p n, on a

D = KP si bien que G est resoluble (resp. nilpotent) si et seulement si
s s " s

D est isomorphe au unite.s

Mais d'apres (EGA IV 9.6.1) (xi), l'ensemb1e des s E SI tels que Ie

morphisme structural D soit un isomorphisme est constructible,
s

done ou bien est rare, ou bien contient un ouvert non vide de S.

Montrons que si G est plat et separe sur S, Test ferme puisque

Test localement constructible, pour que T soit ferme (EGA IV 1.10.1), il

faut et il suffit que T soit stable par specialisation.

Soit done s E S et s' une specialisation de s dans 8. Puisqulon

s'est ramene au cas OU S est noetherien, d'apres (EGA II 7.1.9), i1 existe

un de valuation discrete A et un morphisme A S tel que s (resp. Sl) soit

llimage du point generique a (resp. du point ferme a) de A. II suffit alors de

montrer que si on pose GI = et si est resoluble (resp. nilpotent),

il en est de de G'. Remarquons que, puisque G est plat et separe sur S,
a

est plat et separe sur A, de sorte qulon est ramene au cas OU S est Ie

spectre d'un anneau de valuation discrete A.

Puisque est suppose resolub1e (resp. nilpotent), il existe un

entier q tel que KP (avec 1es notations introduites precedemment) soit iso-
a

morphe au unite. Soit Kn l'adherence schematique (au sens de

(EGA 2.8.5» de dans G. Montrons, par recurrence sur p, que

Notons d'abord que, puisque G est plat sur A, G
a

est egal a G

(KP ) :::J KPa a a

(EGA IV 2.8.5),
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donc = .

Notons V, Va' Va' Vcr les morphismes

p p (p (p)
Kcr Gcr resp. GXAKcr G , a Ga '

Ga ' Gcr X Gcr ' definis comme dans (7.2 (vii». Alors

puisque Vcr se factorise a travers se factorise a travers qui est

-evidemment un sous-preschema en groupes de G, donc contient r G (V). D'apres

(7.1 (iii», = r G ; d'apres, l'hypothese de recurrence,
a

(resp. G X ( )KPc G X ( )(KP) ), si bien quea a a a a -0: a

KP+l = r (V) c r c (KP+l) •
a GaG a -0: a

a a

Mais puisque K
q
est isomorphe unite, et que Ie A-groupe

unite est plat sur A et est isomorphe a un sous-preschema ferme de G (G etant

separe sur A (5.1», il resulte de (EGA IV 2.8.5) que est isomorphe au

A-groupe unite, donc que KqC est isomorphe au unite, si bien
a cr a

que G est resoluble (resp. nilpotent), cqfd.
a

9. Faisceaux quotients.

Le present numero se borne pour l'essentiel a un rappel dans Ie cas

particulier d'espaces groupes,de faits generaux bien connus sur

Ie passage au quotient par des relations d'equivalences plates (cf. IV).

Definition 9.1. Etant donne un monomorphisme u : G' G de S-groupes, .2!!

note GIG' (resp. G'\G) et on appelle faisceau quotient a droite (resp. a

gauche) de G par G' Ie faisceau (pour la topologie fpqc) quotient de G par la
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par Ie monomorphisme : GXSG' > GXSG
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relation d'equivalence definie
YO(uXid

G
)

(resp. G'XSG > GXSG) , ou 0 (resp. y) designe l'automorphisme de

GXSG defini par (g,h) (g,g.h) (resp. (h,g) h.g,g» pour g E G(T) et

h E G'(T).

Proposition 9.2. Soit u : G' G un monomorphisme de S-groupes. Supposons

que GIG' soit representable par un S-preschema Gil. Alors :

(i) Le morphisme canonique p : G Gil est couvrant pour la topologie fpqc.

(11) Si on pose " = P 0 (ce morphisme s'appelle section unite de Gil), les

diagrammes suivants sont carteSiens :

G
p

---------> G"

G'

",1
s

u

e"

En particulier, u est une immersion.

(iii) II existe sur Gil une structure unique de S-preschema a groupe d'operateurs

a gauche G, telle que p soit un morphisme de S-preschemas a groupe d'operateurs

G.

(iv) Si on suppose de plus que G' est· invariant dans G, 11 existe sur G" une

structure unique de S-groupe telle que p soit un morphisme de S-groupes.

(v) Soit S un S-preschema
-- 0-

G'X S . alors GIG'
So' --- 0 0

est representable par = G"XSS
O
'

(vi) une propriete pour un S-morphisme. Supposons lP stable par chan-

gement de base; alors si p : G Gil verifie lP, 11 en est de m@me du



380

morphisme structural TI' : G' s.

(vii) Soit P une propriete pour un S-morphisme. Supposons F de nature locale

pour la topologie fpqc (c f , 2.0). llir!, pour que Ie morphisme p : G Gil

verifie F, il faut et il suffit qulil en soit de de TIl : GI S'.

(viii) une propriete pour un S-morphisme ; supposons de nature locale

pour la topologie fpqc, et stable par composition ; alors, si les morphismes

structuraux Gil S e t G' S verifient JP, il en est de du morphisme

structural G s.

(ix) Supposons G reduit ; alors Gil est reduit.

(x) Pour que G" soit separe sur S, il faut et il suffit que u soit une immersion

fermee, ou encore que e" soit une immersion fermee.

(xi) Pour que G' soit plat sur S, il faut et il suffit que p soit un morphisme

plat, ou encore fidelement plat. Dans ce cas, pour que Gil soit plat sur S,

il faut et il suffit que G soit plat sur S.

(xii) Pour que G' soit plat et localement de presentation finie sur S, il faut

et il suffit que p : G G" soit fideiement plat et localement de presentation

finie.Sous ces conditions, pour que Gil soit localement de presentation finie

(resp. localement de type fini, resp. de type fini, resp. lisse, resp. etale,

resp. non ramifie, resp. localement quasi-fini, resp. quasi-fini) S, il

suffit qulil en soit de de G sur S, (et la condition est egalement neces-

saire dans les deux premiers cas, cf. (viii».

(xiii) Supposons G' plat et de presentation .finie sur S. Alors p est de pre-

sentation finie et fidelement plat ; de plus, pour que G soit de presentation

finie sur S, il taut et il suffit qu'il en soit de de Gil.
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Rappe10ns que 1a relation d'equiva1ence consideree est effective

universelle (IV 4.4.9). Alors les assertions (i), (iii), (iv), (v) et 1a

premiere assertion de (ii) resultent de (IV 4.4.3, 5.2.2, 5.2.4, 3.4.5 et 3.3.2

(iii». La seconde assertion de (ii) resulte de la premiere, comme Ie montre

Ie diagramme cartesien suivant, puisque (GXSG' )XGS est isomorphe a G'

«e 0 TT'), idr:') Ilo(id<!u)
C' " GXSC' > G

"'1
pr

1 1 1p

p
s ') G 3> G"

Enfin, i1 est clair que 8" est une S-section de Gil, donc une immersion

(EGA I 5.3.13) ; d'apres Ie diagramme cartesien precedent, i1 en est de m@me

de u, ce qui acheve de montrer (ii). De plus, (vi) est une consequence imme-

diate du second diagramme cartesien de (ii).

Montrons (vii). D'apres (i), pest couvrant pour 1a topologie fpqc ;

donc, d'apres (ii), pour montrer que p verifie P, i1 suffit de montrer que 1a

premiere projection pr
i

: GXSG' G verifie P, ce qui resuite de ce que W

est stable par changement de base, puisque pr
1
provient de TI' par changement

de base.

II est clair que (viii) resulte de (viO, car TI = TI" 0 p, ou

Ti" G" S de sLgne Le morphisme structural.

Montrons (ix). D'apres (i), p est un epimorphisme ; muisque G est

reduit, p se factorise a travers l'immersion Gil G, qui est donc aussired

un epimorphisme, donc un isomorphisme (IV 4.4.4).

Montrons (x). Si G" est separe sur S, 8" est une immersion fermee

(EGA I 5.4.6) ; d'apres (ii), si 8" est une immersion fermee, i1 en est de

m@me de u enfin, si u est une immersion fermee , il en est de m@me de

GXSG' GXSG ; donc, d'apres Ie 1emme (9.2.1) ci-dessous, Gil
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est separe sur S.

L'assertion (xi) resu1te de (vii) et de (EGA IV 2.2.13).

L'assertion (xii) resu1te de (vii), de (EGA IV 17.7.5 et 17.7.7) et

de ce que, p etant universe11ement ouvert, que1 que soit s E S, si l'espace

sous-jacent a G est discret, i1 en est de m@me de l'espace sous-jacent a Gil.
s s

Enfin, l'assertion (xiii) resu1te de (vii), (viii), et de (EGA IV

17.7.5).

Lemme 9.2.1. Soient X S-preschema et R une relation d'equivalence definie

sur X par Ie monomorphisme v : R XXSX. Supposons R effective. Alors

(i) v est une immersion.

(ii) Pour que Y = X/R soit separe sur S, il faut et i1 suffit que v soit une

immersion fermee.

Rappe10ns (IV 3.3.2) que par definition Ie morphisme nature1

R est un isomorphisme. On en deduit (EGA I 5.3.5) Ie diagramme

cartesien suivant

v

Alors, puisque est une immersion (EGA I 5.3.9), il en est de m@me de v.

De m@me, si Y est separe sur S, est une immersion fermee, donc i1 en est

de m@me de v. Reciproquement, puisque pest couvrant pour la topologie fpqc

(IV 4.4.3), que la propriete pour un morphisme d'@tre une immersion fermee est

de nature locale pour la topo1ogie fpqc (EGA IV 2.7.1) et que pxSP est aussi
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couvrant pour la topologie fpqc (IV 4.2.3), si vest une immersion ferrnee,

il en est de rn@rne de Ay/s' done Y est separe sur S.

Rernarque 9.2.2. Sous les hypotheses generales de (9.2), si on suppose G' plat

et localernent de presentation finie sur S, alors pest couvrant pour la topo-

logie fpqc (9.2 (vii), done les assertions (vii) et (viii) de (9.2) peuvent

etendues aux proprietes P de nature locale pour la topologie fppf.

Rernarque 9.3. a) La question de savoir si un quotient GIG' est ou non repre-

sentable est souvent delicate ; dans ce serninaire nous dernontrons la repre-

sentabilite de certains quotients particuliers.

En general, pour pouvoir affirrner que Ie quotient GIG' est repre-

sentable, il ne suffit pas de supposer G et G' de presentation finie sur S

et G' plat sur S, car rn@rne lorsque G et G' sont lisses sur S, il se peut que

G soit a fibres connexes, et que G' ne soit pas ferme dans G ; par suite

GIG' devrait @tre separe (5.3), ce qui est en contradiction avec (9.2(x».

Pour obtenir un tel contre-exernple, on peut prendre pour S Ie

spectre d'un anneau de valuation discrete, poser G = (Grn)S' Considerons
n

d'autre part un entier n> I, inversible sur S alors = Ker (G G)
n

est un sOlls-groupe ferme de G etale sur S (cf. VII). Soit G' Ie sous-groupe

ouvert de obtenu en 6tant de la partie ferrnee de la fibre fermee de
n n n

cornplementaire de l'origine. Alors G' n'est pas ferme dans G, done GIG' n'est

pas representable. (On peut aussi fabriquer de tels exernples ou G' est lisse

a fibres connexes).

b) II n'est pas exclu que GIG' soit representable en revanche, lorsque

G et G' sont de presentation finie sur S, et que G' est plat sur S et ferme
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dans G Sous ces hypotheses, on sait que GIG' est representable dans les

cas particuliers suivants :

1°_ S est Ie spectre dlun anneau artinien (VIA)'

2°_ G' est propre sur S et G quasi-projectif sur S (V 7.1).

3°_ S est regulier de dimension 1 (Raynaud, a parattre).

10. Passage a la limite projective dans les preschemas en groupes et les

preschemas a groupe d'operateurs.

10.0. Rappelons Ie resultat essentiel de (EGA IV 8.8) : Etant donnee la situation

suivante : S un preschema quasi-compact et quasi-separe, I un ensemble preor-
o

donne filtrant croissant, (Cl)iEI un systeme inductif -Algebres commu-
o

tatives quasde-coher ent.e s j O,» lima., S. = SpecCL pour L E I, et S = Spe c O, ,
.-,.. 1. 1. 1.

alors la categorie des S-preschemas de presentation finie est determinee a

equivalence pres par la donnee des categories des Si-preschemas de presentation

finie, des foncteurs entre ces categories Pi j

isomorphismes de transitivite P'k 0 p" P'k
J 1.J 1.

X X S • < '. x S . pour 1. J, et
1. 1. i J =

Precisons. Etant donne j E I,

que j -;; i,

et un S,-preschema de presentation finie X., nous poserons, pour tout i E I tel
J J

X, = X,Xs S., et X = X,X
S

S. Alors (EGA IV 8.8.2) :
1. J j 1. J j

i) Etant donne j E I, et deux Sj-preschemas de presentation finie

X
J
' et Y

J
. , l'application canonique de lim HornS (X"Y,) dans Hom(X,Y) est bijec-

i 1. 1. --

ii) Pour tout S-preschema de presentation finie X, il existe un

indice j E I, un Sj-preschema de presentation finie X
j

S-isomorphisme

S.
J j

(*) Clest trop optimiste, comme Ie montre M. Raynaud dans sa these
(loc. cit. X 14).
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On en conclut (EGA IV 8.8.3) que, chaque fois qulon aura un diagramme

D portant sur un nombre fini d'objets et de fleches de la categorie des

S-preschemas de presentation finie, on peut trouver un indice i E I et un

diagramme D. dans la categorie des S.-preschemas de presentation finie, tels
L L

que Ie diagramme D provienne a isomorphisme pres du diagramme D. par change-
L

ment de base S --> Si' On peut m@me trouver i et D
i
tels que tout carre

cartesien de D provienne dlun carre cartesien de D..
L

10.1. De plus, un grand nombre ,de propr Lete s courantes pour un morphisme,

stables par changement de base, possedent la propriete suivante etant donne

un indice j E I deux S.-preschemas de presentation finie X. et Y. et un
J J J

u.XS S.
J j L

ait la propriete . II en est ainsi dans Ie cas OU est l'une des pro-

S.-morphisme u
J
' : X. pour que u = u.XS S ait la propriete , il faut

J J J J j

et i1 suffit qulil existe un indice i E I tel que j i et que ui =

prietessuivantes pour un morphisme : @tre separe, surjectif, radiciel, affine,

quasi-affine, fini, quasi-fini, propre, projectif, quasi-projectif, un isomor-

phisme, un monomorphisme, une immersion, une immersion ouverte, une immersion

fermee, lisse, non ramifie ou etale (EGA IV 8.10.5, 11.2.6 et 17.7.6). Remar-

quons qu'i1 en est encore ainsi dans 1e cas ou est la propriete dl@tre couvrant

pour 1a topo1ogie fidelement plate localement de presentation finie (notee fppe;

en effet, etant donnes deux S-preschemas de presentation finie X et Y, et un

S-morphisme u X Y, il resulte de (IV 6.3.1 (i» que, pour que u soit

couvrant pour la topologie fppf, il faut et il suffit qulil existe un S-preschema

Z et un S-morphisme v : Z Y fidelement plat et de presentation finie qui

se factorise a travers u.



386

Le but de ce numero est de donner des variantes de ce genre de

resultats pour la categorie des S-groupes de presentation finie, celIe des

S-preschemas a groupe d'operateurs, et pour certaines proprietes pour des

monomorphismes de groupes (@tre invariant,central a faisceau quotient represen-

table, etc .•• ).

Les deux resultats preliminaires de ce type sont les suivants :

10.2. Dans la situation rappelee au debut de (10.0), soient j E I, Gj et Hj

deux Sj-groupes de presentation finie ; posons, pour tout i E I tel que

j i, Gi = GjXS.S i ' G
J

1 'application canonique

= G.X
S

S, et definissons de m@me G H. et H. A10rs
J . 1 ---

J
de lim Hom

S
(G. ,H.) dans Hom

S
(G,H) est bijective.iiJ i-gr. 1 1 ---- -gr.

10.3. Dans la situation rappe1ee au debut de (10.0), soit G un S-groupe de

presentation finie ; alors il existe un indice j E I, un Sj-groupe de presen-

tation finie G. , et un S-isomorphisme de groupes de G sur G.XS S .
J J j

Les assertions (10.2) et (10.3) sont des consequences faciles de

(10.0) et (10.1), compte tenu de l'interpretation de la structure de S-groupe

donnee en (EGA 0
111

8.2.5 et 8.2.6).

10.4. Soient j E I, G. et H
J
. deux S.-groupes de presentation finie, !!

J-- -- J

u. : G. H. un morphisme de S.-groupes. Pour que u = u'XS S soit un mono-
J J J J J j

morphisme central (resp. un monomorphisme invariant), il faut et il suffit

qu'il existe i E I, i j tel que u. =
1

u.XS S. ait la m@me propriete.
J j 1

C'est une consequence immediate de (10.0) et (10.1) compte tenu de

la caracterisation donnee en (6.7) des monomorphismes de grOUPeS centraux

et invariants.
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Gj Sj-groupe de presentation finie. Pour

il faut et il suffit qu'il existe i E I,

Corollaire 10.5. Soit j E I,

que G = G.XS S soit commutatif,
J j

i j, tel que G. = G.X
S
S. soit commutatif.

1. J j J

En effet, il revient au de dire qulun S-groupe est commutatif, ou

que, considere comme sous-preschema en groupes de il est central.

Proposition 10.6. Dans la situation rappelee au debut de (10.0), soient

j E I, Gj Sj-groupe de presentation finie, Gj un sous-preschema en groupes

de G
J
. plat et de presentation finie sur S .. Pour que G.XS S soit

J J j J j

representable (pour la topologie fpqc), il faut et il suffit qulil existe

i E I, i j, tel que G.XS S./G!XS S. soit representable.
J j 1. J j 1.

C'est une consequence du lemme plus general suivant :

Lemme 10.7. Soit T la topologie fppf fpqc ; soient j E I, Xj Sj-preschema

de presentation finie, et R
j

une relation d'equivalence sur Xj definie par un

soit

R.
J J

S.-monomorphisme v. : R. X.XS X. tel que Ie morphisme pr l . 0 v. :
J J J J j J oJ J

deduit de v. par composition avec la premiere projection X.XS X. X.
J J j J J

plat et de presentation finie. Alors, pour que Ie faisceau quotient

X.X
S

S/R.X
S

S pour la topologie T soit representable, il faut et il suffit
J j J j

qulil existe i E I, j, Ie faisceau quotient X'Xs S./R. S S. pour la
J j 1. J j 1.

topologie soit representable.

Compte tenu des enonces de (EGA IV 8.8.2, 8.8.3, 8.10.5 et 11.2.6)

rappeles en (10.0), ce lemme est consequence du resultat suivant :

Lemme 10.8. Soit 1 la topologie fppf fpqc ; soient X S-preschema de

presentation finie (resp. localement de presentation finie), R une relation
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soit plat et de presentation finie (resp. plat et localement de presentation

finie). Alors les conditions suivantes sont equivalentes

(i) Le faisceau quotient X/R pour la topologie Test representable.

(ii) II existe un S-preschema de presentation fiRie (resp. locale-

ment de presentation finie) Y et un morphisme fidelement plat p : X Y

tel que Ie diagramme

R
pr

l
0 v

> X

(D) pr
2

0 v

1 1
p

X Y
p

(ou pr
l
et pr

2
sont les projections XXSX Boit cartesien.

Notons d'abord que d'apres (IV 3.3.2 et 4.4.3), pour que Ie faisceau

X/R pour la topologie T soit representable par Y, il faut etil suffit que Ie

diagramme (D) soit cartesien et que p soit couvrant pour la topologie

Montrons que i) entratne ii). L'hypothese (i) implique que Ie

diagramme (D) est cartesien, donc que prl
ov se deduit de p par changement de

base par p, et que pest couvrant pour la topologie fpqc. Puisque pr l 0 v

est fidelement plat et de presentation finie, (resp. fidelement plat et

localement de presentation finie), il en est de de p (EGA IV 2.7.1),

et comme X est de presentation finie (resp. localement de presentation finie)

sur S, il en est de de Y (EGA IV 17.7.4).

Montrons que ii) entratne i). II suffit de montrer que pest couvrant

pour la topologie fppf ; or pest fidelement plat par hypothese, et localement
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de presentation finie, puisque X et Y sont localement de presentation finie

sur S.

10.9. Dans la situation rappelee au debut de (10.0), soient j E I, !£ G
j

S.-groupe de presentation finie. Pour que GO = (G,X
S

S)O soit representable,
J J j

il faut et il suffit qu'il existe i E I, i j, tel que (G.)O
a

soit representable.

La cordi tion est suffisante (3.3).

Montrons que la condition est necessaire. En effet, GO est de pre-

sentation finie sur S et ouvert dans G (3.9). D'apres (10.0), il existe i E I,

i j, et un sous-preschema en groupes ouvert de G. tel que S = GO.
Si

Le morphisme structural GO S est connexe (i.e. a fibres geometriquement

connexes (VIA 2.1.1). Alors, (EGA IV 9.3.3 et 9.7.7), quitte a augmenter i,

on peut supposer que Ie morphisme structural Gi S est connexe, donc que l'es-

pace sous-jacent a n'est autre que (G.)O (3.10.1), donc que represente
-.1..

10.10. Rappelons deux cas particuliers tres utiles de la situation enoncee

en (10.0)

a) Etant donne un point x d'un preschema X, on pose S = Spec E et on
o

considere la famille (Si)iEI filtrante decroissante des voisinages ouverts

affines de x ; alors S = Spec • En particulier, si x est Ie point generique
,x

d'un schema integre X, on trouve S = Spec R(X).

b) On pose S
o

Spec Z, et on considere la famille (Cti)iEI preor-

donnee par inclusion des sous-Z-algebres de type fini de l'anneau d'un schema
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affine S. Etant donne que lesCl. sont des anneaux noetheriens, cela permet
1.

dans de nombreux cas de passer du cas noetherien au cas general.

Nous allons maintenant donner deux resultats concernant Ie cas

particulier envisage en a).

Proposition 10.11. Soient S un preschema integre de point generique , G

S-groupe de presentation finie, X un S-preschema de presentation finie, u et v

deux S-morphismes de X dans G, i : H G et j : K G deux monomorphismes

de presentation finie. Alors :

(i) il existe un ouvert non vide S' S tel que si on note G'

dans G (ce qui est Ie

G (1.4.2» ; alors il

(resp. H', resp. X', resp. u ', resp. v') la restriction de G(resp. H, resp. X,

resp. u, resp. v) au-dessus de l'ouvert S' de S, Ie foncteur

Transp(u',v') (resp. Centr(u '), CentrG,H') soit representable par un sous-S'-

preschema ferme de presentation finie T1 (resp. G1 ' resp. CZ) de G'.

(ii) supposons que K soit ferme dans G (ce qui est Ie cas si K

est un sous-S-preschema en groupes de G (1.4.2» ; alors il existe un ouvert

non vide S' de S tel que si on note G' (resp. H', resp. K') la restriction

de G (resp. H, resp. K) au-dessus de l'ouvert S' de S, Ie foncteur

transpG,(H',K') (resp. NormG,K') soit representable par un sous-S'preschema

ferme de presentation finie TZ(resp. N') de G'.

(iii) supposons que et soient fermes

cas si H et K sont des sous-preschemas en groupes de

existe un ouvert non vide S' de S tel que si on note G' (resp. H', resp. K')

la restriction de G (resp. H, resp. K) au-des sus de l'ouvert S' de S, Ie
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foncteur TranspstrG,(H',K') soit representable par un sous-S'-preschema ferne

de presentation finie de G'.

Puisque , , , sont plats sur Ie corps K et que

Gn est separe sur (VIA 0.2), d'apres (10.2, 10.10 a), EGA IV 8.8.2 et

8.10.5), i1 existe un ouvert affine S' de S tel que G' soit un Sf_groupe

de presentation fini, plat et separe sur S', et que X', H' et K' soient plats

et de presentation finie sur Sf. Si on suppose Hn (resp. ferme dans Gn,
on peut choisir SI de sorte que H' (resp. K') soit ferme dans G'. D'apres

(EGA IV 11,3,15), quitte a remp1acer S' par un ouvert affine de S', on peut

supposer que G', H', K' et X' sont essentiellement libres sur S' (au sens

de VIII (6.1», II resulte a10rs de (VIII 5.5 b) et e)(*» que, sous 1es

hypotheses de l'enonce, les foncteurs consideres sont representables par

des sous-preschemas fermes (done de presentation finie sur S') de G'.

Proposition 10,12. Soient S un preschema integre, G S-groupe de presen-

tat ion finie, A et B deux sous-preschemas en groupes de presentation finie

de G, a fibre generique 1isse, tels que A soit a fibre generique connexe

(resp, A et B soient invariants dans G), Alors il existe un ouvert non vide

S' de S et un sous-preschema en groupes ferne, D' de presentation finie, !

fibres 1isses de G' = Gis', tel que D' soit a fibres connexes (resp. soit

invariant dans G'), et que D' represente Ie faisceau associe, pour 1a topologie

fppf fpqc, au prefaisceau en groupes des commutateurs de A B dans G.

En particulier, pour tout s E S', on aD' = (A ,B ) avec les notations de
-- s s s

(7.2 (viO).

(*) Voir note page 40.
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Soit n Ie point generique de S ; posons Dn= (An ,B
n).

D'apres

(7.8) (resp. 7.3 v», est eonnexe (resp. invariant dans G
n).

D'apres

(10.1 et 10.10 a», i1 existe un ouvert non vide S' de S et un sous-S'-

presehema en groupes D' de presentation finie et ferme dans G', a fibres

separab1es (EGA IV 9.7.7 et 9.3.3), ayant Dnpour fibre au point n , et

tel que D' soit a fibres eonnexes (i.e. geometriquement eonnexes (VIA 2.1.1»

(resp. soit invariant dans G') (EGA IV 9 .7.7 et 9.3.3, (resp. (10.4». De

plus, nous avons vu, au eours de 1a demonstration de (7.8), qu'i1 existe

un entier n tel que X = D' , ou V
n

: X Gn

est defini eomme en (7.2 (vii». Nous pouvons definir, par 1es formu1es

qu'en (7.2 (vii» et 7.1 (ii», 1es morphismes v' : A'XS,B' G' et

",n '. (A'X B,)n G' on b' ,n n P (EGA IVv S' ---;>"", a Lerr V ar consequent;

8.8.3 , 8.10.5 et 11.2.6), on peut ehoisir S' tel que Ie morphisme v,n

soit plat et se faetorise a travers D', et que Ie morphisme (A'Xs,B,)n D'

deduit de v,n soit surjeetif. A10rs (7.5) Ie morphisme (A'X
s,B,)n+1

D'

n+1deduit de v' est eouvrant pour 1a topo1ogie fppf (et a fortiori pour 1a

topo1ogie fpqe). Done D' represente Ie faisceau assoeie, pour 1a topo1ogie

fppf ou fpqe, au prefaiseeau des commutateurs de A et B dans G. De plus,

n npour tout s E Sf, Ie morphisme (A X ()B) D' deduit de Vest sur-s s s s s

jectif ; done (7.6), (A ,B ) represente Ie faiseeau des eommutateurs de
s s

Corollaire 10.13. Soient S un preschema integre de point generique n, G

un S-groupe de presentation finie, D un sous-S-preschema en groupes de

presentation finie de G a fibres 1isses et invariant dans G. Supposons
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vide S' de S tel que pour tout s E S', on ait (D ,D )-- - - s s D (resp. (G ,D )s s s

Ce1a resu1te immediatement de (10.12) et de (EGA IV 8.8.2.5).

Les enonces (10.2) et (10.3) concernant 1a categorie des S-groupes

de presentation finie s'etendent a 1a categorie des couples formes d'un

S-groupe de presentation finie et d'un S-preschema de presentation finie

a groupe d'operateurs G. De precise:

10.14. (i) Dans 1a situation rappe1ee au debut de (10.0), soient j E I,

et G. et deux S.-groupes de presentation finie, H. (resp. un
J J J J J

S.-preschema de presentation finie a groupe d'operateurs G. (resp.
J J J

Posons, pour i E I, i > j, G. =
].

GI , H., H, et HI.
l. l. ].

G.XS S. et G = G.XS S, et definissons de
J j]. J j

Notons Dihom
S

«G,H),(G',H')) 1 1ensemb1e

-gr.

des di-morphismes de S-groupes et de S-preschemas a groupe d'operateurs

du couple (G,H) dans 1e couple (G',H'). Alors l'application canonique de

lim DihoITL dans Dihom
S

est bijective.
i"::1 1-gr . ].]. ].]. - gr .

(ii) Dans 1a situation rappe1ee au debut de (10.0), soient G un S-groupe

de presentation finie et H un S-preschema de presentation finie a groupe

d'operateurs G ; i1 existe a10rs un indice j E J, un S.-groupe de presentation
J

finie G., un S.-preschema de presentation finie H. a groupe d'operateurs G.
J J J J

et un di-isomorphisme de S-groupes et de S-preschemas a groupes d'operateurs

de (G.X
S

S, H.X
S

S) sur (G,H).
J j J j

Definition 10.15. Etant donne un S-foncteur en groupes G S-foncteur H

a groupe d'operateurs G, on dit que H est un S-foncteur en espaces homogenes

sous G pour la topologie 1, 81 le morphisme canonique GXSH HXSH (defini par
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pour g E G(T), hE H(T» est un epimorphisme de faisceaux pour

la topo1ogie 'Jr.

Si G est un S-groupe et si H est un S-preschema a groupe d'operateurs

G, dire que H est un S-preschema en espaces homogenes sous G pour la topo1ogie

revient done a dire que Ie morphisme canonique GXSH HXSH defini comme

precedemment est couvrant pour 1a topo1ogie (IV 4.4.3).

De m@me, dire qu'un S-preschema H a groupe d'operateurs un S-groupe

G est un fibre principal homogene sous G pour la topo1ogie (IV 5.1.5) revient

a dire (IV 5.6 (ii» que Ie morphisme canonique GXSH HXSH est un isomor-

phisme et que Ie morphisme structural H S est couvrant pour 1a topo1ogie

10.16. Dans 1a situation rappe1ee au debut de (10.0), soient j E I, G
j

presentation finie, i1 faut et

de presentation finie a

homogene sous G) pour

S-preschema en espaces

H. un S.-preschema
J - J-

H = H.X
S

S soit un
J j

un fibre principalhomogenes sous G = G.Xs S (resp.
J j

1a topologie fidelement plate loca1ement de

S.-groupe de presentation finie,
J

groupe d'operateurs G.. Pour que
J

il suffit qu'i1 existe un indice i E I, i

Si-preschema en espaces homogenes sous Gi

homogene sous G
i).

j, tel que H. = H.XS S. soit un
J. J j J.

G.X
S

S. (resp. un fibre principal
J j J.

Compte tenu de (10.14) et de (EGA IV 8.8.2, 8.8.3 et 8.10.5),

l'enonce resu1te de 1a propriete concernant 1es morphismes couvrants pour la

topo1ogie fppf rappelee en (10.0).
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11. Preschemas en groupes affines.

11.0. Notations: soient S un preschema, X un S-preschema, f

morphisme structural; on pose = f*(erx).

X S Ie

Lemme 11.1. Soient X et Y deux S-preschemas quasi-compacts et quasi-separes

S, f:X S g:Y S 1es morphismes structuraux. A10rs l'homomor-

phisme canonique

cp : e.oos (')' G-(y) a.(XXsY)
S

est un isomorphisme dans chacun des cas suivants :

a) f g sont affines

b) f ou g est plat et affine

c) g est plat et f*(O'x) est un (J S-Modu1e plat.

Dans Ie cas b), on peut supposer que c'est g qui est plat et affine.

Posons S' = = YXSS', g' = gXSS' et notons v Ie morphisme S' S.

A10rs Y est quasi-compact et quasi-separe sur S, et, ou bien S' est plat sur

S (cas c) d'apres (EGA III (1.4.15.5», ou bien g est affine (cas a) et b».

A10rs (EGA III 1.4.15 et IV 1.2.7 ou II 1.5.2), on a :

D'apres (EGA II 1.2.7), f se factorise a travers v au moyen d'un

morphisme p : G Sf, et on a : XXSY = XXS,Y' et = . Puisque v

et f sont quasi-compacts et quasi-separes, i1 en est de m@me de p (EGA IV

1.2.2 et 1.2.4). Ou bien Y est plat sur S (cas b) et c» et a10rs y' est

plat sur Sf, ou bien X est affine sur S (cas a», et a10rs p est un isomor-
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phisme. Dans Ie premier cas, on peut de nouveau appliquer (EGA III 1.4.15 et

IV 1.2.7), et dans les deux cas, on trouve :

p'*(e'xx y) = = =C7y ' , ou p' = pXs,y'·
S

D'ou : o..(XXsY) = y) = = v*(o..<Y}@e-es,)
s s

Q(y}@c;: Q(X) d' apre s (EGA II 1. 4. 7).
S

Corollaire 11.2. On definit un foncteur X Spec (L(X) de la sous-categorie

pleine des Sch/S des X-preschemas plats quasi-compacts et quasi-separes sur S

tel que (L(X) soit plat, dans celIe des S-preschemas plats et

affines sur S. Ce foncteur commute aux produits finis, donc trans forme S-groupes

en S-groupes.

Definition 11.3. Etant donne un S-groupe G plat, quasi-compact et quasi-separe

S, tel que Cl(G) soit plat sur ers , nous noterons Gaf ' et nous appellerons

enveloppe affine de G Ie S-groupe Ga f Spec

11.4. Etant donnes deux &'S-Modules b et quas Ivcoherencs , notons

Ie S-foncteur des morphismes de S-foncteurs de dans V(S),

et (V V(C» Ie sous-S-foncteurs de forme des
S

Ys-homomorphismes dees-foncteurs en modules (cf. I). Alors

Hom6" (v(3<), V(C» (T) es t en correspondance bi univoque canonique avec
S

Home's_MOd. (C®&Se-T, S1 ® &'SoT', i.e. Hom
Qs

('11(1), V(t»!::::Hom
Qs

(\'W(t), lJJ(:f».

Soit X un S-preschema. Alors l'ensemble des morphismes de S-foncteurs

de X dans W(t» est en correspondance biunivoque avec

V(t», done 1 'ensemble des morphismes de S-foncteurs de X dans
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W est en correspondance biunivoque avec un sous-ensemb1e de
S

(EGA II 1.7.13).

Proposition 11.5. x S-preschema quasi-compact 9uasi-separe sur S,

df : X ---;.. S Ie morphisme structural, E. et Y deux C1's-Modu1es quasi-coherents.

On suppose verifiee l'une des deux conditions suivantes :

a) f

b) G<est plat sur e'S'

Alors :

i) l'homomorphisme canonique

isomorphisme (ou5(§) designe l'Algebre

Horne- (V(ll), W(e,»
S d

dans

ii) l'ensemble des rnorphismes de S-foncteurs de X dans

Homers W(t» est en correspondance biunivoque avec Hom&"s_MOd. (e,

Pour montrer i), d'apres (11.1 a) et b», il suffit de montrer que

si 'c:Y est plat sur <r
S
' alors 'lid·) est plat sur S. D'apres (EGA III 1.4.15.5)

il suffit de voir que si 1 est plat sur (Js ' il en est de de S &, ce qui

est un corollaire d'un resultat dQ a Daniel LAZARD, suivant lequel tout module

plat sur un anneau est une limite inductive filtrante de modules libres de

type fini.

Montrons maintenant ii). Soit a un morphisme de S-foncteur de X dans

il lui correspond un homomorphisme P de ers-Modules de e
C1-(X) 0& 5 (@) tel que si pest une S-section de X,

S
l'homomorphisme (o...(T) 0 id 0 p : E s0es = corresponde a

a(T). Mais puisque E Hom&s v(e» (S), o, (T)0ids.1 se factorise a

travers l'homomorphisme eanonique injeetif j. . On a done, pour
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chaque S-section de X un diagramme commutatif

ce qui montre que p se factorise a travers l'homomorphisme canonique injectif

s done p
S S /..

de frS-Modules de t, dans
S

soit p E

; il lui correspond

peut @tre comme un homomorphisme

,,(

HomlrS_MOd. (E-, C Hom"'s_MOd.

un morphisme a de X dans

Pour tout T et toute T-section de XXST , correspond a

Q{"1) ,2' id <J: /. 3 ff ' homomorphisme de E @ (J' ffT dans j @ /00 ",T
,oJ" T S "s

done 0.(11) E Romtt: (wd·) , VCt)HT), ce qu.i montre que a. est un morphisme de
S J!

X dans Horner (YCU, VCi'), ce qui prouve ii).
S

11.6. Soient Gun S-groupe plat quasi-compact et sur S,tel que

soit un ffS-Module plat et E un cYS-Module et plat.

Notons qu'un morphisme de S-foncteurade G dans (W(t» = (V(t),
S V s

une de G sur £, si et seulement si Ie morphisme correspon-

dant 9: GXsv(e) les deux conditions suivantes :

1°) si : GXSG G Ie morphisme structural, Ie diagramme

GXsGXsV(t)

1
GXsV(f,)

est commutatif.
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2 0
) si f,: S G est la section unite de G. Le diagranune

£, X id

est conunutatif.

Il revient alors au de dire que Le morphisme p : e 4l'Q;.(G)8e- e
S

deduit de a verifie les deux axiomes suivants

Ie diagramme

ida.0 p

p

est commutatif.

(eM 2) Si Tl : est I'homomorphisme Q..( .). Le diagralllllle

TI''i!Pido

est commutatif.

II revient au de dire que Ie morphisme eaf : GafXSV(C)

correspondant A p definit une operation de Gaf sur (comparer I 4.2),
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Par consequent, il y a correspondance biunivoque entre operations

de G sur S et operations de Ga f sur .

Lemme 11.7. Soient G S-groupe quasi-compact et quasi-separe sur S,plat et

tel que a(G) soit un tr's-Module plat a, £ un IT'S-Module quasi-coherent. On

suppose soit que G est affine sur S, soit que S est plat sur S. Soit

P : E un homomorphisme definissant une operation de G E.. Soit E., 0

un sous-6'S-Module quasi-coherent de t. tel que 1 'homomorphisme t 0 -:;,...a..0t

deduit de p se factorise a travers l'homomorphisme canonique (injectif,

au fait que a.- es t pIa t !) a 0 £ .......,..Q0 e., au moyen de l' homomorphisme
o

Po : to .......,..a0e-o· Alors p definit une operation de G 6
0
( qu ' on appellera

operation induite sur e, par p , et on dira que t est stable _sous o),
-- 0 0--

Ce1a resulte immediatement des definitions et de (11.6). On remar-

quera cependant qu,en general l'application ) n'est
o

pas injective.

Lemme 11.8. Soient G un S-groupe quasi-separe et quasi-compact sur S tel que

a(G) soit un 8'S-Module l.Lbre d de base (CPi) , f.. un &s-Modu1e quasi-coherent. On

suppose soit que G est affine sur S, soit que G et £ sont plats sur S. Soit

p : e.......,..(2., 0 eun homomorphisme dlHinissant une operation de G E- , et soi t

x E Posons p(x) = cpo 0 x. , ou les x. E r (S,C) sont bien determines

par cette relation). Alors Ie sous-modu1e &de e engendre par les x. est stable

sous p, quasi-coherent et de type fini sur &S' et x E r (S,Y).

II est clair que est quasi-coherent et de type /pini. L'axiome (CM 1)

montre que (cp.) 0 x. = cp.0p(x.) ; d'autre part, cpo 0 a .. , d'ou
1 J 1J
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p(Q!) c j , done

d= L: n(cp.) x , E l<s,.J<).
i 1. 1.

, ou a j i E r (S,CL), ce qui montre que

p . Enfin l'axiome (CM 2) montre que x

L: cpo a .. xi = L: cpo p (x.), d'ou, puisque les cpo forment une base de a-,
J 1.J 1. 1. 1.

p(x.) =L: x ,
1. J 1.

$ est stable sous

Proposition 11.9. Soit G S-groupe quasi-compact quasi-separe sur S tel que

Q.,=(l.,(G) devienne localement libre apres extension fidelement plate quasi-

compacte de la base S (ce qui est Ie cas par exemple lorsque G est un groupe

reductif, comme nous Ie verrons dans XXV), et soit quasi-coherent.

On suppose soit que G est affine sur S, et soit G t sont plats sur S. Soit

p : e. to- un homomorphisme definissant une operation de G sur e . Alors,

pour tout de S il existe un plus petit sous-eg-
IV

Module quasi-coherent 1 de con tenant qui soit stable sous p. Sa formation

commute a toute extension de la base S' S. Lorsque c) est de type fini,
I'Y

11 en est de de 1'.

On se ramene aisemeat par descente fidelement plate au cas ou 6lest

un&S-Module libre, auquel cas la proposition est consequence du lemme 11.8.

Corollaire 11.10. Soient S un schema quasi-compact et quasi-separe, G un S-groupe

quasi-separe et quasi-compact sur S, tel devienne localement libre

apres extension fidelement plate quasi-compacte de la base S, et soit e

quasi-coherent. On suppose soit que G est affine sur S, soit que

G et t sont plats sur S. On se donne une operation de G t . Alors e
limite inductive d'une famille filtrante croissante de quasi-

coherents de type fini de e stables sous G.

C'est une consequence immediate de (11.9) car est limite inductive

de ses sous-Modules quasi coherents de type fini (EGA I 9.4.9, IV 1.7.7).
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Remarque 11.10.1. J.P. Serre a remarque que dans 11.9 (donc aussi dans 11.10)

i1 suffisait de supposer que pour toute ouvert affine U de S, i1 existe un

morphisme fidelement plat U' U, avec U' affine d'anneau A', tel que

£®UU1 soit defini par un A'-modu1e projectif (pas necessairement 1ibre). De

plus, lorsque S est loca1ement noetherien regu1ier et de dimension 1, cette

hypothese peut @tre remp1acee par 1a seu1e hypothese que G soit plat sur S

(ce qui imp1ique que CL(G) est plat) voir a ce sujet J.P. Serre, Groupes

de Grothendieck des schemas en groupes reductifs dep1oyes, Pub. Math. nO 39,

p. 37-52.

Proposition 11.11. Soit G un groupe a1gebrique sur Ie corps k. Les conditions

suivantes sont equiva1entes :

(i) G est affine.

(ii) G est quasi-affine.

(iii) On peut faire operer G fidelement sur un k-schema quasi-affine.

(iv) On peut faire operer G fidelement sur un vectorie1 sur k

necessairement de dimension finie) .

(v) G est isomorphe a un sous-groupe ferme d'un groupe G1(n)k'

Demonstration. On a (i) (ii) trivia1ement, et (ii)::=> (iii),

car G opere fide1ement sur 1ui-m@me par translations a gauche. On a

(iii) (iv), car si G opere sur X quasi-compact et quasi-separe sur k, i1

opere aussi sur Ie vectorie1 r(X,Qx), grace au fait que 1a formation de

(f : X Spec k Ie morphisme structural) commute a tout changement

de base S Spec k (EGA IV 1.7.12) ; donc i1 opere sur l'enve1oppe affine
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x' = Spec(r(x,Qx»' et Ie morphisme canonique X X' est evidemment com­

patible avec l'action de G ; ceci dit, si X est quasi­affine i.e. X X'

est une immersion ouverte, et si G opere fidelement sur X, il opere fidelement

sur X', ou ce qui revient au mame, sur Ie vectoriel V = r(X,Qx), ce qui

prouve l'implication (iii)

Supposons main tenant (iv), i.e. que G opere fidelement sur Ie vectoriel

V. Alors, en vertu de 11.10, Vest limite inductive de sous­espaces vectoriels

Vi de dimension finie, stables sous l'action de G. Si Ki est Ie noyau de

l'action induite de G sur Vi ' i.e. de G AutV.
l

sous­schema ferme de G, et l'hypothese que G opere

, alors K. est un
l

fidelement s'exprime

aussitOt par Ie fait que l'intersection des K. est Ie sous­groupe unite de G.
l

Comme G est noetherien, il s'ensuit que l'un des K
i
est deja reduit au groupe

unite, donc que G AutV. est un monomorphisme. C'est donc une immersion
l

fermee en vertu de (1.4.2), ce qui prouve que (v). Comme (v) (i)

trivialement, cela prouve 11.11.

Remarque 11.11.1. M. Raynaud nous signale qu'on peut generaliser 11.11 au cas

d'un schema en groupes quasi­compact et quasi­separe G sur un schema S loca­

lement noetherien regulier de dimension S 1, en supposant de plus G plat sur

S. On a alors equivalence des conditions suivantes :

(i) G est affine sur S.

(ii) G est quasi­affine sur S.

(iii) On peut faire operer G fidelement sur un S­schema quasi­affine.

(iv) On peut faire operer G fidelement sur un Module quasi­coherent

plat sur S.

(v) (Si G est de type fini sur S et S noetherien), G est isomorphe
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a un sous-groupe ferme d'un Autv ' ou Vest un Module 10ca1ement libre de

type fini sur S.

Lemme 11.12. Soient k un corps, G k-groupe quasi-compact. Posons A =(l(G).

Etant donne x E A, il existe une sous-k-a1gebre de type fini V A tel que

x E V, que Mv) c V I8l
kV

et u(V) C V, ou u designe 1 'involution de A correspon-

dant a la symetrie de G.

D'apres (11.3), on peut remplacer G par Gaf, donc on peut supposer

G affine.

Soit une base de A. Alors = I8l a. et = ..
1 1 1 1 J J1

l'axiome (HAl) de (I 4.2) montre que I8l = d'ou
1 1 1 1

= b .. I8l a .. Soit alors Via sous-k-a1gebre de A engendreepar les b ..
1 1]] 1]

et les u(b .. ). II est clair que Vest une k-a1gebre de type fini. L'axiome
1]

(HAl) montre aussi que I8l b .. = I8l 6 (b .. ), et on en deduit que
] J 1 J J 1

6(b .. ) = b. kl8lbk. et que 6 (u(b .. » = u(bk.) I8l u (b.
k).

Puisque 6 est un
1J 1] 1J J 1

homomorphisme d'algebres, on en deduit que 6(V) c V I8l kV et u(V) c V. Enfin

l'axiome (HA2) de (I 4.2) montre que a. = n(a.) b .. et que x = n ,
1 J 1] 1 1

si bien que x E V.

Proposition 11.13. Soient k un corps et G un k-groupe affine d'a1gebre A. Alors

G est limite projective d'un systeme fi1trant croissant de k-groupes affines

de type fini, dont les morphismes de transition sont fide1ement plats.

Comme 1 'ensemble des sous-k-algebres de type fini de A stables par 6

et u est stable par engendrement, A est limite inductive d'une famille fiJtrante

croissante (Bi)iEI de sous-k-algebres de type fini stables par 6 et u. Alors,
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chaque a1gebre Bi, munie de l'homomorphisme Bi deduit de et de 1a

restriction de u a B. est munie d'une structure d'hypera1gebre associative1.

augmentee involutive, donc (1 4.2) est la k-algebre d'un k-groupe affine

G1." de type fini sur k. Enfin, puisque A = lim V. , G = lim G. (EGA IV 8.2.3).
--7 1. 1.

Les morphismes de transition sont fide1ement plats d'apres Ie lemme suivant :

Lemme 11.14. Soient k un corps, G H deux k-groupes affines de type fini,

u : G H un morphisme de k-groupes, et UO : B A 1 1homomorphisme de

k-algebres correspondant. Pour que u soit fidelement plat, i1 faut et il suffit

que Uo soit injectif.

La condition est evidemment necessaire (EGA IV 2.2.3 et 0IV 6.6.1).

Montrons qu'e11e est suffisante. Posons K = Ker u. A10rs G/K est un k-groupe
p v

est fidelement plat (VIA 3.2) et OU vest un monomorphisme de k-groupes de

type fini, donc une immersion fermee (1.4.2). Puisque H est un schema affine,

et que vest une immersion fermee, G/K est un schema affine (EGA I 4.2.3),

et, si on note C l'algebre de G/K, l'homomorphisme Vo : B C est surjectif

(loc. cit.). Or, puisque UO est injectif, et que UO = po 0 yO, VO est aussi

injectif : c'est un isomorphisme, donc vest un isomorphisme, et, puisque

pest fidelement plat, il en est de m@me de u.

Definition 11.15. Etant donne un corps k, k-espace vectoriel V, k-groupe

G operant sur V, et un vecteur v E V, on dit que vest semi-invariant

G si Ie sous-espace vectorie1 kv est stable sous G.
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Notons A l'algebre de G, et p : V A@kV l'application lineaire

qui definit l'operation de G sur V. Dire que vest semi-invariant sous G

revient a dire qu'il existe A E A tel que, pour tout w E kv, Lorsque

v # 0, l'element A E A est bien determine par cette relation, on l'appellera

poids de l'element semi-invariant v. Dire que vest semi-invariant d'invariant

A revient a dire que = A(g) v pour tout g E G(k), OU A : G G k
-m,

est Ie morphisme definit par A. On voit done que A est un caractere de G,

appele caractere associe a l'element semi-invariant v.

Theoreme 11.16. (Chevalley). Soient k un corps, G un k-groupe algebrique

affine, H un sous-preschema en groupes ferme de G. Alors il existe un

nombre fini d'elements a. lineairement independants de l'algebre A de G,
1

tels que H soit Ie plus grand sous-preschema en groupes ferme de G sous

lequel les a. soient semi-invariants ; on peut de plus supposer que tous
1

les a. ont po ids sous H.
1

Rappelons que, puisque G est affine, il en est de de H

(I 4.2.3). Soit A (resp. B) l'algebre de G (resp. H) ; d'apres EGA I 4.2.3,

il existe un ideal I de A tel que B soit isomorphe a All. Puisque G opere

sur par translations a gauche, il opere aussi sur A, cette operation

se traduisant par 1 'application diagonale 8 : A A@kA (I 4.2 et 4.7.2).

Puisque G est de type fini sur k, A est de type fini sur k, done I admet

un systeme fini de generateurs (gl, ... ,gr)' II resulte de (11.9) qu'il

existe un sous-espace vectoriel V de dimension finie de A stable sous G,

et contenant chacun des g .. Posons alors W = V n I, c'est un espace vectoriel
1

sur k de dimension finie, dont nous noterons d la dimension. Puisque V
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contient tous les g., W engendre l'ideal I. Notons p : A All = B
1.

l'application canonique, et q p

de H sur A est determinee par q 0

idA = (AIr) Alors l'action

: A B Puisque H est un sous-

preschema en groupes de G, 1 'application diagonale

All (All) = «All) se deduit de q 0 par passage

au quotient, ce qui montre que (q 0 c (A/I) autrement dit, I est

stable sous H. Puisque Vest stable sous G, done sous H, on voit que West

stable sous H.

Posons E = 1\dv, soit (wI" .. ,wd) une base de W sur k, et soit

(eo, ... ,en) une base de E sur k contenant eo = wI 1\ ••• 1\ wd. L'operation

d
de G sur v determine canoniquement une operation de G sur 1\ V, qui definit une

application lineaire

Puisque West stable

i 0
p : E Posons p(ei) = a

j
e
j
, et a i = a i

sous H, si on pose a = (p idE) 0 P : E (All)

il est clair que a(e ) est proportionnel a e , autrement dit, pour
o 0

1 i < n, on a a. E I. L'axiome (eMl) de (I 4.7.2) applique a
1.

p(e) a. montre que e.
o 1. 1. 1. 1.

d'Oll on deduit que = a
o

a. +
1. '>1J-

a. E I, on voit que q 0 = pea )
J 1. 0

i= a. p(e.) = a. a. e. ,
1. 1. 1. J J

a. ; done, puisque pour j 1,
J 1.

ai' si bien que pour 1 i n, a i

est semi-invariant sous H de poids pea ), independant de i. Extrayons du
o

systeme (al, ... ,an), un systeme maximal de vecteurs lineairement independants,

dont on peut supposer qu'il se note (al, .. ,am). Alors les ai' i = l, .. ,m

sont lineairement independants, semi-invariants sous H, et de m@me poids.

Re ciproquemen t , soit H' un sous-preschema en groupes ferme de G

sous lequel chacun des a
i (1 i m) est semi-invariant. Montrons que

HI H. I1 existe de m@me un ideal I' de A tel que l'algebre B' de H' soit



408

isomorphe a A/I' ; notons p' : A A/I' l'app1ication canonique, et

q' p' ® idA' Par hypothese, pour 1 i m, il existe Ai E B' tel que

q' 0 b(a.) = Lp'(a.) ® = A. ® a .. Or l'axiome (CM2) de (I 4.7.2) montre
1. J 1. 1. 1.

que e. = L e. , done que 6 .. (symbo1e de Kronecker) l'egalite
1. J J J 1.J

L p'(a.) ® A. ® s'ecrit done p'(a.) = 0 pour 1 i < m, car
J J J 1. 1.

= = 0 pour 1 < i < m ; par consequent, on a a. E I' pour
1. 1. = = 1.

1 i m, si bien que a i E I' pour 1 i n. Done, si on pose

o ' (p' ®

que q' 0 {j,

idE) 0 6, cr'(e
o)

= L p'(a.) ® e. est proportionnel a e , de sorte
1. 1. 0

(W) C A/I' ®kW, autrement dit que West stable sous H', Puisque

W engendre l'ideal I, I est stable sous H', done q' 0 {j,(I) C (A/I') ®kI,

et q' 0 {j, definit par passage au quotient une application 1ineaire

H'XkH du morphisme de multiplication de G se factorise a travers H, ce

qui imp1ique que H' est un sous-preschema en groupes de H, cqfd.

Theoreme 11.17. (Cheva11ey). Soient k un corps, G un k-groupe affine

necessairement a1gebrique), et H un sous-preschema en groupes ferme de G

invariant dans G; a10rs Ie faisceau quotient (pour 1a topo1ogie fpqc) G/H

est representable par un k-groupe affine.

Premier cas: Supposons d'abord G a1gebrique. D'apres (VIA 3.2), Ie conoyau

K de l'injection H G existe, Ie morphisme canonique p : G K est

couvrant pour la topo1ogie fpqc, et K represente Ie faisceau quotient G/H

pour la topo1ogie fpqc ; i1 s'agit done de montrer que K est affine. Supposons

d'abord k a1gebriquement c1os, G reduit et connexe et H reduit. D'apres

(BIBLE 4, du tho 1), i1 existe une representation lineaire de dimension

finie p : G GL(V) telle que (Ker p) d = H. Par 11.11, G/Ker p est affinere
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done (G/H)/(Ker p/H) est affine, done aussi G/H, Ie groupe Ker p/H etant fini.

Si k est algebriquement elos, et G et H reduits, a10rs

(G/H)/(Go/H n GO) est fini, eomme quotient de GIGo, et GO/H n GO est affine,

done G/H est affine.

Dans Ie eas OU k est a1gebriquement e10s, et G et H quelconques,

(GXkH) d est isomorphe a (G d)Xk(H d)' donc (G d)/(H d) est isomorphere re re re re

a (G/H) d' Puisque (G d)/H d) est affine, il en est de de G/Hre re re

(EGA I 5.1.10), ear, puisque G/H est de type fini sur k, son ni1radica1

est nilpotent.

Dans Ie cas ou k est quelconque, I H®kk est isomorphe a

(G/H) ®kk (9.2 v», donc puisque Ie premier est affine, i1 en est de

du second, done G/H est affine

Deuxieme eas: Cas general. D'apres (11.13), l'algebre A de G est limite

inductive d'une famille filtrante eroissante (Ai)iEI de sous-algebres de

type fini de A stables par l'app1ication diagonale et 1 'involution. D'apres

(EGA I 4.2.3), H est affine, et si on note B l'algebre de H, l'homomorphisme

A B deduit de l'injection H G est surjectif. Posons I = Ker (A B),

I. = InA. et B. = A./I. ; puisque 1a structure d'hypera1gebre associative
L L

augmentee invo1utive de A passe au quotient a travers I, on verifie aisement

que celIe de A. passe au quotient a travers I., si bien que B. est l'a1gebre
1 1

d'un k-groupe affine de type fini Hi ; il est clair que B = lim B.. D'apres
... ---+

(EGA I 4.2.3), H. est isomorphe a un sous-preschema en groupes ferme de G..
L

D'apres (6.7) Ie fait que H soit invariant dans G s'exprime en disant qu'un
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certain morphisme HXkG G se factorise a travers 1 'injection H G,

autrement dit que l'homomorphisme correspondant A B @kA se factorise a

travers l'homomorphisme canonique A B ; on aisement que l'homo-

morphisme A. B. @kA. defini de maniere analogue se factorise a travers

A. B., donc que H. est invariant dans G.. D'apres ce qui a vu
1

demment, G. etant de type fini sur k, G./ H. est representable par un
1

k-groupe affine K
i,

dont nous noterons C
i
l'algebre. Posons alors C= Ci'

et soit K = lim K. Ie k-preschema affine d'algebre K (EGA IV 8.2.3).

Montrons que K represente G/K ; pour cela, il suffit de verifier

que HXkG :;;GXkG, et que Le morphisme G K est couvrant pour la topologie

fpqc. (IV 4.4.3). Or pour chaque i, ou H.XkG. G., donc il en est
1, 1 1 i 1

de du morphisme obtenu en passant a la limite projective ; enfin chacun

des morphismes G. K. est fidelement plat (9.2 (xi», autrement dit C.
1 1 1

est fide1ement plat sur A. ; puisque A = lim A et C = lim C., on en deduit
i

que C est fidelement plat sur A, si bien que G K est un morphisme fide-

lement plat. Puisque ce morphisme est affine, il est quasi-compact, donc

couvrant pour la topologie fpqc, cqfd.



ETUDE INFINITESIMALE DES SelID-fAS EN GROUPES

par P. G!BRIEL

Dans l'expose II nous nous etions limites a l'etude des invariants

differentials du premier ordre et nous n' avions pas aborde certains phenomenes

sPeciaux a la caracteristique p > 0 ou a la caracteristique O. Notre objet

dans la partie A de cet expose est de combler catta lacuna. D'ailleurs,

l'etude infinitesimale d 'ordre quelconque d 'un schema. en groupas est reUee

a celIe du groupe formel a.ssociej l'objet de la deuxieme partie de cet expose

est d.e presenter les premieres definitions et proprietes concernant les

groupes formels.

*A) Operateurs differentiels et p-Alg§bres de Lie

1. Operateurs differentiels

Dans les paragraphes 1, 2 et 3 qUi suivent, S designe un pre schema

et les produits consideres sont des produits cartesiens dans la categorie des

S-prescMmas. Si X est un S-preschema, nous notons PJVS' PX ou simple-

ment p Ie morphisme structural de X dans S.

1.1. Soit u: Y-+ X un morphisme de S-preschemas et munissons 1 I image

directe u*( Qy ) du faisceau structural de Y de La structure de .9x-Module

induite par u. La faisceau 3e =deom (2:x:, u (Qy)) des homomorphismes
*

(*) La partie A du present expose n'avait pas ete traitee serieusement dans les
exposes oraux,
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de de .2.X dans u*(QX) est done muni naturellement d 'une

structure de QX-bi-Module : si U est un ouvert de X, f et d des sec-

tions de Q.x de sur U, f d et d f sont respectivement les morphismes

x I---) f d(x) at x d(f x) de QX dans u*(Q.y) • Nous ecrirons desormais

(ad f)d au lieu de fd - df •

Une 8-deviation d 'ordrll n est par definition un couple D = (u,d)

forme d 'un morphisme de 8-prescMmas u: Y X et d 'un morphisme de

p-
1<.2s) -Modules d: tel que

(ad f )(ad f
1
) ••• (ad f ) d =°o n

U de X et toutes les suites de n + 1 sections

sur U. 8i les egalites (*) sont verifiees, nous dirons

pour tout ouvert

f , ••• f de Ox
o n -
aussi que d est une 8-deviation de u d 'ordre '" n. En particulier, una

8-deviation d 'ordre ° est un morphisme de QX-Modules de QX dans u*(Qy)'

Un morphisme de p-1 d de Q
X

dans u*(Qy) est una

8-deviation de u si, pour tout point y de y, il existe un voisinage

ouvert U de u(y) dans X et un voisinage ouvert V de y dans Y

verifiant les conditions suivantes: a) u(V) C. U; b) si v: V U est

Ie morphisme induit par u, il y a un entier n tel que le morphisme

.2u -T v*(Q7) induit par d soit une 8-deviation d 'ordre $. n • 8i d est

une 8-deviation de u, nous disons aussi que le couple :D = (u,d) est une

S-deviation et il nous arrivera d 'ecrire y D >X ou y X •
u

Lorsque d est l'homomorphisme d 'Algebres qui definit u, nous ecrirons

aussi u au lieu de D.

1.2. Oonsdderons maintenant deux 8-deviations n:(u, d) et E=(v .e )

z E D

Lorsque U parcour't les ouverts de X, les applications ocmposees
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r ( -1 -1 ) e (u-1U)
v u U'.2z

definissent une S-deviation de uv que nous noterons de

d(U)

lorsque d est

d 'ordre m et e d 'ordre n , de est d 'ordre m+n • Nous ecrirons aussi

DoE = (uv,de) et nous dirons que DoE ClU DE est la S-deviation composee.

Lorsque d est 1 'homomorphisme d 'Algebres definissant u(D = u avec la

eonvantaon ci-dessus), on dit aussi que DE est l'image de E par u.

L'application (D,E) DoE que nous venons de definir noua per-

mettra desormais de parler de la categorie des S-deviations qui a pour nbjets

les 8-prescMmas, pour morphismes les S-deviations.

1.2.1. Supposonsparexemple Y egala. Iz=spec.2z[Tl/(T2) et vegal

a la section definie par l'homomorphisme d'Algebres de .2z [T] /(T2) dans .2z

qui s'annule sur la classe t de T modulo T2. On peut prendre alors pour

e Le morphisme de QZ-Modules qui s'annule sur la section unite de .2z (TJ /(T2)

et qui envoie t sur la section unite de 8i I 'on pose D = u et

w = uv ,de est alors simplement une S-d6ri.vation de QX dans ;

pour tout 8-morphi3lD.e w: Z -+ X on obtient ainsi una correspondance

biunivogue entre les 8-derivations de Q
X

et les 8-deviations

de w de la forme uoE, ou u parcourt les morphismes de I Z dans X

prolongeant w.

1.2.2. 8i d est une S-deviation de u, d est evidemment une S'-deviation

de u pour tout morphisme s: 8 S 1 • DI autre part, soient t T --? S

un morphisme de but S, : Y
T

Le morphisme deduit de u par chan-

gement de base et t y ' t x Lea projections canoniques de YT' -XT dans Y,X.

11 existe alors une T-deviation de et une seule que nous noterons

ou d x T et qui verifie 1 1egal i t e = dty • Si l'on pose D = (u,d) ,

on ecrira aussi DT = et nous dirons que d
T

et DT sont deduits de

d D uar changemAnt de base.
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Soient par exemple u: Y X et v: Z T deux S-morphismes,

d at e des 8-deviations de u et v. Nous noterona dxe (produit de

d at e) la 8-deviation de uxv egale a <!.r0ey = eXodZ • 8i l'on poae

D = (u,d) et E = (v,d) , noua ecrirona auasi DxE = (uxv, dxe) •

1.3. SUppOBOns maintenant Y egal as; alors u: 8 X est une sec-

tion de p: X -> S , c 'est-a.-dire una immersion; on peut alora donner dea

S-deviations de u l'interpretation que voioi : soient I Ie noyau de 1 'homo-
u

morphisme de u-1 C,£x) dans qui definit u, d un morphisme de

p-1 de .QX dans et d': u-1(.QX) --+.2s le morphisme

associe canoniquement ad. d S-deviation de U d'ordre n

s1 at seulement si d' s 'annule sur In+1 •
u

Cette interpretation peub etre generalisee comme suit: soient

u : Y-+ X un S-morphisme quelconque et ru 1e graphe de u, c 'est-a-dire

Le morphisne Y YxX de composantes Id Y et u. Pour toute S-deviation

d de u d 'ordre n , on obtient par composition

Y diag. .,. YxY

una Y-deviation de r u d 'ordre n que nous noterons r d (1e graphe de

d). On obtient ainsi una bijection rd de l'ensemble des S-deviations

M. u d 'crdre n sur 1 'ensemble des Y-deviations de r u d' ordre n •

La bijection reciproque assode a una Y-deviation Y ; u ) YxX 1a

S-deviation composee

Y e
ru YxX

Appelons J Ie noyau de 1 'homomorphisme d 'Algebres
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qui definit r u • Tenant compte de ce qui precede, on voit alors que les

5-deviations de u d 'ordre n correspondent canoniquement awe morphismes

de Q.y-Modules de (ru)-1 (Qyxx) dans Q.y qui s'annulent sur In+1

1.4. Soit X un S-prescMma. On appalle S-operateur differentiel

(resp. S-oplhateur differentiel d 'ordre n) sur X toute S-deviation

(resp. toute S-deviation d 'ordre n ) du morphisme identique de X.

D' apre s 1.1 , un S-operateur differentiel d 'ordre n est done un endo-

morphisme de p-1(Qs)-Module de Q.x qui verifie les egalites (*) de 1.1.

Nous designerons par le r (.2s)-module forme des

S-operateurs differentiels d 'ordre n 1 par Difx/s celui forme de tous les

S-operateurs differentiels. Comme nous l'avons vu en 1.2, on peut composer

les S-deviations de Id X , ce qui munit Difx/S d 'une structure de

r (.2s)-algebre ; nous dirons que c 'est l'algebre des operateurs differentiels

de Xis. De merne, nous noterons DifX;S le fai'sceau U I----? DifXxU/U ' ou U

parcourt les ouverts de S.

1.4. 1. Comme nous l'avons vu en 1.3, on peut interpreter les operateurs

differentiels de Xis au moyen du graphs du morphisme identique de X, c 'est-

a-dire du morphisme diagonal .l:l = D.. xis de X dans XxX. Traduisons dans

Ie contexte actuelles enonces de 1.3

Munissons Q.XXX de la structure de (Qx)-Algebre derinie par

pr1 ' de sorte que 6-1(Q.xxX) est mum d 'une structure d 'Algebre sur

A-1 -1{1'I)Q.x = u pr1 &X • Soient Ix/S Le noyau de I'homomorphisme

6. a A-1 rA )xis : u &x.xX QX

, A m A -1 rO )/Im+1definissant u et Pxis La QX-Algebre L-\ xis Si Vest un
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ouverl affine de S et U un ouvert affine de X au-dessus de V, l'ensemble

des sections de PX;s sur U est done egal a A®kA / Im+1 , OU l'on a pose

k = r (V,.2s) , A = r (u,.Qx) et OU I est l'ideal engendre par les elements

a@)1 - 1@a , a eA. Ceci stant, .Q!l..!!:. d' apre s 1.3 un iscmorphisme

canonigue

Dim-xis

qu 'on peut definir comme suit: si d appartient a. et si c est

une section de sur U de la forme a0h + Im+1 , on a jX(d) (c) = a.d(b).

1.4.2. Soient d un operateur differentiel at u una section de X sur S.

Nous appelons valeur de d !ill. u la oS-deviation composee

s u d
Id X

D' aprea 1.3 at 1. 4. 1, si d est un operateur dirferentiel d I ordre n ,

du et d sont associes canoniquement a. des morphianes

d ' '. u- 1fO,v)/Im+
u

1 --40"'- 0 t d" pm 0 II t I' ,'-l::.JI. ,.. -S e : xis --+ -X • es c arr qu on

peut construire d ! a partir de d" de Ia maniere suivante :

Ie carre

uxX

s u

eat cartesien, oe qui permet d'identifier X a. SxiXxX) ,

*( m) -1 / m+1 *( )donc u Fxls a u (.Qx) I u • On identifie ainsi u d"

-1 t r, )/ m+1 .u &X Iu qui n 'est autre que d ! •

a. un morphisme
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1.5. Posons comme d'habitude IS =Spec [TJ /(T
2)

• Soient

a : S IS Ia section zero (II 2.1) et a: Ia deviation eanonique

de s que nous avona definie en 1.2.1 Ie. deviation () est done Ilho-

momorphisne de .2s-Modules qui s 'annule sur la section unite de .2s [T] / (T2)

et qui la classe t de T modulo T
2

sur In section unite de •

Soit X un S-preachema. A tout IS-autOmorphisme u de

induisant l'identite sur X est associe par composition un operateur dif-

ferentiel D de X:
u

X .:::: SxX

D'aprea II 4.11 , l'application u D est un isOmorphisme de
u

I 'algebra de Lie du foncteur en groupes M X sur 1 'algebre de Lie des

de QX ' L'isOmorphisme reciproque associe a toute

derivation D l'autOmorphisme de lSxX correspondant a. l'e.utOmorphisme

e. + bt e. + (De.+b)t de .2s [T] /(T
2)

•
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2. Operateurs differentiels invariants sur les preschemas en groupes.

2.1. .§Q1i G E.U S-preschema en grOUFeS. Noue designons par f. ou

tG : S G la section unite de G et par U(G) Ie r C2s)-mOdule des

S-deviations de eG (ou S-deviat ions de 1 t origine) (1.1 ). Si d et e

sent deux elements de U(G) ,dxe est une S-deviation de

ex.e.: s:t SxS ---+ GxG. 1'image de dxe par le morphisme multiplication

m : GxG G (1.2) sera appele le produit de d et e et sera note

d. e • 1e r (.9.s)-module u(G) se trouve ainsi muni d 'une structure de

r associative qui a toG pour element unite (1.1 ). Nous dirons

que U(G) est l'algebra infinitesimale de G. Lor squs T parcourt les

preschemas au-dessus de S, 1 'algebre infinitesimale U(GT) du T-groupe

GxT varie evidemment de f'acon contravariante en T, de sorte que nous pour-

rons parler du foncteur algebre infinitesimale. "En particulier, lorsque T

parcourt les Ouverts de S, le fonctaur T U(GT) est un faisceau d 'al-

gebres que nous notcrons Q(G) et que nous appellerons l'Algebre infinite-

simale de G.

1 'algebra U(G) est aussi un foncteur covariant en G: ai,

u : G est un homomorphisme de S-groupes et d une S-deviation de

' ·l'image de d par u est un element U(u)(d):::: ud de U(H). 1'appli-

cation U(u) : U(G) U(H) ainsi definie est evidemment un homomorphisme

de r On definit de meme un homomorphisme Q(u) de Q(G)

dans Q(H).

2.2. Soient maintenant d une S-deviation de 1 'origine de G et dxG

la S-deviation de £,xG : G -::: SxG GxG obtenue a partir de d par

changement de base. 1 'image de dxG par Ie morphisme multiplication

m : GxG --'> G est un operateur differentiel dG de G sur S. De plus,

l' application d f--)o dG est evidemment r <2s)-lineaire et Ie diagramme

"commutatif"
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montre qu'on a (d.e)G = dG.eG : la eommutativite des deux triangles du bas

resulte en effet de la definition de dG et eG ; d 'autre part, La

S-deviation composes de exG, dxGxG et mxG eo'incide avec (d.e)xG son

image par m est done egale a (d.e)G.

On obtient ainsi un homomorphisme, appele translation a droite, de

la r U(G) dans DifG/S' Si DifG/S designe le faisceau

U......., DifGxU/U sur S (1.4 ) , on definit de una "Translation a. droite"
du faisceau .!!(G) dans DifG/S'

2.3. Noue allons maintenant earaeteriser les operateurs differentials de

G sur S de la forme d
G:

soient g: S G una section du morphisme

structural de G et gG la translation a droite de G par g, c 'est-a-

dire Ie morphisme compose

G GxS
Gxg m

Pour tout operateur differentiel D de G sur S, noua notons alors D
g

1 'operateur g;1 DgG (1.2). Nous disons que D est invariant a droitt! si ,

pour tout ehangement de base t: T S et toute section

g : T G>!r , on a (D
T)

g = D
T

•
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Pour tout operateur differentiel D G S, les assertions

suivantes sont eguivalentes :

(i) D est invariant a droite.

(ii) £1 m est le morphisme multiplication de G,.Q!L! Dm = m(DxG) •

(ii) comme La condition (ii) est stable par changement de

base, il suffit de montrer que (ii) entraine l'egalite D
g

= D pour toute

section g: S G • Ced resulte du diagramme commutatif

G
Jli

G><G
h

G( (

D lIdG DxGtId (GxG-) DtIdG
G <!: m GxG-

h
Gt

aU h est Ie morphisme

G "...... G><S Gxg

et moh la translation a droite par g.

(i) ==? (ii) : prenons en effet pour t: T S le morphisme

structural p: G S , POUl" section g: T GXl' Ie morphisme diagonal

!l: G ---7 GxG • La translation a droite de GxG par D. est alora le mor-

phisme de GxG dans G>G qui a pour composantes m et pr
2•

L'egalite
b

(DG) =DG equivaut alors a La commutativite du premier carre du diagramme

suivant
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Considerons par exemple un element d de llalgebre infinitesimale

U(G). Les deux oarres du diagramme

GxG
dxGxG mxG

:>G>!iG1:,.
ml 1m
c dxG

GXS
m ) G

ExG '>

sont alors commutatifs. Comme on a mo (dxG) = d
G et (mxG) 0 (dxGxG) =

dGxG , on a aussi dGom = mo(dGxG) • Pour toute S-deviation d de 1 torigine,

d
G

est done un operateur invariant a droite.

2.4. TMoreme: L'application d est un isomorphisme de 1 'algebre

infinitesimale U(G) sur la sous-algabre Difg/
5

DifG/5 f'ormee des

operateurs differentials invariants a droite.

Soit en effet D un operateur differentiel quelconque de G sur 5

et designons par D sa valeur a 1 'origine. o 'est-a-dire la deviationo
composee S i > G ) G. L'operateur differentiel invariant a

droite D
G est alors obtenu par compositiono

G.:::: 5xG txG m

5i D est invariant a droite, on a Dm =m(DxG) , d 'ou D =Dm(E.xG) =
=m(DXG)(f.>G) =D

G•
'En particulier, 1 'application d dG est surjective.

o

Reciproquement, soit d une de llorigine. On a alors

un carre commutatif

G

Ie
sd

dxG

.(--__

G>G -t:(-----
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d lOU il resulte que d =m(Gx£' )d =m(dXG) = (d1 • A fortiori, 1 'application
o

d d
G

est injective.

Lorsque S varie, le tMoreme 2.4 impliqu.e evidemment que la

Translation a. droite .!!.(G) Dif
G/ S

est un isomorphisme de .2s-Algebres
G GU

de U(G) sur la sous-Algebre DifG/s: U Dif
Gd U

•

2.4.1. Remargue Considerons le diagramme commutatif

G

n

p

G 4:4--";";--

p!IE

oil n designe le morphisme "(x,y) \---:)0 yx-1 ". Celui-ci induit des

JlI()rphismes

, -1 (0)
n : n ---l> et A -1 ,. -1 L -1 (0) _ a -1 0

-OxG

Pour tout entier m 1 ,

morphisme de faisceaux

A -1u n' definit par passage au quotient Wl homo-

m
n -1(m) -m

: p PG/S --+) r GiS

ou nous avons pose = e-1t2u)/ Ir1 (confer 1.3 et 1.4 pour les

notations). Comme Le carre forme par Ie s morphismes n, p , pr1 et pest

cartesien, rF induit un isomorphisme de p* l!!:!!: Les opera-

teurs differentiels de G sur S d 'ordre m correspondent done btunt-

voquement aux morphiemes de %-Modules
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e test-a-dire aux morphismes de ..2s-Modules

Dans cette bijection, les operateurs differentiels invariants a. droite sont

associes aux fleol'Jes oomposees

---+, ..2s can.
'>

On retrouve ainsi 1 'isomorphisme du tMoreme 2.4.

2.5. Soit '(: G Aut G l'homomorphisme de foncteurs en groupes

qui assoc ie a. un 8-morphisme g: T G la translation a. gauche de GT
par g, c 'est-a.-dire Le morphisme compose

Cet h9momorphisme 't definit Ie diagrarnine d 'ensembles ci-dessous

Lie Y

(
a

Lie G

U(G)

Lie (Aut G)

DifG/S

ou I' on designe par I' application u !'--+7' D de 1.5, par 5 I&. transla-
u

tion a. droite definie en 2.2. 8i x est un element de Lie G, c 'est-a.-dire

un morphisme de IS dans G tel qu'on ait xs = avec les notations de

1.5 , on a Le carre oommutat if suivant qui determine l'image de x par Lie 't :

(Lie ¥) (x)
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D'apres 1.5, 1 'image de (Lie ()(x) par Ii est 1a deviation composee

G 5xG
xXG

GxG m
) G

G
D'apres 2.2, oette deviation composee n'e8t autre que (x<r) • En notant

/)(. 1'app1ication x x tr de Lie G dans U(G) , on a done

En partioulier, Q( est un homomorphieme injectif de Lie G

l'alcbre de Lie soue-jacente a 1'algElbre infinitesimale U(G) •
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3. Coale6bres et dualite de Carlier

3.1. 80it 8 un presch6ma (ou, plus generalement, un espace a:nnele). Une

.2s-Coalgebre est un couple (Q, A]? forme d 'un .2s-Module .!! et d 'un morphisme

de 6 u : .!! ---)- Q.@o.!I (dit morphisme diagonal) tels que
- -s

---=--"7;} Q®0 .!l
-S! !!.®A.!!

) ,!I®O ,!I®o .!I
...:.s -S

La carre

(i) 0-0 AU = ' ott (J(a®b) =b •

Au

Boit commutatif.

(iii) I1 existe un morphisme de .2s-Modules .2s ' dit

augmentation, tel que les morphismes composes

II
flu

> Q@o.!!
...:.s

.!I
Au

.!!@o.!!;)

-s

soient Ie morphisme identique de .!I.

8i E. u et tu sont deux augmentations, on a

EU ::,(. ( f U t u) 0 6. U AJ C. iJ. ; l' augmentation est done determinee de

fa90n unique (iii):

si (Q, AU) et <!, A
V
) sont deux .2s-Coalgebres, un morphisme de

la premiere dana la est morphiame de .2s-Modules f:.!I
tel que les diagrammes
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.![
f

Y.>

tl.\u et
.![@.![ f@f > y@.y

fU ) .y

aoient commutatifs. Les morphismes de Coalgebres sa composent comme les

morphismes de de sorte que nous pourrons parler de la categorie

des

Cette categorie posseds des produits finis: 1 'objet final est Ie

Le morphisme diagonal etant l'identite; Le produit de deux

Coalgebres (Q, 0u) et cr, /),v) est Ie produit tensoriel .!!li)O Y , le- -
morphisme diagonal etant le mOl'phisme compose

0..6.
u 4 ut9 u® v@ v- - - - ---'::.u_«l_{l-:®;;...:.'y.-+ u@ v

) - - - -
oU rr (a ® b) =b a ; les projections canoniques de .!!®! sur les facteurs

.!! at s. sont les morphismes .!! e Cv et

'.1.1. 80it A une commutative, localement libre et de type

fini en tant que 8i nous posons

*1:. = HomO -Mod ,

* * *Ie morphisme canonique t.p de A 0 A dans G!®o!) est inveraible.

5i m: 1:.«> 1:. 1:. est Ie morphisme definissant la mUltiplication de 1:.,
on obtient par composition un morphisme diagonal

A *. A*! . -
-1

ee morphisme diagonal fait evidomment de 1:. una qui

a pour augmentation Le morphisme transpose du morphisme -...,.! defini
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*par la section unite de !. De plus, 11 est elair que le foncteur !
est une antieguivalence de la categorie des sont localement

libres et de type fini en tant gue sur la des

£S-COgldbres localement libres et de type fini en tant que

3.1.2. A tou1;e i?s-COalgebre Jl. est associee canoniquement un 8-foncteur

*Spec U: (Sch/S)o ---7 (Ens) remarquons an effet que , pour tout

* * *S-preschema q: T ----+ S, q (Jl.®o.Q) s'identifie a q (.Q) 0 0 q (.Q) ,
-T

de sorte que q*(b..Jl.) fait de .!I.r = q*(.Q) una .2.r-Coalgebre; nous pouvons

done poser par definition et avec un abus de notation evident

(Spec*.Q) (T) = tx E: r (T,.!I.r) I t:. U (x) = 1 et 6. U (x) = }
-r -=or

Les sections x de .!I.r correspondent evidemment aux morphismes de

.2.r .!I.r ; les conditions e. (x) = 1 et & (x) = x 0 x

expriment simplement que est un morphisme de Coalgebres. On a done

egalement

ll.ln particulier, si ! est una .2s-Algebre commutative qui est loca-

lement libre de type fini en tant que on a des isomorphismes

et

* *Spec ! Spec ! .

3.2. Une i?s-Coalgebre en grOupes, c 'est-e.-dire un groupe de la eategorie

des consiste en La donnes d 'nne .2s-Goalgebre (Jl.,Ai et

d 'un morphisme de Q. Jl. Jl. • Un tel morphisme est un



428

morphisme de .2s-Modules rendant commutatifs les diagrammes suiv811ts

(iv)

(v)

AU
.!!@.!!&J!0.!! -E:E--.;;;;.-----.;;;;..--

1.!! @(J'-@.!!

],8!@J!®.1I

Le morphisme de .2s-Coalgebres IlU doit en outre verifier les corxli-

tions (ii)*, (iii)* et (vi) ci-dessous-:

(ii)* La carre .!! @.!! .1I
2 0 m!)

.!Ie]')

UlU
Q fS).Q ) u

est cOInmutatif•

*(Ui) II existe un morphisme de .2g-Coalgebres 12:.2.s tel

que les morphismes composes

Q.:::!.!!0%
® 11 u ueu

mu
.!!) )

et .!! :t .2s ® .Q
1]u ®.Q

ll. 0]2
lrJI.

Q) )

scient les morphiames identiques de Q.

(vi) 11 existe un morphisme de .2s-Coalgebres c.!!: Q tel que le

morphisme compose
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if

3.2.1. Les morphismes 'U et "u de (iii) et (vi) sont evidemment
-if - *um.ques, Les conditions (ii) et (iii) expriment simplement que DJ!

fait de ] une qui a pour section unite l'image par '7 u de la

section unite de 2s. La condition (iv) exprime aussi que le

diagonal I::A u est compatible .avec la multiplication; et en effet,

,11l : U --+Q I] doit etre un homomorphisme de Coalgebres en groupe s, ce

qui implique egalement la commutativite du triangle

D'autre part, comma dans toute categorie, 1 'antipodisme c
ll

est un isomor­

phisme de ] sur la Coalgebre en groupes opposee; en particulier, "u in­

duit un isomorphisme d 'algebras de .!l sur 1 'algebra opposes s . -

*Comme Le foncteur .!l. Spec.!l. commute aux produits finis, i1

transforme une Coalgebre en groupes en un S­foncteur en groupes; et en

affet, pour tout S­prescMma T , les elements x IS r(T,.2..r) appartenant a
if

(Spec .ID (T) forment un groupe pour la multiplication de 1 'algebre r (T,.2..r);

l'inverse de x n'est autre que cU(x) •

Soient par exemple 1!.. une .2s­Algebre de Lie et .!l.(g) l'Algebre

anveloppante de Eo, c 'est­a.­dire Le faisceau sur S associe au prefaisceau

qUi attribue a. tout ouvert V l'algebre enveloppante U(r (V,,g») de l'algebre

de Lie r (V,g) • Tout homomorphisme de 1!.. dans I'Algebre de Lie soue­

jacente a une .2s­Algebre se factorise d tune fa90n et d June seule a. travers

Ie morphisme canonique de 1!.. dans .!l.(g) ; en outre, cette propriete un.;: ,xselle
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entrains, outre la fonctorialite de Q,ei) en g, que l'Algebre enveloppante

d 'un produit d 'Algebres de Lie s'identifie au produit tensoriel des Algebres

enveloppantes. En particulier, le morphisme diagonal t : g --+ induit

un homomorphisme d 'Algebres A : Qei) ---+ .!!(gx.g) Q,W ® Qei) • Le mor-

phisme nul g 0 induit un homomorphisme E.: QW .Q(o) ::::!. .2s •

L'isomorphisme x -x de g sur l'Algebre de Lie opposee gO induit un

ant iisomorphisme c de l'algebre QW. On verifie alors facilement que la

mUltiplication m de 1 'Algebre .!!W fait de @(g) ,A) une .2s-COalgebre

en groupes qui a f. pour augmentation et c pour antipodisme.

3.2.3. Soit.!! une .2s-Coalgebre en groupes, On verifie facilement que

*G Spec Q est un bon S-groupe (II 4.6 ). Comme on a

r (IS'.!!I ),v r (S,Q) (J) d r (S,Q)
8

un element U
o
+du

1
lement si l'on a

appartient a (Spec *.Q.) (IS) 5i et seu-

En particulier, (Lie G)(T) est l'ensemble des elements primitifs

de r (T,llr) , c 'est-a.-dire des elements u tels qu'on ait D u = u®1 +

(avec 1 'abus de notation evident deja eigne.Ie).

La structure de r (T,.9.r)-module de (Lie G) (T) est evidemment

induite par celle de r (T,llr) • D' autre part, constderons deux elements pri-

mitifs u et v de (Lie G) (8) et pcsons I = Spec .2s[d]/(i) et

l' :::: Spec .2s[d'J /(d,2). Comme la 10i de composition de G(I xl') est induite

par la multiplication de l'Algebre QI xl' , on a
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=: 1 + (uv-vu)dd'

D'cll 1 'egalite [U,v) UV-VU, qui prouve que G est tres bon (II 4.10 ).

3.3. Supposons enfin que Q. soit une .2s-"oaJ.gebre en groupee commutatifs,

c test-a-dire que Ie triangle

soit commutatif ou encore que "u fasse de Q. une .2s-Algebre commutative.

Les conditions (r), (ii), (iii), (iv) , (v), (vi), (i)*, (ii)*, (Ui)* et (v)*

signifient alors aussi que .!l est un cogroupe dans La categorie des .2s-Algebres

cOllll1utatives. En particulier, si de plus Jl. est un Qg-Module quasi-coherent,

Spec.!! est un S-preschema en groupes comm!1tatifs.

Un homomorphisme de S-groupes de Spec Q. dans (I 4.3.2 )

eat alors induit par un homomorphisme de unitaires
l,)

tel que 6' = 6.if 'f (le morphisme diagonal A' de .2s@.',T-
1J

envoie T sur T T ). Un tel homomorphisme est determine par 1 'image

If(T) qui doit un element inversible x de Q. tel que arf = x @:x: ;

eOllll1e ep commute alors necessairement avec l' augmentation, on a -

E:,:t = 1 (1' augmentation de .2s[T,T-
1]

envoiE-J T sur 1) •

On a done
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Comme cette formule reste valable apres tout changement de base, on a finalement

*Spec JI = Hom... - (Spec U , G S)- =Ill,

pour toute .2s-CoalB9bre en groupes commutatifs guasi-coMrente U.

3.3.1. Si I 'on suppose de plus que Q est un .2s-Module localement libre
*-de type rini, Spec JI est egalement representable et lIon a

* *Spec JI ..... Spec Q (conr. 3.1.2)

La foncteur JI U*= HomO -Mod (Q,.2s) induit done une dualite+ de la
-S

categorie des S-preschemas en groupes commutatifs qui sont finis localement

libres sur S (o 'est la dualite de CARTI!i'..R). Dtapres 3.3, cette dualite

associe HOM- G (G,G S) a un S-groupe G.
---::l- r =Ill,

(+) Une dualite d 'une categorie Q est un couple (D,(j» forme d tun foncteur
contravariant D de Q dans Q et d 'un isomorphisme fonctoriel
tp: --+ I'D tel que les isomorphisrnes D : D DDD et
Dep: DDD --+D eoiant reciproques 1 'un de llautre.
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4. "Fr0beniuseriee"

Soient p un nombre premier fixe et (Seh! iF") la eategorie des
p

preschemas de caracteristique p , c 'est-a.-dire des prescMmas au-dessus du

corps premier If • Suivant les conventions generales de ce seminaire,
p

nous identifions <Sch! If) a une soue-cabegorde de (Sch! IT) au moyen
p p

du foncteur h de I 1. 1• Nous profitons de de l'isomorphisme de

Hom:(hX,F) sur F(X) defini en I 1.1 pour identifier ce a deux ensembles

chaque fois que X est un IT -prescMma et F un objet de (Seh! IT ) •
p P

8i T est un If -preschema, un T-foneteur est un morphisme
p

q : F T de (Soh! It) qui a T pour but ; pour tout T-prescMma
p

r : X ----7 T , 1 'ensemble des morphismes s: X --",.,. F tels que qo s = r

sera alors note q(r) , q(X/T), F(r) ou F (X/T) (ou meme F(X)

lorsqu'aucune confusion ne sera possible avee Hom (hX,F) ) •

4. 1. Pour tout prescMma S de earacteristique p, nous notons 1(S)

ou 1 l'endomorphisme de S qui induit l'identite sur l'eapace topologique

sous-jacent a S et qui assode xP a une section x de .2s sur un Ouvert

U. Alors l'applieation 1: S 1------1'1(8) est un endomorphisme du foncteur

identique de (Seh! IT ), ee qui implique les resultats suivants : soit E un
p ----ilt -foncteur, c 'est-a.-dire un objet de (Soh! if ) ; 1 'application qui associep p

a tout IT -preseMma S 1 'endomorphisme E(.f.(S)) de E(S) , est un endomor-
p

phisme fonctoriel de E que nous noterons 1(E) ou 1; eette notation est

compatible avec 1 'identification de (Seh! IT ) a. une aous-catiegorf,e de
..............- p

(Sen,! ffp) ; de p.Ius, E est un endomorphisme du

fOI"lC;teur identique de (Sch,! ft) (que nous noterons encore f) •
p -

Pour tout prescMma S de caracteristique p et tout S-foncteur

CJ. X -+ S , nous notons X(pis) cu X(p) l'image reciproque SfX X
-,q

de X par le changement de base 1(S) • Le carre commutatif
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induit alors un 8-morphisme l(;VS) ou ! de X dans x(p/S) tel que

1(X) =pr2oE,.(x/S) • Nous dirons que !(X/S) est le morphisme de Frobenius de

X relativement as; il est clair que l' application !: X !(X/S) est

un homomorphisme fonctoriel.

D'apres les definitions, pour tout S-preschema K: T ,

I' application !(x/S) (K) psut done caracteriseepar la commutativi'ce

du triangle

Par exemple, si X est Le sous-preaohema de S defini par un

Ideal quasi-coherent 1, alors x(p) est le eoue-preschema de S defini

par l'Ideal 11p} engendre par les puissances p-iemes des sections de 1;
en outre, !(x/s) est alors 1 'immersion canonique de Spec(Q/!> dans

Spec(QIl{pJ) •

Considerons maintenant un chaneement de base t T S •

Comme Ie carre
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est commutatif, l'image reeiproque de X XtT par f(T) s'identifie a
q, -

llimage reciproque de X Xf(s)S par t; autrement dit, on a un ieomorphisme
q,-

canonique de 1ir(PIT) sur (x(P/S))T. 11 est clair que, dans cette identi-

fication, !(YT) s'identifie a l'image reciproq).l.e !(X/S)T de !(X/S) •

En particulier, si S est le siJectre du corps premier Itp ,

x(p/S) est egal a X et !(X/s) a rex) • Par consequent,

s'identifie a XT et !(YT) a. i(X)T. Soient par exemple E

un ensemble et ET 1e T-prescMma constant de type E; on a al.one

E
T

et !(F;!T) Id •

4.1.2. Le foncteur X X(p/s) commute evidemment a.ux: produits; il

transforme done un S-groupe G en un S-groupe G(pis) ; de plus, comme !

est un homomorphisme fonctoriel, !(G/s) est un homomorphisme de S-groupes.

Noue noterons !G le noyau de cet homomorphisme: si q: T S est

un prescMma au-dessus de S, il resulte de 4.1 que la valeur de FG

en q est le noyau de llhomomorphisme G(.f.(T)) : G(q) -+ G(qo!(T» -

Par example, lorsque Test le preschema I
R

des nombres duaux sur un

S-prescMma R, i(I
R
) sa factorisa comme suit

can.
) R feR)

Ceci montre que (FG) (In) contient Ie noyau du morphisme -+ G(R) et

qu 'on a Lie GiS :: Lie (!G/S)

4.1.3. Plus generalement, pour tout 8-foncteur X, nous definissons le

8-foncteur X(pn) par recurrence sur n a 1 'aide des formules

et
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De Fn(X/S) ou Fn designent 1 'homomorphisme fonctoriel compose

X F(X/S) > x(p) __F(_X_(P.-;.)/_S)--'Joo'F
x
(p2) . x(pn-1) F(ipIl-1) /St x(pn)

5i G est un S-foncteur en groupes, G(pn) en est un egalement et

,n(G/5) est un homomorphisme de S-foncteurs en groupes. Nous noterons

G Ie noyau de Fn(G/S) et nous dirons que G est de hauteur n si
Fn

est nul, c 'est-a-dire si G =G •
Fn

Le sous-foncteur en groupes G.sa. G est caracteristique, en ce
Fn

sens que, pour tout S-prescMma T , tout endomorphisme f du T-foncteur en

groupes GT iniuit un endomorphisme de (FnG)T: en effet, comme la construc-

tion de G(pn) et de Fn(G/S) commute aux changements de base d 'apres 4.1.1 ,

on peut supposer T = S; dans ce cas, 1 'assertion resulte de ce que Fn(G/S)

est un homomorphisme fonotoriel.

On notera enfin que F(i p ) IS) cotncide avec F(X/S) (p) •

Voiei quelques exemples :

a) Considerons d 'abord. un groupe abelien "abstrait" M et Ie groupe

diagonalisable G = Ds(M) de type M (r 4.4 ) : pour tout S-prescMma T ,

G(T) est done Ie groupe abelien Hom(Ab) (M, r(T,.Q..r)*) • Comme G est 1 'image

reoiproque du groupe diagonalisable D(M) sur It , G(p) s'identifie a G et
p

K(G/S) (T) s'identifie al'endomorphisme x de G(T) (4.1.1).

En particulier, lorsque M est egal a , on a DS(M) = ' de aorte que

F
G S est Ie S-groupe f4:, S qui assooie a tout S-prescMma T Ie groupe_::m, p,
des racines p-iemes de l'unite de r (T,.Q..r) •

b) Considerons maintenant un prescMma S de caracteristique p et

un faisceau de modules E sur 5. D'apres I 4.6.2 , on a un isomorphisme

canonique
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oU. E(P) est l'image reciproque de E par 1(S). De plus, d 'apres 4.1 ,

I' application !(W(E» (q) est detenninee pour tout S-prescMma T par Ie

triangle cOJDmutatif

oU. f' est 1 'application induite par 1(T) •

En particulier, s1 Best egal a .2s ' s'ident1fie au groupe

additif s. Dans ce cas, on a B(P) = B =.Q", et Ie morphisme de-a, -0

Froben1us applique x f r (T,OT) sur • Le noyau o(p,s .ill!.

morphisme de Frobenius de G S associe done a tout S-preseMma T l'ensemble=a,
des sections x de telles que = 0 •

e) On verrait de que, pour toute 0 -Algebre quasi-coMrente. it ,
(Speo £) (p) s'identifie au spectre Spec JI; de l'image reciproque de eft;

par 1(S) • Si rr designe l'endomorphisme x,....... x!? du faisceau d 'anneaux.2s '

on a dono. eft (p) = et il est clair que !(Spee est induit

par l'homomorphisme a l1Tx aPx de cit 0-rr.2s dans dIr.

Pour tout .2s-Module quasi-coMrent E enfin, on a des isomorphisnes

canoniques

cU .§J1!l. E designe symetrique du .2s-Module E •
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d) Soient .Q une .2s-Coalgebre (3.1) et T un prescMma de carac-

teristique p. 8i .Q(p/S) ou U(p) designent l'image reciproque de La

Coalgebre .Q par f(S) , on a comme en b) un isomorphisme canonique

Si .!! est una Coalgebre en groU,I:es, la valeur de r8Pec.Q pour un

S-prescMma T est done 1 'ensemble des elements r d.e r (T,l!.r) tels que

at = 1.

4.2. Noue allons mailltenant nous occuper d'une construction voisine de

la precedents : soient S un preschema de caracteristique p, X un

S-prescMma et Ie produit dans la eategorie (Seh/S) de p exemplaires

de X. Nous designons alors par uP(X) Ls sous-prescMma ouvert de

qui est la reunion des produits lorsqus U parcourt les ouverta

affinea de X. Un point x de appartient done a uP (X) ai et seuleIll.8nt

si les projections prix de x sur les facteurs de Xt appartiennent a un

ouvert affine de X. Par exemple, ai toute partie finie de X est eonte-

nue dans un ouvert affine, on a uP(X) = •

Le groupe symetriq,.ue 'fp d 'ordre p opere sur par permu-

tation des facteurs et atable 1 'ouvert '1/ (X) • Nous appellerona

produit syInetrique p-uple de X et nous noterons 'LPX Ie quotient de

par dane la categorie de tous les espaces anneles. La projection

canonique q: !.PX applique 'I/(X) sur un ouvert yp(X) du

produit symetrique, qu 'on peut decrire comme suit (confer y 4.1 ) : le fais-

eaau structural de L.PX induit sur vP(X) una structure de prescMma;

Ie morphisme q': 'I/(X) --+ yp(X) induit par q est affine et entiar;

lorsque U parcourt les ouverts affines de X qui se projettent dans un
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ouvert affine variable V de S, les 2:. PU forment un reeouvrement affine

de vP(X) ; si k designe 1 1algebre affine de V et A celle de U, l:.PU
a. pour algebre affine la soue-atgebre [PA de ® forme des tenseurs

symetriques.

Considerons maintenant le morphisme diagonal d de X dans uP (X) •

La restriction de ·r a llouvert U ci-dessus est definie par Ilhomomorphiane

d I algebres J: a
1
(g) ••• @ ap t---s> a

1
•a

2
••• Qp de 0 dans A. On a

done, si N est 1 'operateur de symetrisation

17(N(a1 ••• » = 17( L (a 1® ••• a,r,) =Pla·1••• ap =0 •
I p I IJ"'"E rp (j v l'

Autrement dit, 'J s'annule sur le acue-espaoe de r. PA forme des

tensaurs symetrises. De plus, si f est un tenseur symetrique, on a evidemment

N(fa) = fN(a), ce qui montre que est un ideal de r. pA •

Nous noterons desormais U(P/s) le spectre premier de 1 1algebre

2. • Ce spectre est un eoue-prdsobema ferme de p(U)

la reunion des u[p/S] est un sous-preschema ferme de

De pIus, si i(X) designe 1 I inclusion de xlP/s] dMS flex) ,

de voir que q '0 b sa factorise a. travers X[p/S]:

nous venons

x

!.El(X/S)

xfp/s]

11 est clair que X(p/S] est fonctoriel en X et que 1 'application

1:' X (X/S) est un homomorphisme fonctoriel.

Les prescMmas XEp/s] et x(p/S) sont evidemment relies: scient

V un Cuvert affine de S d I anneau affine k et U un ouvert affine de X
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au-dessua de V; soit A l'algebre affine de U. 8i 1'[' designe 1 'endo-

morphisme de k, X(p/S) a alors pour algebre affine.

On verifie en outre que l' application 0 a (A a ® ••• ® a mod N(®pA) )

definit un homomorphisme de k-algebres de dans ZPA / N(@PA) cet

homomorphisme indnit un morphisme f (U): U(P SJ --lr u(p/S) tel que

<feU) of I (u/s) = F(U/S). "Rsoo'Ll.ant; les morceaux ll , on obtient alors un

triangle commutatif

Par exemple, si X est Ie eoue-preschema de S defini par un

Ideal quasi-coMrent I, 1.'CX/s) s' identifie au morphisme identique de X,

de aorte que <f (X) est 1 'immersion canoni.qua de Spec(QJI) dans

Spec(QJIt
p,).

On voit ainsi que If(x) n'est pas un isomorphisme en general.

Toutefois, lorsque M est un k-module libre, il est clair que l'application

>. ® m I----:; (A m ••• m mod de dans / est

bijective; cette application reste donc bijective lorsque M est k-plat,

parce que tout module plat est une limite inductive filtrante de modules

libres (LAZARD (*»). Il s 'ensuit que if (X) : xW/S) ---7 X(p/s) est un iso-

morphisme lorsgue X est un S-prescMma plat.

4.3. Considerons enfin un S-prescMma en groupes abeliens G: Le mor-

phisme compose !-t(G): uP(G) incl.) -7G, qui est defini par la

multiplication, se factorise alors a. travers vP(G) , de sorte qu 'on a Ie

diagramme commutatif suivant :

(*) D. LAZARD GR. Acad. Sc. Paris 1964 p. 6313-6316.
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Lorsg'Wl G .m S-plat, tp(G) est un isomorphir:me et lIon peut definir un

morphisme (dit Verschiebung)

l(G/s) : G(p/s) > G

a. l'aide de la formule l(G/s) =V (G)oi(G)o <f(G)-1. Lorsque G parcourt

les S-preschElmas plats en groupes abeliens, 1 •application 1: G

est evidemment un homomorphisme fonctoriel; par consequent, l(G/s} est un

homomorphisme de groupes. Pour tout S-preschElma T enfin, 1 'application

composee

)L(G} (T)
G(T)

applique x E: G(T) sur p.x. Nous pouvons ecrire p.ld
G

au lieu de

,u.(G}o 8 (G) , obtenant ainsi la formule classique

4.3.1. Par exemple, lorsque G est un S-preschema constant en groupes

abeliens, nous savons que l(G/s) s'identifie au morphisme identilpe de G

(4.1.1). On a donc l(G/s} =p •

Lorsque G est Ie S-groupe diagonalisable de type M, l(G/s}

est egal a. p d'apres 4.1.2 ; on voit facilement que l(G/s} est Le mor-

phisme identique de G.

Lorsque E est un .9s-Module plat et que G est Ie S-groupe V(E} ,
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Ie morphisme !(G/s) est nul ainsi qUe p.ld
G•

On verra dans 1 'expose

qu 'un groupe alg6brique conmutatif G sur un corps k est "unipotent" si et

seulement si l'homomorphisme compose

( n-1)1 )
(pn) !(G p S (pn-1) (p) l(G/S)

G ..... G >G

est nul pour un certain n (on a pose G(pn) = (G(pn-1» (p»

Comme llapplication !: G est un homomorphisme fonc-

toriel lorsque G parcourt les S-preschemas plats en groupes commuta+Ji!:h

Le carre

v(Gis)- )

est conmutatif (r(G/s) (p) designe l'image reciproque de l(G/s) pour le

changement de base 1(S». Comme i1 resulte directement des definitions que

l(G/s)(p) est egel a l(G(P)Is) , on a aussi

l(G/s)o !(G/s) = Y(G(p)/s)o !(G(p)/s)

4.3.3. Supposons enfin que G soit un S-groupe fini connnutatif localement

libre: soient A la ..2s-Algebre affine de G et 1T 1 !endomorphisme du faie-

ceau d 'anneaux ..2s qui envoie une section x de ..2s sur )..:P • On a elora

un diagramme cOllDDutatif
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(A)

oU les differentes ont les significations suivantes: mP (A) est

induit par la mu::..tiplication de A; le morphisme AP(A) est aasocae au

morphisme p..(G) dont n est question plus haut (n est done de:ini par Ie

morphisme diagonal de la Coalgebre A) ; on designe par .I,PA La sous­

Algebre de A fonnee des sections invariantes sous 1 I action du groupe

symetrique, par i(A) l 'inclusion de L PA dans le produit tensoriel ; de

SPA est la composante de degre p de 1 lalgebre syrJ1etrique de A et

q(A) est La projection canontqua, Comme PA est 1 lalgebre affine de vP(A)
avec les notations ci­dessus, Le morphisme compose i(G)o 'f(G)-1 induit un

homomorphisme d 'Algebras r(A); cet homomorphisme s 'annule sur les sections

de La forme

at anvoie x 0 ... Q?) x sur 10x. De mama, j(A) est Ie morphisme de

.2s­Modules 1 0x q(x ••• @ x}, Le compose r(A)oa(A) est done aasocLe

au morphisne Verschiebung l(G/s), tandis que b(A)oj(A) est associe au mor­

phisme de Frobenius r(G/s) (a(A) et b(A) sont tels que i(A)oa(A) =&(A)

at b(A)oq(A) = rI(A)) •

Le di800ramme commutatif (A) ci­dessus est autodual ; soit en effet

D Ie foncteur qui associe a tout .2s­Module M le .2s­Module dual HomO (IJI,J2s);
-S

11 est clair que 1 'image de (A) par Ie foncteur D n'est autre que Le dia­.

gramme (DA) , les morphismes nr(A), Da(A) , Dj (A) et Db (A) s 'identifiant

respectivement a j(DA), b(DA), r(DA) et a(DA). On voH donc que la dg,

Cartier (3.3.1 ) echange morphisme de Frobenius et
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5. de Lie.

Rappelons d 'abord quelques resultats du 3eminaire Sophus Lie

5.1. Soient p un nombre premier, R un a.nneau commutatif de caracteris-

tique p et A una R-algebre associative, mais non necessairement oommuta-

tive. 8i a et b sont deux elements de A, nous posons [a,b] = ab-ba

et ab =La(b) = • On a alors :

d lou. La premiere formule de Jacobson

De .e, si a
1,

••• , ap sont p elements arbitraires de A on a

(cont'er 4.2 )

oil a- pareourt les permutations de p lettres et celles de (p-1) lettres.

Le deuxiel!le membra vaut en erret

L (-1) s l:l.... • a_ ••• a... •a •a'l"'l ••• an
t,l.1 t. ...2 ....l.r p ...'" s ...'" 1

ou. "l: parcourt les permutations de p-1 lettres, i 1 ' ••• , i r les suites

strictement croissantes d 'entiers de l'intervalle [1, p-1] et ob.

j"", js designe la suite strictement croissante dont les valeurs sont les

entiers de (1, p-1 J different s de i l' ••• , i r • Pour une valeur fixee

de r, la somme des termes ••• a'tj, vaut evidemment

(-1) Z a('1" 'afr af(p-1)
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ell r parcourt les peIlllutations de p-1 lettres. Les egalites

montrent d 'autre part que (-1) B(p-1) est egel a. 1 en caracteristique p,
s

ce qui peouvs (*).

En particulier, si X
o

et x
1

sont deux elements de A, on a

(Xo+x1)P = + Gxz(1) xZ(2) •••xz(p)

aU z parcourt les applications non constantes de [1,p] dans f 0, 11 •

On en tire (Xo+X1)P = + + rl(;_r)IN(Xo'XO'·"'Xo,x1, .. ·x1) ,

d'ou la deuxieme fOIlllula de Jacobson

(ii) (x +X1)P = +;!.1 -o<Lo 0 r(p

ell t parcourt les applications [1,P-1] --:) {O, 1} prenant r fois la

valeur 0.

5.2. Soit maintenant Eo una R-algebre de Lie. On dit qu 'une applica-

tion x t---?x (p) de ,g dans ,g fait de Eo una de Lie sur R

si les conditions suivantes sont verifiees :

(0)

(i) ad x(p) = (ad x)p x K

(ii) (xo+x1) (p) = + x;p) -&;;p 1) [xt(2)·· Gt(p-1)

LU t parcourt les applications (1 ,p-1) f0,1 i prenant r fois la
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Par example, s1 A est una R-algebre, nous avons vu en 5. 1 qu 'on

obtenait une p-algebre de Lie A en prenant le R-module sous-jacent a
8.

A et en posant

ex. , y) :I xy - yx. , x,y E A

Nous dirons que A est la p-algebre de ilia sous-.iacente a. A.
8.

Dans la suite nous considererons surtout des sous-p-algebres de Lie

de p-algebres de la forme A ; en voici un exemple : soient S un prescMma.
8.

de caracteristique p >0 et X un S-prescMma. On rappelle qu 'une deri-

vation de X sur S est un endomorphisne D du faisceau en groupes abe-

liens Q
X

tel que

D(A .s) = et D(s.t) = (Ds)t + s(Dt)

lorsque A parcourt les sections de .2s, s et tIes sections de QX
sur des ouverts tels que les formules aient un sense La formule de Leibniz

n . .
Dn(s.t) =

montre que rJ est encore une derivation de X sur S compte tenu de l'ege-

lite :: a (mod p) pour i f-. a,p. n s'ensuit que l'algebre

des derivatione. de X S est una p-sous-algE!bre de Lie de 1 'algebre sur

r (S,.2s) des operateurs differentiels de X .ilJ£ S •

8i 8. et .h sont deux p-algebres de Lie, un homomorphisms

h : 8. --+.h est une application R-lineaire de 8. dans .h telle que

h( [x,y] ) = [heX) ,h(y)] et h(x(p)) :: hex) (p) si x,y 8.. L'application

composee de deux homomorphismes est encore un homomorphisme de sorte que nous

pourrons parler de La categorie des p-algebres de Lie sur R. De si

{X,ID est un espace annale, nous dirons qu 'un .B.-Module 8. est muni d 'une
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structure de p-Algebro de Lie sur R si, pour tout ouvart u, r (U,g) est

muni. d 'una structure de p-algebre de Lie sur r (U,ill et si les restrictions

sont des homomorphfanas,

5.3. Nous nous interessons maintenaut au foncteur adjoint a. gauche du

foncteur A A de 5.2 : soient g una p-algebre de Lie sur l'anneau R
g

de caracteristiquo p, uW l'algebre enveloppante de llalgebre de Lie

sous-jacente a E. (Bourbaki, Algebre de Lie, § 2) et i ou i: g uW
g

l'application canonique. On sait que tout homomorphisme d'algeb:r-es de Lie h

de g dans l'algebre de Lie soue",jacente a una R-algebre unitaire A, se

prolonge d 'une maniere et d rune seule en un homomorphisme de R-algebres uni-

taires g de uW dans A (gi=h). Bn outre, h est un homomorphisme de

p-algebres de Lie si et seulement si g s'annule sur les elements

i(x)P- i(x(P)) ,lorsque x parcourt ,g,. Par consequent, si Jl(g) ou
p

U (g) designe le quotient de U(g) par l'ideal bilatere ensendre par ::es 13113-

i(x)P- i(X(P)) , et si j ou j: g -7 U (g) flSt llapplication
g p

C?mpOSee de i:,g, uW et de l'application canonique de nW dang

U (g) , on voit que tout homomorphisme de p-al.gsbre a de Lie de E. dans A
P g
se prolortge d 'una maniere et d'mle seule en un homomorphisme d 'algeryres

unitaires g: U W A (gj = h) •
P

On dit que U (g) est l'alg lbre enveloppante restreinte de s »
P

Avec les notations de 5.3, posons maintenant £(x) = i(X)P-i(x(p)) •

Pour tout element y de g, on a

= i(Y)£(x) + [£(x),i(y)) = i(Y)£(x) + i((ad x)py) -(ad ix)P(iy)

= i(Y)£(x)

ds sorte que £(x) appartient au centre de uW en particulier, l'ideal a



448

gauche engendre par les elements ,E.(x) est deja. bilatere. De plus, on a

11..(1\ x) = AP11..(x) et 11..(x+Y) =,E.(x) + 11..(y) , si A E: R et x,y E- K ; en par­

ticulier, si (xc><) est una famille de generateurs du R­module E., l'ideal

a. gauche engendre par les elements 11..(x) est deja. engendre par les ,E.(xr>()'

5.3.2. Lorsque K est una R­algebre de Lie dont Ie R­module sous­jacent

est libre de base (700<.) , on psut definir comme suit una structure de

p­algebre de Lie sur K: identifiona K a un soua­module de U(g) au moyen

de i (Bourbaki, Alg. de Lie, I, § 2.7) et soit rr 1 'application r r!
de R dans R. 8i (yIX.) est une famille quelconque d 'elements de K tela

que adyo< = (ad xQ()P , il existe alors una application R­lineaire .9. de

R dans U(g) qui envoie 1® Xo( sur?­ yc( ; de plus, conme on e.

= (adxo<,)P(x) = (adyo<.)(X)

pour tout x E K ,.9. applique E.(p) dans Ie centre de U(g) •

Posant alors xtP} = J! - .9.( 1 x) pour tout x E. , on verifie

sans peine que x{P} appartient a K et que l'application x 1-7 xtP! fait

de E. una p­algebre de Lie. Autrement dit, si (x'>'() est una base du module

sous­.jacent a una algebre de Lie ,g J!I}£ R, les structures de p­algebre de

Lie sur K correspondent biunivoauement awe familles (YO() de E. telles

ad yo( = (ad •

Proposition: .§2ll K p­algebre de Lie sur R dont Ie module

sous­.jacent est libre de base (xp(,) • Alors 1: ap'elication j: E. UpW
z = j (x..,.) , U (g) a pour base les monOmes
0( "\ P

n'>( sont supposes nuls hormis un nombre fini

base totalement ordonnee et les produits effectues

est injective et, s1 l'on pose
--rr
lIz (0 <. no( <. p ; les0<. -.;
d'entre ewe; on suppose la

dans l'ordre croissant),

Soit en effet n = (n ) une famille d'entiers naturels qui sont
0\

nuls hormis un nomhre fini d'entre eux, Tdentifions a un sous­module de
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1 1algebra enveloppante uW au moyen de 11 application canonique i; posons
" n -n rI n I .. L.. n oc. ' x = JI x r7'-. et soit U Ie sous-module de uW qui est en-

gendre par lea:x: tela que ,n \ '- r • Posona enfin s .. I n I, n", =m:ll( +Pci( ;

avec 0 mo( <. P , et Tn::: -rr x
m.(.

p.(Xll( Y£ot. (confer 5.3.1 ). Il eat clair

que Tn - Trxll,( appartient a. Us-1 • D 'apres le theoreme de Poincare-
co<.

Birkhoff-Witt, les Tn tels que I n]= s forment done une base de US

modulo Us-
1 • Lorsque a = In' varie, lea Tn forment une base de uW •

Or le noyau J de llapplication canonique de uW dans U W eat l'ideal
P

a. gauche de U(g) qui est engendre par les elements centraux Jl(xoJ

(5.3.1 ); par consequent, les Tn tels que ..e = (l,() 1= 0 forment une base

de J; les Tn, tela que n.,( < p pour tout 0< , foment une base de U(g)

modulo J, c.q.f.d.

5.3.3. bis Scient E. una p-algebre de 1ie sur R et f: R R' una ex-

tension de l' anneau de base. Je dis qu' il existe sur Ie R'-module R'®#
une structure de p-algebre de Lie et una seule telle que

et

11 en reaultera en particulier, que Ie foncteur E. «> # est adjoint a
gauche au foncteur "restriction des scalaires de R I a RI!.

1 lunicite de la structure de p-algebre de 1ie de R' «> # etant

claire, prouvons l'existence : lorsque E. eat libre de base (xII<) il existe

d'apres 5.3.1 une et una seule structure de p-algebre de Lie sur l'algebre

de 1ie R'Ci?) #- telle que (1®x.,<) (p) = ; cette structure est

CelIe que nous charchons,

10rsque 11 est une p-algebre de Lie arbitraire, 11 existe une

p-algebre de Lie libre (en tant que R-module) 1 et un homomorphisme
o

surjectif Lo 11; il suffit par exemple de prendre pour 1
0

la

p-algebre de 1ie R® 11, ou if designe Le corps premier de caracteristique
IFp p
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p , pour 1 'homomorphisme A x >'.x (g est libre sur IF"p!) •

Le noyau de % est alors un p-ideal de Lo' c 'est-a-dire un ideal de

llalgebre de Lie L qui est stable pour l'endomorphisme x x(p); il
o

y a donc egalement una p-algebre de Lie libre (en tant R-module) L1
at un homomorphisme q1 L

1
---4 Lo dont l'image est Ker llc :

L
o .& ___ 0

On en deduit una suite exacte de R'-algebres de Lie

Rt«> LR 0

R'<8> q
___R__ 0

Come q1 est manifestement un homomorphisme de p-algebres de Lie,

le noyau de R'l8.R<Io est un p-ideal, de sorte que l'op3ration pui.seance

p-ieme symbolique de R'®RLo induit par passage au una application

de dans (utiliser Ia formule (ii) de 5.2.) ; cette derniere

munit E. de La structure de p-algebre de Lie charchee.

5.3.4. L'application canonique j,g de .& dans I'algebre enveloppante res-

treinte U W induit, pour toute extension f: R -+ R' de I 'anneau de
p

base, un homomorphisme

d'oUunhomomorphisme h de dans tel que

hoj R' I3 E. = • 11 resulte evidemment des proprietes universelles de

R'®,g et de l'algebre enveloppante restreinte que h est un isomorphisme,

ee qui nous permettra d'identifier a R'0RUpW •

En particulier, si r est un element de R et s1 R' est lIar;-

neau localise Rr, on voit que R
r

TJ!! est muni d 'une
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,..,
structure de p-algebre de Lie sur R , de sorte que le faisceau E. sur

r
Spec R est um p-Algebre de Lie quasi-coh6rente sur Spec R • De plus,

R
l' algebre enveloppante re streinte U r (i:>') e 'identifie a trt(g) de aorte

p p r
que le faisceau associe au prefaisceau V U (r(v,g) est quasi-coMrent.

p
Plus generalement, si S est un preschema de caracteristique p et Q una

p-Algebre de tie quasi-coMrente sur .2s ' Ie faisceau assocde au prefaisceau

V u (r (V,m) est quasi-coherent; il sera note U (Q) et appele
p

l'Algebre enveloppante restreinte de Q. 8i Vest affine, up(r(v,Q)

s'identifie a l'ensemble des sections de U (Q) sur V.

5.4. Le caractere universel de UW entra1ne que U (g) est fonctoriel
p p

en &: tout homomorphisme de p-al.gsbrae de Lie h: & ---t.h induit un homo-

morphisme d 'algebres unitaires U (h) et un seul tel que jhOh =U (h)oj •
P _ P &

Voici quelques exemples 1

a) Si h =: 0 , U fh\ s'identifie a l'anneau de base et U (h)_ p\W P

homomorphisme d 'algebres t : U (g) --+ R appele aU lnentation.
& p

est un

b) Prenons maintenant pour .h l'algebre if opposea a &: &0 a

m3me module sous-jacent que &, puissance p-i(;lme symboli que, Ie crochet

de deux elements dans if etant 1'oppose du crochet dans E.. Il est clair

que nous pouvons identifier U (if) a l'algebre opposee a U (g) • De plus,
p p

x de & sur It! irrluit un isomorphiSl!lP.

e de U (g) sur U (if) :l! U (g)0 • On dit que c est 1 t antipodisme de
8. p P P s:
U(g).
P

c) Soient enfin 1. et & deux p-algebres de Lie et .h la

p-algElbre de Lie produit 1.xi!.. qUi a pour R-module BOus-jacent 1e produit

direct !.Xi!.., le crochet et la pufasanca symbolique etant definis par les

formules

et
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8i h
1
: ! at h

2:
K -+ k sont deux nomomorphismes de

p-algebres de Lie tels que [h
1(x),h2(y)

j = 0 pour tout x de ! e't tout

y de K, I'application hth2 : (x,y) ---+ h1(x)+h2(y) est un homomorphil3ll1e

de p-algebres de Lie; reciproquement, tout homomorphisme de !Xg dans k
est de ce type, ce qui permet de caracteriaer tr« comme solution d 'un pro-

bleme universel. Par exemple, les applications h
1
: if(x) ® 1 et

h
2

: y 1® iK(Y) induisent un homomo't'phisme h
1+h2

de- !xi!.. dans

la p-alge'bre de Lie sous-jacente a u {f) U W. II resulte des caracteres
p p

universals de !XE. et des algebres enveloppantes restreintes que h
1+h2

se

prolonge en un isomorphisme e.p de U {fxiJ sur Ie produit tensoriel
p

8i ! = is. , 1 'application diagonale {j: x de s: dans

i!..XE. induit un homomorphisme de U (g) dana U (gxg). Nous noterons 6.
p p i!..

Ie compose de cet homomorphisme avec <p; on vo i.t fac.ilement que .6.g et La

mUltiplication de l'algebre U t :: font de U (g) uno R-coa1gebre en ,Q,Toupes
p\QJ p-

(3.2 ) qui a C pour augmentation et c pour antipodisme.
i!.. is.

5.4.1. De meme, soient S un prenchema de p et .Q une

.2s-p-Algebre de Lie. Lorsque V parcourt les ouverts de S, les structures de

coalgebres en groupaa dafinies precedemment sur les ensemble$ U (r(v,Q) in-
p

duisent sur l'Algebre enveloppante restreinte U (Q) une structure de
-p

.9-s-p-Coalgebre en groupaa, D'apres 5.3.1 , Ie S-foncteur en groupes cozres-

pondant Spec*u (Q) aseoc ie a tout 8-pre schema T I'ensemble de s sections-p
x de l!p telles que

(x) = et

lei C. designe 1 t augmentation de .!!.p (.Q®o 2r) , A Ie morphisne diagonal et

x X l'image canonique de (x, x) dans r (T , U U!.r) ®0 U U!.r» •
-p

Lcrsgue .Q est localement libre de type fini en tent gue .2g-Module,

*Spec U (Q) est representable par un S-preschema fini, localement libra-p
(5.3.3 et3.1.2).
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6. p-Algebre de Lie d 'un S-preschema en groupes.

Soit S un preschema de earacteristique p > 0 • Au paragraphe 5

nous avons assccie a toute :%-p-Algebre de Lie quasi-coherente Q. un

*'S-fol'icteur en groupes Spec U (G) • Nous all.ons voir maintenant <pe, pour tout-p
S-prescMma en groupes G, 11Algebra de Lie ..14& (G/S) definie en II 4.11

est munie naturel1ement d 'une structure de .2s-p-Algebre de Lie.

6.1. Identifions tout d 'abord Lie (G/S) (S) et Lie(Aut G/S)(S) respeeti-

vement a des sous-algebres de Lie de U(G) et DifG/S au moyen des injections

0( et f3 de 2.5. L'Algebre de Lie de .M. G est done identifiee a l'algebre

de Lie des S-derivations de .Q.
X

' D'apras 5.2, eette derniere est une sous-

p-algebre de Lie de DifG/S'

D'autre part, d 'apree II 4.1.4 , l'image de L =Lie(G/S)(S) par

la translation a droite r: U(G) Dif
G/S

est formee des derivations in-

variantes a droite. Si x appartient a L, r(x)p n'est autre que r(;x:P)

d 'apres 2.2. Comme r(x)p est encore une derivation, on voit que appar-

tient a Lie (G/S) (S), qui est done una sous-p-algE!bre de Lie de 1 'algebre

infinitesimale U(u) •

6.1.1. Soit h: G H un homomorphisme de S-preschemas en groupea- II

est clair que les hanomorphismes Lie (h/S) (S) et U(h) sont compatibles avec

les identifications de Lie (G/S) (S) et Lie (H/S) (s) a des acus-p-a'tgebre e de

Lie de U(G) et U(H). Comme U(h) est un homomorphisme d 'algebres, on voit

done que Lie (h/S) (S) est un homomorphisme de p-al.gebrs s de Lie.

De si s: T S eet un changement de base, 1 'application de

Lie (G/S) (8) dans Lie (G/S) (T), <pi est induite par s, eat un homomorphisme

de p-algebres de Lie. On peut traduire eela en disant que le foncteur Lie(G/S)

est muni d 'une structure de QS-p-algebre de Lie. En particulier, lorsque T
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parcourt les ouverts de S, on voit que 1e faisceau Lie(G!S) est muni d tune

structure de ..2s-p-Algebre de Lie.

6.2. Suivant une idee de Demazure, nous allons maintenant generaliser ce

qui precede a certains S-foncteurs en groupes non necessairement represents.-

bles. Pour cela, nous allons d 'abord donner una autre definition de la puis-

sanoe p-ieme symbolique dana l' algebre de Lie d 'un S-preschema en groupes G

Soit D una derivation de G a. l'origine, c'est-a.-dire 1a deviation

de l' origine obtenue en compoaant la deviation canoru.qua 5 : S IS de

1.5 avec un prolongement x a IS de la section unita t: S G •

D'apres 1a definition que nous avone donnee en 2.1, riP est La deviation

composee suivante

) Gxx ... XX G d'
•• )Q.rSZS xS x ... xS.J"--"-,,.---

p

oU m(p) est le morphisme induit par 1a multiplication m: GxG G •

Comme IS x ••• xIS est affine sur S et a pour Algebre affine

..2s [d 1,· .. ,dp] ••• ,d;) , la deviation ax ... x& est definie par un

morphisme de .2g-Modulea

qui applique 1e montlme d1d2••• dp sur et les autres montlmes d
i 1••

.d
i r

sur 0 (r< p). D'autre part, si pr
i

designe 1a projection de sur le

i-ieme facteur et ai Xi est l'image de x dans par G(pri) , 1e

morphisme compose m(p)o(xx. ..xx) n'est autre que le produit x
1x2
...xp'

Par consequent, r! est ausat La deviation oompoeee suivante

s
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Cette deseription nous parmet de redemontrer que riP est una d'ri­

vation de G a I 'origine : en efret, comm.e G est un tree bon groupe

(II 4.11 ), les images G(pr
1)
(x) et G(pr

2
) (x) de x dans G(IsXIS)

commutent entre elles. 11 s'ensuit que les elements Xi de commu­

tent deux a deux, autrement dit que, pour toute permutation a- des facteurs

de on a (X
1
" ' X

P
)O(} = x

1
•••Xp ; ils'ensuit que x

1"'xp se factorise

a travers La projection canonique de dans Ie produit symetrique

.zPI (4.2).s

Le produit symetrique z: PIS a pour Algebre affine una BOus­Algebre

A de .2s[d1, ... ••• ,d:) qui a pour base sur .2s les fonctions syme­

triques elementaires 1 = (j , 0­:
1
' ••• , 0-: de d

1,
•• ,d • Nous deaignonso p p

par q 1 'homomorphisme de A dana .2s(d) Ici) qui annule 0'"'1"'" Cf'"p_1

et envoie o­p sur d, par i 1 'immersion fermee de IS dans

LPIS cpi eat associee a q. On a alors un diagramme commutatif

s $ x.. IP
x
1
•••x

p
)- G

ft l:an. G

Is
i

?' LPI G
S ')

qui mo.ntre que riP est de la forme y S' , c.q.f.d.

6.3. Soient Ie groupe symetrique d'ordre p at IPS>t' lap p
somme directe d 'une famille d 'exemplaire a de indexes par t'p • Noua

notona 1\: x oVp la projection canonicpe et k: ­­­.

Ie morphisme definissant 1 'operation de ""p sur (ai () est un element

de t'p , La restric tion de k a a pr<i"j pour j­ieme composante ) •

Ceci ete.nt, nous disona qu'un foncteur X: (Scb/S)o (Ens) verifie Ie.
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eor.dition (F) si X transforme les sommes direetes rinies en produits direots

et si, pour tout S-presoMma T , la suite

est exacte. To\rt S-presoMma verifie (F); 81 ! est un .2s-Module, W(,!)

verifie (F); tome limite projective de fonoteurs verifiant (F), verifie

aussi (F) si y verifie (F) et si X est un S-foncteur quelconque,

Homs(X,Y) verifie (F).

Soit X un tres bon groupe (II 4.10) verifiant la condition (F).

Designant par x: X un morphisme qui prolonge la section unite de X

et reprenant les notations de 6.2, on voit comme ca-daasua que

x1•••xp : X se factorise a travers

et definit par composition un morphisme x(p)

que nous appellerons la puissance p-ieme symboligue de x.

1'endomorphisme x x(p) de Lie (o/s) (8) est evidemment

compatible avec les changements de base et est fomtoriel en G. I1 seraH

interessant de savoir pour quels G cet endomorphisme fait de Lie (o/s)(S)
una p-algebre de Lie.
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6.4. La derniere definition de La puissance p-ieme symbolique, que noua

venons de donner, est particulierement bien adaptee au caleul , Voici quelques

exemples :

6.4.1. Soient M un groupe abelien "abstrait" et DS(M) le S-groupe dia-

gonalisable de type M (I 4.4.2 ). Pour tout S-presehema T, on a done

Ds(M)(T) =Hom(Ab) Soit x un el_nt de Lie (DS(M)/S)(S) , c 'est-

a-dire un homomorphisme de groupes abeliens

x
---:?;) r(S, *M

de la forme m}----7 1 + d (m) ,Oll 5' Hom(Ab) • Avec les notations

de 6.2 et 6.3, le produit x
1
•••xp associe a un element m de M

1 'expression

(1 + d1 (m») •••••••••• (1 + dp5(m) )

e 'est-a-dire 1 + cr; (m) + 0""2 (m») 2 + ... + IT"p ( (m) )p

Cette expression appartient bien a Projetant l'Algebre
2 -

affine A de 1. PIS dans en annulant (J1' ... , c:r
p
_1 et en

envoyant rr- sur d , on voit que x(p) est 1 'homomorphisme
p

de M dans r' (8 •

En resume, si Pon identifie Lie (DS(M)/S)(S) a Hom(Ab) *)

eomme en 5.1 , la puissance p-ieme symbolique associe a 1 'homomorphisme

(p) : m l---? j(m)P •
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6.4,2. Soient! un et G Le S-foncteur en groupes

Maliens W<!) (I 4.6 ), Soient y un element de w(I) (S) = r(S,E) et

r' 1 'image canonique de y dans W<!) (IS)' On sait que 1 'application

y dy' est une bijection de W<!) (8) sur Lie(W(I)/S) (S). Si lIon pose

x =dy' , la quantita x , de 6.2 n'est autre que d.yll, oU z" designe

l'image canon1que de x dans wOO • Par consequent Ie produit x
1
•••xp

est egal a (d
1
+•• '+dp}yll et appartient a. w<!) (l?I

S)
• Comme I' applies.-

tiOl1 de dans qui defin1t Ie morphisme i de 6.1 1

annule d 1+.' .+d
p

, on voit que x (p) est nul.

Pour tout !, 1 'operation puissance p-ieme symbolique dans

l'algebre de Lie W(E) est done nul.La,

6.4.', Soient X un S-presohema, G Ie S-fomteur en groupes AutsX

et D una S-derivation du faisceau structural Qx • D'aprea 6.1, D peut

3tre identifie a un Is-automorphisme z : de qu' on peut decrire comme
S

suit : si s est une section de .2s (d] / (d2) de la forme a+db, posons

Dr s =Da + d(Db) ; autrement dit, DI est deduit de D par Ie changement de
S S

base S ; l' automorphisme en question de est alors associe a
S

Itendomorphisme al->s+d(DI a) de .2g[dj/(d2) •
s

De .e, soit DIP I 'operateur differentiel de XJ:p deduit de D
S S

par Ie ehangement de base S , Avec les notations de 6.2, I'auto-

morphisme z , de est alora aasocie a 1 'endomorphisme
1. S

+ de ... ,dp] ••• Le produit x1, ..xp

est done essoc ia a. I' endomorphisme
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I.e coefficient de tr est (D1P)P, ce qui signifie que la bijection
P S

D de l'algebre de Lie des 5-derivations de .Q.
X

sur l'algebre de Lie

de est un isomorphisme de p-algebres de Lie.

6.4t-4. En utilisant la m3me methode, on voit que, pour tout .2s-Module !,
la bijection decrite en II 4.5 est un isomorphisne de p-algebres de Lie

de '!I.:ndO d W<!> sur Lie (AutO d W<!> /S) (8) •
,;s-mo ,;g-mo

De m3me, si .!! est UIIe .2s-Coalgebre en groupes quasi-coherente, et

si G est le foneteur en groupes Spec*!!, on voit faeilement que l'injection

canonique de Lie (G/S) (S) dans r (S,m , qui identifie Lie (G/S) (s) a 1 'en-

semble des elements primitifs de r (S,m , est compatible avec la puissance

p-ieme.
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7. Groupes radiciels de hauteur 1 •

SoH S un prescMma de caracteristique p >0 • Nous dirons qu tune

.2s-Algebre A (resp. une .2s-p-Algebre de Lie !J est finie localement libre

si Ie .2s-Module oous-jacent a A (rasp.!J est localement libre et de type

fini. Si 1. est une .2s-p-Algebre de Lie finie localement libre, nous savona

que Le S-foncteur en groupes

*= Spec U (lJ-p

est representable par un S-preschema fini, localement libre (5.4.1 ).

Nous allons voir que ce S-prescMma est solution d 'un probl.ems universel et

*nous allons caracteriser les S-prescMmas en groupes de la forme Spec U lIJ .-p

7.1. Consfderona d ' abord une ..9s-p-Algebre de Lie quasf-coherente 1-
Lors<Fle V parcourt les ouverts de S, lea applications j: r(V,lJ --:;. U (r(v,1)

D

de 5.3 definissent un morphisme ..i: 1:. (1J • D I autre part, d I apres

3.2.3 , la .2s-Algebre de Lie du S-foncteur en est Le noyau

du morphisne

oU A designe Le morphisme diagonal et oU in
1

' in
2

sont les injections

x x @ 1 et x I---"" 1 I x • II est clair que l'ima.ge de ..i est contenue

dans Ie noyau t UJ de t:::J. -in
1-in2

; c 'est pour-quod, nous noterons

-\ : 1. Lie 'p<J:r Le morphisme de .2s-p-Algebres de Lie qui est induit

par ..i (6.4.4 ).

Considerons maintenant un tres bon S-foncteur en groupes G verifiant

Ill. condition (F) de 6.3 et soit h: UJ ---.,. G un homomorphisme de

S-foncteurs en groupe s. D' aprs s 6.3 , Ie morphisme h : Lie {J;; Lie G

est un homomorphisme de .2s-Algebres de Lie qui est compatible avec l'elevation

a la puissance p-ieme symbolique. II en va done de pour La morphisme
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compose (Lie • Si nous notons Hom
p
(k,Lie G) l'ensemble des homomorphismes

de .2s-Algebres de Lie, qui sont compatibles avec I 'elevation a. la puissance

p-Lems symbolique, on a done una application J(1,G) : h (Lie de

HomS_Gr('pW,G) dans Homp(1, Lie G) •

7.2. TMoreme lii 1 est une de Lie finie localement libre,

l' application

Hom 'L , Lie G)-

est bi.jective dans chacun des cas suivants

(i) G est un S-prescMma en (ii) G est de la forme Auts X , ou

X est un S-prescMma; (iii) G est de 1 'une des fomes W(E) .Q!!

Auto _modW(E) , ou 1. designe un quasi-coMrent.
=S

La demonstration du theoreme s ' appuie sur La lemme suivant :

LEI1ME: 8i 1 est une finie localement libre, le S-groupe

W est annule par Ie morphisme de Frobenius de (lJ relativement a. S.

Soient en effet Q. l'Algebre enveloppante restreinte de 1 et po-

*sons ! = Q. = Homo • Alors ! est 1 'Algebre affine de (lJ . De

plus, si I est d'augmentation de Q., c'est-a.-dire l'Ideal engendre

par l'image de jL: 1 ----:, Q., nous notons 1 l' orthogonal de I dans

!. On a done et l'Ideal 1 definit la section unite de •

Si "I]" est l'endomorphisrne x t---? x? de nous devons montrer

que Ie morphisme : a «> x I---?' a:x? de .2s @-rr! dans ! s 'annule sur

.2sW. Or I> n 'est autre que Le compose suivant

oU b(,!) et j(,!) sont definis comme en 4.3.3. Comme La .2s-Module dual de
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sPA ntest autre que le soua-Module L. P'y' de PQ. forme des sections inva-

riantes sous l' action du groupe symetrique d 'ordre p , on voit que 1e

transpose J» * de 4? est le morphi.ens compose suivant :

r(y)

OU a(y) est induit par le morphisme ( A }.Y. •••e .!D ••• (6 &:l.Y.) /.) de

.Y. dans I8l Pu (6 est 1e morphisme diagonal de .Y.) ; de rU!)

s'annule sur 1es tenseurs symetrises et applique una section x ) ••• @ x sur

1 l x (confer 4.3.3 ). 11 reste maintenant a montrer que P* annule l'ideal

d'augmentation r. Comme * est un homomorphisme d'Algebres, il suffit de

voir que * s'annule sur Im..1.1,' Ceci resulte de 10. formule

s = s®1 + 1@s , lorsque s E Im..1.1, •

Posons G = r; (1J • Nous allons d 'abord prouver 1 'assertion (ii)
p (P

du theoreme 7.2 en conservant les notations ci-dessus. Comme tout element

de 1. a una puissance p-ieme nulle et que 1. est un de type

fini, I est localement nilpotent. On a done (G) d = S d " Or les homo-
-

morphismes h de G dans X correspondent biunivoquement aux operations
p

a gauche h': G xX X de G sur X. Pour une telle operation, si t
p p

est la section unite de G , le morphisroe compose
p

c x X;> GxX
p

h' X

doit l'identiteo COD1Jlle (G xX) d s ' identifie a X d ' on voit que h'
P re re

doit induire l'identite sur les prescMmas reduits associes. En partieulier,

h' irduit una operation de G sur tous les ouverts de X, de Borte qu'on
p

Be ramEme facilement au cas ou S et X sont affines, ou plus generalement

au cas oU X est affine au-dessus de S. Dans ce dernier cas, on applique

le lemma suivant :
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les operations de Gp a gauche sur X .......

presentations de l'AlgSbre 3L dans le Q telles gu'on ait

Soient X .1Yl S-prescMma affine d IAlgebra .£. et Gp un S-prescMma

en groupes fini localement libre d 'Algebre !. Si nailS pasons 3L::= h.*::= HomO (!,%) ,
---s

biunivoguement aux re-

u(xy) = .. v , (x)wi(Y) si 6 u= Z
i

compose

Dans ces formules, u designe une section quaIconque de .1! sur un

ouvert affine V, x et y de s sections de Q sur V; on designs par 1C

la section unite de Q, par E et A 1 1augmentation et 1e morphdsma

de .1!. Une operation h' de G a. gauche sur X est definie par un homo-

Nous noterons JI.. le morphismemorphiSllle d'Algebres A : Q -7 ! @o Q. •
-S

- )

OU Y est la "contraction" de ! * @ O! dans

A H ( :f 0 Q) (.Q @>.) est une de

satisfait

• On sait que l' application

HomO (Q.,.!@Q) sur Homo
-S

est un homomorphisme d 'Algebres unitaires

sur X si et seulement si p.
De p'Iua, on voit facilement que A
definissant une operation de G

p
aux conditions du lemme.

11 est d 'ailleurs clair que, pour toute representation de Q. dana

le .!2s-Module Q., les sections u de .1! qui verifient Les conditions du

lemme precedent forment une sous-Algebre de .1!. Dans le cas particulier qui

nous interesse, oea conditions sont done satisfaites pour toutes lea sections

u , si eUes sont vraies pour les sections u de lm jL • 5i u est une

section de lm..it, ces conditions signifient que u( 1c) ::= a et que

u(:xy) = u(x)y + • Tout homomorphisme h de G rg (1J dans M X
P Ip
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definit done un homomorphisme H de ]I dans HomO (Q,Q) qui envoie rm..:\.

dans l'ensemble des de Q. L' ap;1'ication

H 0 est un homomorphisme de p-Algebres de Lie de 1; dans Le faiseeau

Der:JC/S des de Q. De plus. l'application h est

evidemment bijective; il resterait a verifier qu'en identifiant Detxls a
Lie(Aut xis) cOl'llme en 2.5 , on identifie l'application h HolL a. celle
du theorems 7.2.

Montrons mair.tenant comment l'assertion (i) du theoreme 7.2.

resulte de (ii) : si T est un S-preschema et x un element d8 G(T) , nous

notons eT (resp. r
T)

la translation a gauche (resp. a droite) de G
T

qui
x x T T

est definie par x. Les applications t. : x .E. determinent done un
x

homomorphisme e de G dans Aut G • Soit d' autre part f un T-automor-

( T)-1 Tphisme de G
T

on dtHinit alClrs xf comme etant egal a r f r ; dex x
cette fa<;on G opere a gauche sur Ls S-foncteur .M. G , done aussi sur

les foneteurs T ( Aut XT) et T t---7 Homp , Lie (Aut YT)).

D'autre part, 1 'homomorphisme .e induit des carres commutatifs

___

1
Homp G!T))

H°rn.r_Gr(Jp Cbr) ,GT)

(1,) ,.Aut °T)

Les images des deux fleches verticales sent les sous-foneteurs for-

mes des invariants sous 1 'action du S-groupe G. Comme la dsuxiemo fleche

horizontale est inversible d'apres 7.2.1 et qu1elle est avec l'ac-

tion de G, la premiere fleche horizontale est aussi inversible.
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7.2.3. Considerons enfin Ia cas de Auto dW<!) (119 cas de W(£:) est ana-

logue). Posons Gp . Un homomorphisme de Gp dans est

un homomorphisne multiplicatif de G dans EndO dWCV qui est compatible
p ;;g-mo

-avec les sections unites de G et de EndO dW(f). Or un morphisme de
p ;.a--mo

S-foncteurs h: G --)- End
O

dW(f) est par definition un endomorphisme de
p =S-mo

0 V j d 'apres I 4.6.2 (ii), un tel endomorphisme est induit par un
p

endomorphisme de 0 1:., c 'est-a.-dire par un endomorphisme !-lineaire
p -'-S

du faisceau ! I0 !, ou ! est la .2s-Algebre affine de Gp ' Un tel endo-

morphisme est de la forme aA (x) , ou).. est un morphisme de

.2s-Modules de ! dans !@O!. si I' on pose fA- ( ;:r !)(!!. 69 ).,) comme en
-S

7.2.1., h est finalement determine par J"w : Q. 0
0
! ! . Les hypotheses

-s
faites sur h se traduisent en disant que )J-- Mfinit una structure de

Q.-Module sur !. Une telle structure de Module est definie par un homo-

morphisme de p-Algebres de Lie de L dans End
O

d(z) •••••
- ;;g-mo

7.3. LEHME: 8i 1. est una .2s-p-Algebre de Lie finie localement libre,

119 morphisne 1.--+Lie (1J de 7. 1 eat inversible •

Le probleme est en effet local sur S. Nous pouvons done supposer

que S est affine d 'anneau R et que 1. est Le faisceau associe a. una

••• , x • Nous pouvons alors utiliser les
r

zn :::: IT zni pour tout r-upla (n
1
, ••• , n )

i r
formes d 'entiers naturels tels que 0 n

i
<p • Posant en outre

n! ::::U (n.)! et munissant 119 monoide ]\Ir de 1 'ordre produit, on voit
1. 1.

facilement qu 'on a

nz
n!

m n-m
:::: c- -L.

m! (n-m)!
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la somme etant eteOOue a tous les m de ]]\/r tels que 0 m n (Ci est

le morphisme diagonal de Q) • Comme les zn fonnent una base de U W , il
-:P

est clair qu'on a A x = + si et seulement si x est combinaison

lineaire de '1.1 ' ••• , zr ' c.q.f.d.

7.4. Pour terminer 1 'expose, nous allons donner una caracterisation des

S-preech6mas en grOupes de la forme pQ;J , ou 1. eet una .2s-p-Algebre

de Lie finie localement libre.

Soient G un S-prescMma en groupes, t.G la section unite et I
Ie noyau du morphisme de E 1

dans .2s qui definit £.G • L' image cano-

nique de Lie(G/S) (S) dans U(G) (2.5 ) s'identifie d'spres 1.3 aux morphismes

de .2s-Modules de e '.2a.) dans .2s qui s'annulent sur 1a section unite

de & 102a.) et sur l:? On rs trouva ainsi 1 'isomorphisme canonique de

Lie (o/sits) sur HomO Wl2 dB 1 'expose II • Nous poserons d 'ailleurs
2 "'"'S

<.QG/S '" 1/1 comme dans 1 'expose II, (Ie sorte que 1e faisceau Lie (G/S)

s'identifie a HomO (WG/S'.2s) •

THEOREMi: Si G est un prescMma en sur un prescMma S de carac-

teristique p > 0 , les assertions suivantes sont eguivalentes :

(i) I1 existe une .2s-p-Algebre de Lie finie localement libre 1. telle que

G soit isomorphe a Q;J •

(ii) G est affine sur S; cqGiS est un .2s-Module localement libra de type

fini et 1 'Algebre affine de G est localement iaomorphe au quotient de

1 'Algebre aymetrigue par 1 'Ideal engeOOre par les puissances

p-a-emes des sections de (J) G/S •

(iii) G est localement de presentation rinie sur S, de hau.-
I

teur!- 1 (4.13) et (JJG/S est localement libre (*).

(*) La condition sur WG/ S est en fait inutile, comme on voit en se
ramenant au cas OU S est local de corps k, et en appliquant le

au cas du Groupe G
k

•
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7.4.1. L'implication (ii) (iii) etant claire, montrons d 'abord que (i)

entraine (ii): nous constderone pour cela la suite exacte

1.

cOtmnutatif

u

De plus, la suite (*) reste exacte apres tout changement de base; par conse­

quent (Bourb., Alg. Com. II 3 , prop. 6) , La suite (*) se scinde et donne par

dualite une suite eJtacte

m 1.

oU 1. designe toujours l'Ideal d 'augmentation de l'Algebre affine A de

<1J et oU m est induit par la multiplication de A. Ceci montre que

lVc/s est lIe dual de 1., done est fini localement libre.

Supposons maintenant S affine. 11 y a alors una section

cr: u>Gis 1. de la projection canonique de I sur 1/12 ; una telle

section in:luit (lemme 7.2 ) un homomorphisme d'Algebres h: A·

Si lIon filtre A (resp• .20 par les puissances de I
-S

(resp. de 1 'Ideal engendre par W Gis)' 11 est clair que h induit un

epimorphiane des gradues associes. Done h est un epimorphisme de .2s­Modules

localement libres de rang; 10ne h est un isomorphisme.
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7.4.2. Montrons enfin que (iii) entra1ne (i): comme le morphisme de

Frobenius annule G, il est clair que la section unite de G induit un

homeomorphisme de l'espace topologique sous-jacent a S sur l'espace sous-

jacent a G. Nous pouvons done identifier S au sous-preschema ferme de

G defini par un certain Ideal 1. de .20' Comme G est localement de pre-

sentation finis sur S et que toute section de 1. a une puissance p-ieme

nulle, 1. est looalement nilpotent et G est affine sur S (EGA, I 5.1.9 ),

done fini sur S •

Soit done .! La .2s-Algebre affine de G; posons .k=
A = U (.&,)* et soit G (.&,) 1e spectre de A • D'apres Ie theoreme
-p -p p OP -p
7.2 , l'identite de .k est definie par un homomorphisme de groupes

h : p (.&,) G , dono par un homomorphisme de .2s-Algebres a:.! Ap •
11 :l'agit de montrer que a, qui induit par definition un isomorphisme de

uJG Is sur ulG /S' est un isomorphisme :
p

Pour cela, on peut se restreindre au cas oU. S est affine. n y a

alors una section -C de 1a projection canonique de 1. sur W GiS'

Comma toute section de 1. a una puissance p-ieme nulle, T induit un homo-

morphisme de .2s-Algebres

n. est e1air que·f., est un epimorphisme de .2s-Modules (confer 7.4.1 ).

D'autre part, nous avons vu en 7.4.1 que ab est un isomorphisme.

11 en va done de pour a, c.q.r.d.
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8. Cas d lun corps de base.

8. 1. Resumons maintenant les resultats obtenus dans le cas oU S est

Ie spectre d lun corps k de caracteristiQUe P > 0 • Disons alors qu lun

S-prescMma en groupes est alg8brigue s1 le prescMma sous-jacent est de

type fini sur S: d1apres Ie theoreme 7.2 Ie foncteur , gui associe

a toute k-p-algebre de Lie 1. de dimension finie sur k 1£. k-groupe

C§p (J:) , est alore ad.ioint a gauche au foncteur qui associe a tout k-groupe

alg8brigue sa p-algebre de Lie sur k , Dlapres 7.3 et Ie tMoreme 7.4.1 ,

le foncteur induitune equivalence de la categorie des

de Lie de dimension finie., sur celle des k-groupes algebriques

de hauteur ?. 1 • Comme Vi est un foncteur adjoint a gauche, 11 commute
.... nP

awe limites inductives; comme 1 'inclusion de la categorie des k-groupes

algebriques de hauteur f dans caLle de tous les groupes algebriques

commute manifestement awe limites projectives finies, on voit finalement que

est un foncteur exact: par exemple, si i: 1.c 1.1 et

q : 1.
1

sont des homomorphismes de k-p-algebres de Lie et si La suite

-0

i
---70) L --4 b 0

-1 Co

formee par les espaces vectori"lls sous-jacents, est exacte, alors p (i)

est un isomorphisme de rt: (L) sur Le noyau de {e, (q) ; 1 'image de (i)
d/P-c ;lp s»

est done un sous-groupe d:Lstingue de et fjpCq) induit un iscmor-

phisme du quotient de Ce 'I par eel scus--groupe distinguG sur (b..,.) •Jp l' dP <-

8.2. Proposition: Considerons una suite exacte de alg6briques

sur un corps k de caracteristigue p > 0

1 G'

et les assertions suivantes :

(i)

(ii)

(iii)

La morphisme u est Li sse ,

G' est Li.asa ,

Pour tout entier n >0 , la suite
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__ Gil

Fn

1

est exacte.

(iv) Le morphisme FU : FG est un epimorphisme

(v) Le morphill!!le Lie u : Lie G Gil eat sur.iectif (II 4. 11 ).

Alors on ales mPlications (i) (ii) -9- (iii) :::::> (iv) #(v) et toutes les

assertions sont 6guivalentes lorsgue G est lisBe sur k.

En effet, (i) 8qJlivaut a (ii) d 'apres l'expose VI rappelons en effet

que (i) entra1ne (ii) d 'apres SGA II 1.3 ; d 'autre part (ii) signifie que u

est l1aae a I 'origine (SGA II 2.1 ; u est plat parce que epimorphique), done

partout.

De m&ne, I '6qJlivalence de (iv) et (v) resulte de l'equivalence definie

en 8.1. entre la categorie des k-groupes algebriques de hauteur et celle

des p-algebres de Lie de dimension finie sur k,

L'implication (11) =i;> (iii) resulte du diagramme

__-.+) G' v:;, G u) Gil

Fn(G'/k) ! Fn(G/k)J FIl(GII/k)t
G,(pn) ') G(pn) G,,(pn...)_---+> 1

v (pn) u(pn)

dont les deux lignes sont exactes : comme Fn(G'/k) est un epimorphisme d'apres

Ie corollaire 8.3.1 ci-dessous, u induit un epimorphisme de G sur G"
F
n

F
n

(generaliser Ie lemme du serpent aux faisceaux en groupes non

commutatifs) •

Enfin,lorsque G est lisse sur k, F(G/k) est un epimorphisme. Si,

de plus, FU est un epimorphisme, Ie meme lemme du serpent applique au dia-

gramme ci-dessus pour n = 1 montre que F(G'/k) est un epimorphisme, done

que G' est lisse sur k (8.3.1 ci-dessous).

8.3. Proeosition: §! G est un groupe alg8brique sur un corps k

earagteristigue r > 0 , U existe un entier no tel que G/FfJ.G soit lisee
Jm!. k pour n.? n •

(l
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Comme la construction de G!FnG commute a I' extension du corps de

base (4.1.1 et VIA' 4.7 ), nous pouvons supposer k parfait (SGA II 5.5 ).

Dans ee cas, G
r ed

est un soue-greups a1gebrique de G (VIA 0.2) et L'on a

Le diagrarmne commutatif et exact

OU l' on a posa H == Gred \ G. Or H est 1e spec tre d' une k-algebre finie I

locale, de corps residuel k (VI
B).

Par consequent, il existe un entier no

tel que pIl(H/k) se factorise a travers l'unique section de Spec k dans

H(pn) , 10rsque n n • 11 s 'ensuit que, pour n n , Fn(G!k) sao . , 0

f'a::liorise a travers G(pn); l'homomorphisme h: G! G , qui est
red Fn re

defini par cette factorisation, est un monomorphisne (VIA 5.4) et induit

un homeomorphisme des espaces topologiques sousjacents; c 'est done un Lsomoe-

phisme (VI G(pn) est :reduit). Comme G(pn) est Usse sur k (VIA' 1.3.1 ),
B' red red

COROLLAIRE: Soit n un en tier 1. Alors G est 1isse sur k si et

G! G
Fn

8.3.1.

est USM sur k, lorsque n n •o

seulement si Fn(G/k) est un epimotphisme.

Si G est 1isse sur k, G est reduit et Fn(G!k) est surjectif, done

n (pn)est un epimorphisme. Reciproquement, eomme F (G/k) cotncide avec

Fn(G(pn)/k) (confer 4.1.3) Fnm(G/k) est un epimorphisme pour tout m si

Fn(G/k) en est un. On a a10rs G! G G(pnm). Comme G! G est lisse

sur k pour m grand, et G Ie sont ega1ement.

8.4. Dans les deux enonces qui terminent oat expose, nous reVenons au

cas d 'un corps k de caracteristique quel.conqua,

Lorsque k est de esracteristique 0 (resP. p > 0) , soit n

un entier 1 (resp. un entier 1 et premier 'a p) : dans les deux cas,

noua disons simplement que n est premier a Is oaracteristique de k ,
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De plus, si G est un preschema en groupe s sur k, nous notons

n
G

: G G le morphisme de k-preschemas q)li applique un element x de

G(T) sur xn E. G(T) , lorsque T est un k-prescMma.

Proposition: Soient G un groupe algebrigue sur un corps k et n un entier

premier a la earacteristigue de k. n
G:

G G est un morphisme

etale al'origine.

Soient en effet A l'anneau local de G a l'origine et 1 l'ideal

maximal de A. D'apres II 3.9 I l'application Lie : Lie G Lie G ,

qui est irduite par n
G,

est l'homothetie de rapport n. C'est done un

isomorphiane ainsi que l'endomorphisme induit par "c sur 1/12• Si k est

de earacteristique 0, G est lisse sur k (VI
B:,

voir aussi VIIB § 3);

donc A est regulier et n induit un automorphisme du gradue associe a A,
/'

donc aussi un automorphisme du complete A de A.

8i la caracteristique est p> 0 et si G est de hauteur 1

A est isomorphe au quotient de l'algebre syInetriq)le de WG/k = 1/1
2

par

l'ideal engendre par les puissances p-iemes des elements de WG/k (7.4)

on peut appliquer alors La t1meme" ra.:i,.sonnement qu 'en caracteristique O.

8i G est de hauteur r et si nous supposons notre assertion

demontree pour les groupe s de hauteur r-1 , soient B, A et C les

algebres affines de FG I 0 et OF = FG\ G • Appelons 113 , nA et It les

morphismes de B, A et C qui sont induits par n G' nG et nG • Comme
F F

It est un isomorphisme d 'apres l'hypothese de recurrenCe et que A est plat

aur C (VIA 3.2), n
A

est une bijection si et seulement si nA(i!)C(C/EJ

en est una (.r. Msigne le radical de C); or n/?)C(C/IJ n'est autre que

Enfin, lorsque G est un groupe algebrique quelconq)le sur un corps

de caracteristique p > 0 , ce qui precede montre que "c induit des auto-

morphismes des k-schemas G ; cas schsmas sonb affines sur k et ont pour
F r

algebres les quotients de 1 'algebre locale A par l'ideal 1h} engendre
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par las puissances pr_i eme s des sl.aments de I. Co-mme n
G

dsfinit des

automorphismes des algebres A/I fprj , on voit Pl;,I' passage a la limite pro-

jective, que n induit un automorphisme tie A.

8.5. Proposition:..§.2.ti. G un grouEi /iIlgebrigue fini , de rang n ..§l!!:

le corps k , Alors "c ' G --? G est Ie mg;ryhisme nul de G (confer 8.4 ).

Soit F un soua-groupe distingus de G de rang m sur k.

Avec les notationg de VI
A,3.2,

Ie carre

.FxG
),

G)
I 1ean,PT2 1
V
G

ean,
F\ G

est ea:rt8sien. Comme G F \G est fidelement plat, quasi-compact

(VIA 3.2 ), et que pr
2

est localement libre de rang m, il rssulte de

l'jGA IV 2.5.2, que G F \G est localement libre de rang Ii •

On a done \ G)xrgl = rgkG •

D'un autre cets, on c una suite exa.cte de groupaa "abstraits"

1 F(T) -+ G(T) ---+ (F\G)(T)

quel que soit Ie k-prescMma T; il est done clair que nG est nul si

et (l'llIl-1)F \ G Ie sont , 8i Fest la composanba coensxe de l'origine

de G, F\G est etale (Vl
B},

de sorte q'l'onpeut suppoaer G stale sur k

ou connexe.

8i G est stale, on sa ramene, par extension du corps de base, au

pas em k est algebriquement olos. Dans ce cas, G .:lst un groupe constant

(I 4.1), et l'enonoe est olassique.
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5i G est connexe et non nul, la caracteristique p de k est

necessairement > 0 VU
B

§ 3); les eous-groupes G fonnent alore

una suite de composition de G, dont les quotients sorrt , hauteur 1 •

Ceci nous ramEme au cas ou G est de hauteur 1 : soient alore

A 1 'algebre affine de G et L son algebre de Lie; si [L:k] = r, le

rang de G sur k est pr (VIlA 5.3.3) ; nous allons done etudier le

morphisme PO: G --7 G defini par 1 'elevation a la puissance pieme •

Oe morphisme pG def'init de s endomorphisme sPA et Pu de A et

de l'algebre enveloppante restreinte U = Up(L) de L. L'application Pu

Be decompose conme suit

U - __ ___ u

I::. t designs 1 'homomorphisme d 'algebres qui applique x EL C. U sur

x@1@ •••QCl + 1@x0••• +•••+ l@l@ •••«lx, tandis que est l'appli-

cation lineaire qui envoie u
1
® u

2
@ •••@up sur le produit u

1u2
•••'),.

sr x 1' x2' ••• , xr sont r elements de LCU, on a done

r P

p(-II
mU j=l i=l

i
\It

1@ •••@x.@ ••• (l91 )
J

rr est clair que l'expression n L l@ •••@x.® •••@ 1 est
j i J

une somme de pr termes x
h

indexes par les applications h de

i 1,2, •.. ,r} dans f 1,2, ••• ,pJ • Une telle application definit un preordre

Bur [1,2, ••• ,r} tel qu'onait i j 8i et seulement si h(j);

de plUS, on a = si h et .l definissent le meme preordre, de

sorte que nous pouvons scrire = x.n.' ou .Q. est le preordre defini

par h. On a par consequent

• x
.Q.

aU .Q. parcourt le s relations de preordra sur {1 , ••• , r} telle s que l'ell-

semble ordonne associe ait au plus p elements, et OU s(£) est 1e cardinal

de l'ensemb1e ordonne associe a £.
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Lorsqle r < p , tOllS les termes sont nuls, de sorte

que Pu(Z1 •••X) = 0 • Autrement dit, Pu s'annule sur Ie soue-eepace vecto-

riel u;.1 de U, qui est engendre par les produits x1•••xr ' r <p , xiEL •

Or, 11 relllU.te facilement de 7.3 que l'isomorphiane canonique du dual U*

sur A, qui est deerit en 7.4 , identifie l'orthogonal de U;"1 a Ii

(IA= ideal d'aupaentation de A; confer aussi VIIB 1.3.6 at 4.3 ).

*L'i8omorphisme de U sur A, permet aussi d' identifier PA a l'application
transposee de PU' de sorte que l' applioation oomposee

can.

est nulle. Dono pA applique IA dans et (pA)r applique IA dans

• COllIDe est nul d 'aprh 1e tMoreme 7.4 , 1 'egalite

,r > r(p-1) montre que annule I.a.' c.q.f.d.
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ETUDE INFINlTESlMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

par P; Gabriel

B) Groupes formels

L'etude des groupes formels est habitue11ement d1une simp1icite

Si cela n'apparait pas clairement dans les pages suivent, la

responsabilite en incombe a un arithmeticien, pretend connaitre des

groupes formels Sur "autre chose que des corps II • Nous avons done deroule

pour les groupes formels "localement libres sur des limites projectives

d'anneaux artiniens ll les generalites qu ton enonce d'habitude pour les

groupes formels definis sur un corps. Pour une etude plus detaillee de ces

derniers, nous renvoyons au seminaire de geometrie algebrique 1964/65 de

Heidelberg-Strasbourg.

O. Rappels sur les anneaux et modules pseudocompacts.

Ce paragraphe contient que'Lques preliminaires nous y

rappelons et completons resu1tats de C.A. (Des categories abeliennes,

Bul. Soc. math. de France, 90, 1962).

0.1. Un anneau pseudocompact a gauche est un anneau avec element unite,

topologique, separe, complet et possede une base de voisinages de 0
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formee d'ideaux a gauche g. de colongueur finie (i.e. longA(A/il) < + et:J ).

Nous allons eupposez- ici que A est commuta tif, de sorte qu td.L n 'y a pas a

distinguer "entre le. gauche et Ie. droite". En pa.rticulier, les quotients

sont munis de structures dlanneau artinien et A s'identifie a la

limite projective topologique de ces anneaux qulon munit de la topologie

discrete.

Un anneau local noetherien complet est evidemment pseudocompact,

Un ideal ferme de A est l'intersection des ideaux ouverts qui Ie

contiennent. Un ideal ferme maximal est done ouvert. De plus, 8i .R. est un

ideal ouvert de A, le s ideaux maximaux de AI§. correspondent biunivo-

quement aux ideaux maxfmaux fermes .! qui contiennent { • Le localise

(A/§.)m de AI par rapport a un ideal maximal ferme .! est donc un an-

neau local si m contient./! et est nul sinon. Comme 1 'anneau AI.f!, est- -
artinien, il est produit direct d'un nombre fini dlanneaux locaux, ce qu'on

peut ecrire

AI f.

en designant par ..n.. (A) 11 ensemble des ideaux maximaux fermes de A •

On tire de Ie. des isomorphismes "canoniques"

A =:: lim Ale. -:J. 11" (AI -::.-r:r lim (A/-!)m IA_m- 'e - - - 7 -

ou lIon a pose = lim (AI!:.)m • Cette composante locale Am est une
7

limite projective filt;ante dlannee.ux locaux; clest done un anneau local qui

est pseudocompact pour la topologie de la limite projective (les anneaux
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}!!. sont artiniens et munis de la topologie discrete).

0.1.2. Soit L(A} 1 'intersection des ideaux maximaux fermes de A,

olest-a-dire Ie cartesien des ideaux mA identifie A
r'" _!!.

a TIA • Pour tout ideal ouvert.g de A, l'image de L(A) dans A/.f
!!. !!.

est contenue dans Ie radioal de AI -f. • Une certaine puissance de cette image

est done nulle, de sorte que .!:.(A)n est contenu dans .e Loraque nest

assez grand. La suite des L(A)n tend done vers 0; 11 en va de de la

suite des xn, x appartient a .!:.(A). Autrement dit, tout element

de L(A) est topologiquement nilpotent et la est claire. II s'en-

suit que la suite de terme general 1 + x +••• + xn est convergente et

converge vera 1/(I-x) Loraque x L(A). Cela montre que !:o(A) est le

radical de Jacobson de A (Bourb., Alg., chap. 8, § 6, theo. 1).

Si A et B sont deux anneaux pseudooompacts, un homomorphisme de

A dans B est, par definition, une applioation continue compatible aveo

Itaddition, la multiplication et les elements unite. Un tel homomorphisme

envoie un element topologiquement nilpotent de A sur un element topologiquement

nilpotent de B ; il applique done Ie radical de A dans Ie radical de B.

0.2. Soit A un anneau pseudocompact (oommutatif). Un A-module

pseudooompact M est un A-module topologique, separe, complet, unitaire

qui posaede une base de voisinages de 0 formee de sous-modules M' tela

que MIM' soit de longueur finie sur A • Si M et N sont deux A-modules

pseudocompacts, un morphisme de M dans N est par definition une application
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A-1ineaire continue. Les A-modules pseudocompacts forment une categorie

abe1ienne qui a pour cogenerateurs les A-modules pseudocompacts de longueur

finie (dont la topo1ogie est done discrete). Si (Mi) est un systeme pro-

jectif de modules pseudocompacts, la limite projective des Mi a pour module

sous-jacent la limite projective des modules sous-jacents, pour topologie

celIe de la limite projective. De plus, 1e foncteur limite projective est

exact lorsque les indices forment un ensemble ordonne filtrant

(Axiome AB5*).De merne, si f est un morphisme de A-modules pseudocompacts,

Coker f a pour module sous-jacent Ie conoyau des modules sous-jacents et

la topo1ogie de Coker f est Ie quotient de celIe du but de f •

(confer C.A., IV, § 3).

Chaque composante locale A de A est un facteur direct de A,m

done un objet projectif de la categorie des A-modules pseudocompacts

(A est manifestement projectif). II resulte de C.A. (IV, § 3, cor. 1 au

theo. 3) que tout A-module pseudocompact projectif est un produit direct

(topo1ogique) de tels Am'

Un A-module pseudocompact M est dit topologiguement libre s'il

est isomorphe au produit d'une famil1e (Ai) d'exemplaires de A • Une

famil1e (mi) d'elements de M est appelee une pseudobase de M si les

applications A-lineaires de Ai dans M qui envoient l'element unite de

se prolongent en un isomorphisme de U A. sur M •
J. J.

0.2.2. Si M est un A-module pseudocompact, M* designe Ie A-module

Hom (M,A) forme des applications A-lineaires continues de M dans A.c
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Lorsgue llanneau A est artinien, Ie foncteur P P* est une anti-

equivalence de la categorie des A-modules pseudocompacts projectifs sur celIe

des A-modules projectifs. En particulier, lorsgue A est un corps,

p ......--, P* est une antiequivalence de La categorie de tous les A-modules

pseudocompacts (on parle aussi d'espaces vectoriels lineairement compacts

A) sur celle des vectoriels.

0.3. Soient M et N deux A-modules pseudocompacts et Hom (M,N) lec
Mgroupe des morphismes de M dans N. Notons en outre h Ie foncteur quic

associe a tout A-module

Hom (M,N). On sait alorsc

pseudocompact de longueur finie N le groupe abelien

Mque Le foncteur M h est une antiequivalencec

de la categorie des A-modules pseudocompacts sur celle des foncteurs exacts

a gauche (C.A., II, theo.l). Si L at M sont deux A-modules pseudo-

compacts, on definit donc a isomorphisme pres un A-module pseudocompact
,/'"

L 1'& AM en exigeant que le foncteur N Homc(L .fl!'l,N) soit isomorphe

au foncteur N Bil (LXM,N), Bil (LxM,N) designant l'ensemble desc c

applications A-bilineaires continues de LxM dans un module de longueur

finie N.

A.

On peut decrire L AM comme la limite projective des A-modules

(discrets) LI et M' parcourant respectivement les sous-

modules ouverts de L et de M: soit en effet 'f: Lx M N une appli-

cation bilineaire continue de LxM dans un A-module (discret) de longueur

finie. D'apres le lemme 0.3.1 ci-dessous, il existe des sous-modules ouverts

LI et M' de L et M tels que <.f'(L'xM) =<f(LxMI) =£0; • Cela

signifie que l'application Cf: L @ AM N, qui est induite par {f, est
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de la forme ou pest la projection canonique de 1 0 AM sur
A

(1/1 1 ) Si If est obtenu en composant if I avec la projection
A

canorrique de la limite proj ective 1 (i) AM sur (1/1 I ) @A(M/M I) $ il est clair
,...

que llapplication tf I-----c)o est une bijection de Bilc {1
XM,N) sur

A

Homc{1 •

....
1e module pseudocompact est done Ie separe complete de

1@AM pour la topologie lineaire definie par les noyaux des projections

oanorriquea de 1 (!)AM sur (1/1 t ) @A (111M I). Si :x: et y appartiennent a
,..

1 et M , l'image de :x:'lJAy dans Ie produit 1®AM

....
sera notee :x: G)AY •

1EMME: Soient 1, M II N A-modules pseudocompacts,

N etant de longueur finie. Si <f: t.x M N est une application

A-bilineaire continue, il e:x:iste des sous-modules ouverts L' II Ml

L II M tela que f (JJ t x M) = tp (L x 11') = to) .

En effet, est un voisinage ouvert de (0,0) , done

contient un ouvert de la forme 1tXM1 ,ou 1 1 et Mt sont des sous-modules

ouverta de L et K • Comme 1/1 1 eat de longueur finie, il exiate des

elements xl' ••• ':X:r de 1 tels que 1 1+Ax
1+ ••• +Axr = 1 • Si Ml est

"assez petit", on a aussi If{x.,M') = 0 pour tout i, parce que l'appli-

cation Y (Xi,y) est continue; on tire de la if (1,M') = {o} ; de

<p (L I,M) = { °Jsi L I est aasez petit.

SoH l' f ) L 1" ° une suite exacte de

A-modules pseudocompacts. 11 est clair que la suite induite
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o (L"X M,N) ---'l> Eil (LXM,N) --7 Eil (L IX M,N)c c c

est exacte pour tout A-module pseudoccmpact 11 at tout N de longueur

finie. Cela signifie que la suite des foncteurs exacts a gauche representes
A

par LOAM" , L fi)AM et L @AM' est exacte, autrement dit que La suite

A

L'0 MA

est exacte : Ie foncteur produit tensoriel complete est exact a droite.

Prenons en particulier pour L llanneau A, pour f l'inclusion

d1un ideal ferme dans A, pour g la projection canonique de A sur

"'"• On peut alors identifier A(i)AM a M au moyen de l'application

X@AY x.y • Comme l'image de est fermee dans M (C.A., IV, § ;)

""et que llimage de est partout dense dans llimage de

n'est autre que lladherence du produit dans M • La. suite
A

entraine done que s'identifie a •

LEMME de Nakayama : Soient A un anneau pseudocompact, M

A-module peeudocompact et un ideal de A contenu dans le radical £(A) •

L1egalite = M entraine alors M = 0 •

Soient en effet M' un sous-module ouvert de M et M" Le

quotient MIM' • Comme M" est discret, est ferms dans M", done

egal a • D'apres O.J.2. , 1 'application canonique de dans

est surjective, de sorte qu'on a = .. M" si

mais ceci entraine M" = 0 , car M" est un module de type fini sur A

(Naka;yama) ; par consequent, tout sous-module ouvert Ml de M est egal a

M , qui est done nul.
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On tire du lemme de Nakayama. les consequences habituelles I si .!l

est un ideal ferme contenu dans Le radical de A at f: M N un mor-

phisme de A-modules pseudocompacts, fest surj ectif si llapplication

induite fl de dans l'est (appliquer le lemme 0.3.3 a
Coker f ). De mame, si Nest projectif, fest inversible si ff l'est

(en effet fest surjectif, done possede une section; on applique alors

0.3.3 a Ker f ).

Lorsque A est local d fideal maximal .!!!, on peut aussi deduire

de 0.3.3 Le theoreme d 'echange qui suit : si M est un A-module topolo-

giquement libre de pseudobase (mi\ E I (0.2.1 ) et N un facteur direct

(feDne) de M , il existe une pseudobase de M formee d'elements de N et

de certains mi I en effet, cela est clair lorsque A est un corps (se ser-

vir alors de la. dualite de 0.2.2 et appliquer Ie tMoreme dfechange habituel);

par consequent, N/!Jlf a pour supplementaire un module topologiquement libre

sur AI.!!! de pseudobase (iiii) i(: J ' ou mi est 11 image de mi dans M.I!!14

et J une ptrtie de I. ss P designe le produit direct W Ami '

lfapplication canonique de N$ P dans M est "bijective modulo.!!!" ella

est done bijective d 'apres ce qui precede (pour une autre preuve voir

C.A., IV, § 2, prop. 8).

0.3.5. Considerons maintenant trois A-modules pseudocompacts L, M

et N, N e tant de longueur finie. Soit "'f' un element de 1 t ensemble

Hom (M,N» des applications A-lineaires continues de L dans Iec· c

module Homc(M,N) muni de la topologie discrete. Un tel "y dSfinit une

application bilineaire continue 1" : (f. ,m) i" (.e )(m) de LxM dans N.
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On obtient done une autre caracterisation de Homc(L@AII1,N) , qu ton va uti­

liser lorsque M est la limite projective d1un systeme projectif filtrant

de A­modules pseudo­compacts M. . On a alors des isomorphismes naturels
.

Hom (L@AlimMi ' N) Hom (1 , Hom (lim M.,N»::: Hom (1,lim Hom (l\L;N»c c c<­­ o -;> e::.

'" ......
""'­"" lim Hom (1,Hom lim Hom Hom (lim 1@,M.,N)

c c --+ c .... .... 1

qui permettent d1identifier
"...

1 Q'JA(lim M.)
A

a limCL6!>,M.).r- .... 1

En particulier, Ie produit tensoriel complet8 commute aux produits

infinis. Par exemple, comme l'anneau A est Le produit de ses composantes

locales A (§ 0.1.), tout A­module pseudocompact M (­:::A@AM)s'identifiea
"...

au produit des modules M = A @ ,M (les locales de M).m m ....­ -
De meme, soient M et N deux A­modules pseudo­compacts et

cons tderons l'application <.f: Mll'@AN* (0.2.2) qui associe

8. un element f0g de l'application m@nl­7f(m)g(n) de MiAN

dans A. Cette application cP est bijective lorsque M est isomorphe a A •

* * "" *Comme les foncteurs M M @AN et M (M0
AN)

transforment un

produit direct en somme directe lorsque A est artinien, on voit que 'f
est un isomorphisme chaque fois que A est artinien et M topologiquement

libre (ou plus generalement projectif).

A,

Pour tout ideal maximal ferms .!!! de A Ie foncteur M r­­­?>Am

est evidemment exact. Comme tout A­module pseudocompact projectif P est un
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produit de modules de la forme A ,il en resulte que Ie foncteurm
,..

M AM est exact Lor-sque Pest projectif. La reciproque est vrat e

PROPOSITION: Soient A un anneau pseudocompact, P .l::ID. A-module
....

pseudocompact. Le foncteur M P@if est exact s1 et seulement si P

est projectif.

;0-

Comme Pt$?)AM est Le produit de ses composantes locales

on est ramene au cas ou l'anneau A est local. On va prouver alors que P

est topologiquement libre : pour cela soit l'ideal maximal de A; alors

P1!fiP est un espace ve ctoriel lineairement compact sur done un produit

dtexemplaires de II Y a done une famille

A et un isomorphisme Lf: 1 'I (Al]]) pi'£?
jectif, il y a un carre commutatif

n y
)0 Pif:: I Ai

pl q1
tp

l' FIJIl!!

(A.). I d1exemplaires de
1. 1. t

• Comme tE:.1I Ai est pro-

ou p et q designent les projections oanoniques. Appliquant Ie lemme
,...

de Nakayama aCoker 'J' et notant que ffl,iA"'¥ n! est autre que 'f,
on voit que y est surj eoUf •

Posant alors E = Ai et N = Ker lr, on a Le diagramme

oommutatif et exact suivant :
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o

t
- - - ....... ,

\

\
0 J
I

Le "lemme du applique aux deux premieres lignes montre a.l ors que Le
,.. .....

morphisme A/!!l $AN A/!!liS'AB est un monomorphisme. Comme cp est un

isomorphisme et que la dermere ligne est exacte, A/!!!0AN est nul; d'ou

N = 0 (0.3.3) et "f est un isomorphisme.

Corollaire: Soient A un anneau local, noetherien, complet et

P .Yn A-module pseudocompact. P est topologiguement libre si et

seulement si P est plat sur A •

"En effet, l'application canonique de M0
A
P dans Mfl)AP est bi-

jective Ler-sque M est egal a. A , done lorsqua M est noe ther-Len (prendre

une presentation finie de M et utiliseI' l'exactitude a droite du produit

tensoriel et du produit ten50riel complete). Or P est plat si et seulement

si Le foncteur M I---? M est exact que.nd M pa roour t les modules

noetMriens. De mime, on a vu dans le. demonstration de la proposition 0.3.5

que Pest topologiquement libra si la suite

o __ 0

est exacte. Done Pest topologiquement libre 5i et seulement si Ie foncteur
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....
M est exaot quand M paroourt les modules noetheriens.

Le eorollaire resulte dono de I' egalite M$ AP = Mi AP ci-dessus.

0.4. 50it k un anneau pseudocompact. Une k-algebre topologique A

(avec element unite at commutative) est dite profinie si Ie k-module topo-

logique sous-jacent est pseudooompact. 8i tel est Le cas et si 1. est un

k-sous-module ouvert de A, I' application compoaee 'P

AxA multo
A

can.

est continue. D'apres Ie lemme 0.3.1 , il existe un k-sous-module ouvert

l! de A tel que If (Axl!) = 0 • Cela signifie que .f contient l'ideal ouvert

A•.!!. et entraine que A est unanneau pseudocompact.

Considerons de meme un A-module topologique M dont Ie k-module

sous-jacent est pseudocompact. 8i M' est un k-sous-module ouvert de M,

Ie lemme 0.3.1 applique a l'application

AxM multo

montre que M' contient un A-sous-module ouvert, done que M est aussi un

A-module pseudocompact.

5i A et B sont deux k-algebres profinies, un morphisme de A

dans B est, par definition, un homomorphisme continu de k-algebres.

La categorie des k-algebres profinies possede evidemment des limites pro-

jectives : l'algebre sous-jacente a une limite projective est la limite



488

projective des algebres sous-jacentes; la topologie est celIe de la limite

projective. De meme, il y a des limites induotives finies : par exemple, si

f : A B et g: A sont deux morphismes de k-algebres profinies,

--la somme amalgamee de B et C sous A a BOAC pour A-module topologique

Bous-jacent (d1apres 0.4 ,f et g munissent B et C de structures de

A-module pseudooompaot); la multiplication de est evidemment telle

qu'<:>n ai t si b,b' f B et 0,0' C

On notera desormais Al/k la categorie des k-algebres profinies.

Une k-algebre profinie C sera dite de longueur finie si le

k-module sous-jaeent est de longueur finie (done diseret); nous noterons Alf/k

la aous-categorie pleine de Al/k formee des k-algebres de longueur finie

et, pour toute algebre profinie A, hA sera Le foncteur C t-----» HomAl/k(A,C)

de Alf/k dans la categorie (Ens), 11 est elair que hA est un foneteur

exact a. gauche; de plus, lorsque { pareourt les ideaux ouverts de A, les

projections canoniques de A SUr A/!:. induisent un isomorphisme

ehaque foi8 que C est de longueur finie. Cela signifie que hA est la

limite inductive des foncteurs representables hAl!: ; si Best une autre

k-algebre profinie, on a done des isomorphismes

HomAl/k(B,A) ,Q: HomA1/k(B,A/{) z: lim hB(A/1J )

= lim Hom(hA/
g

,hB) '::::Hom(hA,hB)
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qui montrent que 1e fonct eur contravariant h? : A hA es t pleinement fidele.

En realite,
?

h" est une antieguivalence de Al/k sur la categorie

des foncteurs exacts a gauche de Alf/k dans (Ens). 11 suffit en affet,

dtapres ce qui precede, de montrer que tout foncteur exact a gauche Fest

isomorphe a un foncteur du t,ype hA; pour cela, on peut construire A comme

suit (TOTE II, § 3) : comme F est exact a gauche, il y a, pour toute

k-a1gebre de longueur finie C et pour tout element S de FC, une plus

petite aoua-a'lgebre CI de C, telle que f appartienne a. 1 1image de FC I

dans FC; si l'on a C' = C , on dit que le couple (C, est minimal.

Les couples minimaux forment une categorie si l'on prend pour morphismes de

dans (D, '7) les homomorphismes If de C dans D tel s que

=,; il est clair qu tun tel 'f est une surjection et que 1a

eategorie des couples minimaux est "filtrante a gauche II • De plus, comme on

peut manifestement se restreindre aux couples (C, r) tel que C appar-

tienne a un ensemble contenant des k-algebres de longueur finie de chaque

type, le foncteur (C,}) \----)-C , qui a pour categorie de depart celle des

couples minimaux et pour categorie d'arrivee celle des k-a1gebres profinies,

possede une limite projective; on prend pour A cette limite projective.

L'existence dtune antiequivalence de Al/k sur la categorie des

foncteurs exacts a. gauche de Alf/k dans (Ens), entraine par exemp1e que

A1/k possede des limites inductives infinies : en effet, 1a categorie des

foncteurs exacts a gauche possede des limites projectives, qui sont definies

par la formule

lim F.(C)
Eo-- 1.

lorsque C est une k-algebre de longueur finie et (Fi) un systeme

projectif de foncteurs.
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0.5. Soient k et .t. des anneaux pseudocompacts et If I k .e
un homomorphisme (0.1.3 ). Pour tout k-module pseudocompact M , nous no-

""tons Ie separe complete de pour la topologie lineaire

definie par les sommes des images de M'@ £, et 2. ' dans M0k 1.
k k

( (MI,.t I) paroourt les couples formes d 'un sous-module ouvert de 1\1 e t
A

d 'un ideal ouvert de t) ; de si mf;M et x f; -t" nous notons ml2lkx
A f) /... n

llimage canonique de dans M(lJkJ; • 11 est clair que M0k -G est

un i. -module pseudocompact.

Associons a tout R-module pseudocompact N et tout morphisme

f I M0kt N 1 'application f' : m f(m@kl) de M dans N.

11 est clair qut on obtient ainsi une bijection de Homc (M0 k t ,N) sur lIen-

semble des applications k-lineaires continues de M dans Le k-module de-

duit de N par restriction des scalaires. On en deduit comma en 0.3.2 at

"0.3.4 que Le foncteur M M®k.t est exact a droite et qu1il commute

awe produits infinis et au produit tensoriel complete.

Enfin, si A est une k-algebre profinie, il y a sur A@k.E.

una et une seule structure de -.e -algebre profinie telle que

(m0kx)(n0kY) = (mn)0k(xy) si m,n £ A et x,YE..e.. On dit que A@k1l.

est llalgebre deduite de A par 1 t extension des scalaires Le foncteur

est exact a droite.
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1. Varietes formelles sur un anneau pseudocompact.

1.1. On peut assoeier a tout anneaU pseudocompact A un schema formel

(mA I 10.4.2 ) en procedant comme suit l 1 'espace topo1ogique sous-jacent

est 1'ensemb1e .!l.(A) des ideaux maximaux fermes de A, qut on munit de la

topologie discrete; le faisceau structural a le produit cartesien

pour eapace des sections sur une partie E de.n. (A) • Le/ schema formel ainsi

obtenu est note Spf A (Le spectre formel de A) •

Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un morphisme de

Spf B dans Spf A consiste en Ie. donnee d'une application f de -f.l(B)

dana Jl(A) et d'une famille d'homomorphismes fy ) de Af(y) dans

B (y E- Sl.(B». Un tel morphisme induit un homomorphisme de A (Ie produity

des A ,x Sl(A» dans B (Ie produit des B) et 1a reeiproque est vraie:x y

si tf l A B est un homomorphisme continu d'algebres, l'image reei-

proque if -l(,!!) d 'un ideal maximal ferme (done ouvert) de B est un ideal

ouvert premier de A ; il est done maximal dans A et on peut poser

,!! = if -lew = (Spf)(.n) ; 1 'application if induit alors un homomorphisme

de A,!! dans B,!!

On voit done que Ie foncteur contravariant A Spf A est

pleinement fidele. Bien que nous ne parlions ici que de schamas formels de

la forme Spf A , noue utiliserons Le langage desschemas formels plut6t

que celui des anneaux pseudocompacts pour appuyer nos assertions sur une

intuition geometrique.

1.2. Soit k un anneau peeudocompact. Nous appellerons variate formelle
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sur k tout seMma formel X au-dessus de Spf k qui est isomorphe a un

k-scMma formel Spf A pour une eertarine k-algebre profinie A. L'algebre

A est alors isomorphe a llalgebre affine de X, c1est-a-dire a l'algebre des

sections du faisceau structural!? X de X • Dlapres 1.1 Le foncteur

A Spf A est une antiequivalence de Al/k (0.4.1 ) sur la sous-categorie

pleine Vf/k de La categorie des echemas formels sur Spf k dont les objets

sont les k-varietes formelles.

La categorie Vf!k possede des limites projectives et inductives

soient par exemple Y,Z des k-varietes formelles au-dessus d1une meme

k-variete formelle X et soient A, B, C les algebres affines de X, Y, Z

dlapres 0.4.1 , llalgebre affine du produit fibre yx XZ slidentifie a
A

B@AC , de sorte que llinclusion de Vf/k dans La categorie de toua les

k-schemas formels commute aux limites projectives finies (cf.EGA I 10.1).

De m@me, les limites inductives de k-varietes formelles correspondent aux

limites projectives de leurs algebres affines : soient, par exemple,

d,e : X:==; Y une doubk e-f'Leche de Vf/k; l'algebre affine de Coker(d,e)

est isomorphe au noyau des homomorphismes induits sur les algebres affines

de X et Y ; mais on peut aussi donner de Coker(d,e) la construction

suivante : l'ensemble sous-jacent a Coker(d,e) est Ie conoyau des ensembles

sous-jacents; si pest la projection canonique de l'ensemble sous-jacent

a Y sur Le conoyau et si z appartient au conoyau, llalgebre locale de

Coker(d,e) en z est Ie noyau de la double-fleche

d ' ,e I n
q(x)=z

(fJ,
-X,x

ou lIon a pose q = pd '" pe et OU d' et e' sont induits par les
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homomorphismes dx et eX (notations de 1.1).

Enfin, si <f: k -!. est un homomorphisme d 'anneaux pseudo-

compacts et X une k-variete formelle d'algebre affine A , Ie preschema

formel X Sp>t k Spf 1. , obtenu par changement de base, est une 1!. -variete

formelle, que nous noterons aussi X@kl et qui a pour algebre affine Ie

produit tensoriel complete A®k.l (confer 0.5 et EOA I 10).

Comme toute variete formel1e sur k se decompose en varietes for-

melles sur les composantes locales de k, nous supposerons dans certaines

demonstrations que k est un anneau pseudocompact local.

Donnons naintemnt quelques exemples, en temps que nous

fixons notre terminologie :

Un k-fonoteur sera, par definition, un foncteur covariant de

Alf/k dans (Ens). D'apres 0.4.2, on peut identifier Vf/k a une sous-

eategorie pleine de H2!(Alf/k, (Ens», en associant a toute k-variete for-

melle Ie foncteur C (0 parcourt les objets de Alf/k et X(O)

dee1gne l lensemble H0IDvf/k (Spf O,X».

Neue rencontrerons plus loin des foncteurs E. qui associent a

tout objet C de Alf/k un module E.(O) sur 0 et a tout morphisme

'I: 0 de A1f/k una application lineaire 1.(<P) : 1(0) l.(D)

telle que (E,(<f»( >. x) = if (>. ). (E,( If)(x» , si x E: E.(c) et A 0 •

:J)tapres I 3.1, 1 est muni d tune structure de ls.-module, si I' on designe

par Ie k-fonoteur en anneaux qui assecie a tout objet 0 de Alf/k

1 'anneau Boue-jacent a c. Un ls.-module £: sera dit plat, si £:(0) est

plat sur C pour tout objet C de Alf/k, et si tout morphisme
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cp: C -? D de Alf/k induit une bijection de zo» sur !(D).

Par example, si M est un module sur k t nous noterons ! Le

C C@k M ; alors g est plat lorsque M est plat sur k •

De plus, Le foncteur M I-->! a pour adjoint a. droite Ie foncteur qui

les ideaux ouverts de k •

associe a tout l la limite projective 1.(k/.e ),
e

eparcourant

Dans 1a suite, un k-module sera toujours designe par una lettre
=

soulignee telle que !; lorsque k est artinien, nous ecrirons alors

simplement F au lieu de !(k). Dans ce cas, il va de soi que Le foncteur

1. F indui t une equivalence de La ca tegorie des plats sur

celIe des k-modules plats ! La. terminologie, que nous avons adoptee, a done

seulement pour but de nous permettre de raisonner "comme si k etait

toujours artinienll •

Conformement a 1 I expose I § 3.1 t nous utiliserons des conventions

analogues pour d1autres structures algebriques : ainsi, une (resp.

une resp. une de Lie, resp. p-algebre de Lie

consistera en la donnee d1un Met, pour tout objet C

de Alf/k, d'une structure de C-algebre (resp. de C-coalgebre, resp. de

C-algebre de Lie, resp. de p-algebre de Lie sur C) sur M(C); on suppose

de plus que, pour tout morphisme ..,: C --?oD de Alf/k, 1 'application de

D@CM(C) dans g(D) , qui est induite par !( t.p) , est un homomorphisme de

D-algebres (resp. de C-coalgebres, resp ••• ).

Notons enfin que, si ! et sont deux

designers. Ie C t-)<1.(C)SC Q.(C) •
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Soit N un k-module pseudocompact.

le qui associe a tout C t Alf/k le

Nous notons Vk(N)

.... *"C-module (C@kN)

ou N*

dual
""-

de (0.2.2); ce N* sera appele le dual de N. 11 est clair

*que ! est plat (1.2.1 ), lorsque N est un k-module pseudocompact

projectif.

Reciproquement, si M. est un nous appelons dual de M

et nous notons M.* la limite projective des modules pseudocompacts

f¥!(kj-I!. »* sur kj.£ (.g parcourt les ideaux: ouverts de k) • 8i M est un

plat, il

que les foncteurs

*est clair que M. n' est autre que le dual de ,done

N et M. M,* definissent une antiequivalence de

la categorie des k-modules pseudocompacts projectifs sur celle des

plats (confer 0.2.2 ).

De plus, si M est un k-module pseudocompact topo1ogiquement

une pseudobase de M (0.2.1 ) et m?

en outre, pour tout morphisme if: C D

Dsur n. : on peut done choisir pour lesa

"de maniere coherente".

1 1image canonique

de (C®kM)*

i f j , la familleC C)ni (mj = 0 pour

libre, soient (roi )
;.

de mi dans C (C :. Alf/k).

c( c)par les egalites n. m. = 1 et

de M,*(C)est une base

de Alf/k,!*( <f) envoie

*C-modules ! (C) des bases

1.2.4. Pour tout k-module pseudocompact E , le !,* est natu-

rellement isomorphe au foncteur C HomA1/k(Sk(E) ,C) , ou Sk(E) designe

l'algebre symetrigue completee de E qu'on peut construire de 1a maniere

suivante: soit Tk(E) la somme directe des groupes abeliens

si =k); on fait de Tk(E) une
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k-algebre graduee en definissant la multiplieation de la fayon habituelle;

soit alors Le quotient de Tk(E) par l'ideal homogene qui a pour
I'

n-ieme composante Ie k-sous-module ferme de engendre par les elements

,..
••• @ x

n

Si est Ie quotient de par ce sous-module, Sk(E) est evidem-

ment une k-algebre graduee de n-ieme composante llalgebre profinie

'"Sk(E) est Ie separe complete de Sk(E) pour la topologie lineaire definie

par les ideaux { tels que Sk(E)!{ soit un k-module de longueur finie

et que ('\ soit un seus-module ouvert de pour tout n •

......
Dans toute la suite, nous identifions Ie spectre formel de Sk(E)

au k-foncteur Vk(E) (1.2.3).

1.2.5. D1apres 1.2.4 , Ie morphisme nul de E dans k est associe a un
/'

morphisme d 'algebres profinies 1r: Sk(E) k ; ce morphisme 1'f induit

llapplication nulle sur pour n I et definit une section de 1a pro-

jection canonique de Vk(E) sur Spf k • Nous noterons la variete

formelle qui a pour points les images x des points s de Spf k par 1a

section Spf 1[ et qui a les algebres locales que Vk(E) en ces

points x. 11 est clair que l lalgebre affine de est Ie produit

infini

k [[ EJl = k x E x x x

La multiplication de k [[E]] est induite par celle de et lion a

un isomorphisme na turel
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lorsque C par-cour-t les k-aLgebree de longueur finie et que I(C) Msigne

le radical de C.

1.2.6. Une k-variete formelle Vest dite de longueur finie si son algebre

affine l'est. De si S est un prescMma, un S-prescMma X est di t

de longueur finie si X est fini sur S et si l'image directe de sur

S est un de longueur finie. Les S-preschemas de longueur finie

s'identifient aux varietes formelles de longueur finie sur Le schema formel

S qui suit I l'espace topologique sous-jacent a S est llensemble des points

fermes de S mun1 de la topologie discrete; si s est un tel point ferme,

en s le separe complete de.;..s, s

pour la topologie lineaire definie par les ideaux de colongueur finie •

Ie faisceau structural a pour fibre

(f)
.;..s,s

Soit vis Ia categorie des varietes formelles de longueur finie
,..

sur S (identifiee a celle des S-prescMmas de longueur finie). D'apres

1.1 et 1.2.1 , la categorie vfls des varietes formelles sur S est

"equivalente a celle des foncteurs contravariants exacts a gauche de vis

dans (Ens). Par exemple, si X est un S-preschema, le foncteur

T Hom(sch/s) (T,X) est un tel foncteur exact a gauche; i1 est dQnc
»<; »<:

naturellement isomorphe a un foncteur T t---7 H0IDyf/s (T, xis), ou xis est
;..

une variate forme11e sur S qU'on peut dacrire de la maniere suivante :

l'ensemble sous-jacent est forme des points x de X tels que le corps

residuel k(x) de X en x soit une extension finie du corps residuel

k(s) de l'image s de x sur S; la fibre de QXj; en x est Ie separe

complete de 11anneau local QX,x pour la topologie lineaire definie par les

ideaux de co1ongueur finie.
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Soient f t X Y un morphismede varietes for-

melles sur k ,A et B les algebres affines de X .ll Y, g: B ---:.;,.A

le morphisme induit par f • f est un monomorphisme de Vf/k si et

seulement si g est une surjection.

En effet, A est un k-module pseudocompact et g fait de A un

B-module pseudocompaet (0.4); il est done loisible de supposer B egal a. k ,

De plus, comme B et A sont les produits des composantes locales Bn et

n.(B», on peut supposer B loeal. Si est alors 1 'ideal maximal
,..

de B, il suffit de montrer que g0
B(B/n)

est surjectif (lemme de NakaiYama,

""0.3.3 ) ; or est deduit de g par changement de base, done est

un epimorphisme de Al/k. On peut done supposer que B = k est un corps.

Or f est un monomorphisme si et seulement si le morphisme diagonal

X ---+ XXyX est un isomorphisme, c 'est-a.-dire si 1 'homomorphisme

xx' est un isomorphisme de ASkA sur A • Comme k est un

corps, cela implique A = k •

La proposition precedente entraine en particulier que tout mono-

morphisme de Vf/k est effectif (confer IV 1.3). II n'en va pas de meme

pour les epimorphismes, comme on le voit facilemen t en modifiant un peu le

eontrexemple de V 2c) ; c 'est pourquoi nous allons considerer une classe

sympathique d1epimorphismes effectifs I

Un morphisme f t X Y de k-varietes formelles est dit

surjeetif s'il induit une surjection des ensembles sous-jacents; il est

dit topologiquement plat si, pour tout point x de X, l'homomorphisme

f x t ,f(x) C2x,x' qui est induit par s , fait de (2x,x un module

topologiquement libre sur ,f(x) •
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PROPOSITION: Un morphisme surjectif et topologiguement plat de k-varietes

formelles est un epimorphisme effectif (IV 1.,).

Soient en effet A et B les algebres affines de X,Y et soit

g : B ----...A Ie morphisme induit par f • D1apres ce que nous avons vu en

1.2., on peut supposer B local. Notre hypothese signifie alors que g

fait de A un B-module topologiquement libre et non nul.

Si l! est 11 idea! maximal de B, A/Eft. n I est done pas nul, de sorte que

l'application gl : B/l! --,>A/j1.. deduite de g est une injection. D1apres

Ie lemme 1.,.2. ci-dessous, Ie B-module A slidentifie done a Ia somme

directe de B et dlun supplementaire Al de l limage de B dans A. II en

resulte evidemment que g est un isomorphisme de B sur La partie de A
A, ;..

formee des a tels que a®B1 = I®Ba , c.q.f.d.

Soient B un anneau pseudocompact local d'ideal maximal

l! , M N deux B-modules pseudocompacts projectifs g un morphisme de

M dans N . Alors g est un isomorphisme de M sur un facteur direct de N si

A

(B!.g) e Bg est une injection.

Posons en effet gl = (B/.n>®"# • Alors g' posssde une retraction

r' • Si P et q sont les projections canoniques de M et N sur M/ji

et N@, ii Y a done un morphisme r tel que pr = r' q; par consequent,

r' est deduit de r par passage au quotient et rg est un isomorphisme

parce que rlg l Ilest (0.3.4 ). Si s 1 1isomorphisme reciproque de rg,

g a sr pour retraction.

PROPOSITION: Soient f: X ---. Y tl g y Z des

morphismes de k-varietes formeiles :
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(i) Si f g sont topologiguement plats , gf

(ii) Si g gf sont topologiguement plats et si f ill.

surjectif, g est topologiquement plat.

(iii) Si f est topologiguement plat, £fY1 llest pour tout

changement de base y I Y •

Les assertions (i) et (iii) sont claires. Pour prouver (ii)

appelons A, B, C les algebres affines de X,Y,Z et fl : B --7 A ,

gl = C B les morphismes induits par f, g. Comme gf est topologiqueosnt

plat, fig' fait de A un C-module pseudocompact projectif; de meme, ft

fai t de A un B-module pseudocompact fidele. Lor-sque P parcourt les

C-modules pseudocompacts et N les B-modules pseudocompacts, les foncteurs
,. .,..

P at N sont done exacts; comme Le deuxieme est en
A

outre fidele, Le foncteur P P®CB est exact; d1apres 0.3.7, Best

done un C-module pseudocompact projectif.

PROPffiITION: Soient S un preseMma, Y !!!l S-preschema loca-

lement noetherien et f: X --+Y .!!!! S-morphi sme lecalement de type fini
..,,-. /',- ............

et tidelement plat.!!2!'.! tIs: xIs Y/S est un merphisme sur.iectif et
A

tepoleBiguement plat de S-varietes tormelles, (1.2.6 ). De plus, la suite

/'-
xis

/'"'-
f/S

deduite de 1a suite exacte

f
------'?> YX

est exacte.
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Soit en effet y un point de Y de projection s sur S et tel

que k(y) soit une extension finie du corps residuel k(s) de s. Comme f

est localement de type fini, f-l(y) est localement de type fini sur key)

et les points de ;:;s se projetant en y sont les points fermes de f-l(y);

oeci montre que fest surjectif.

et y

Si x
./"­

sur xis

est un point ferme de f-l(y) ,
/'-

et Y/S sont les completes de

les anneaux locaux de x

t:.?v et (2. pour les-J\.,x -J.,y

topologies lineaires definies par les puissances des ideaux maximaux.
/\ ­

Dtapres SGA IV est done plat sur • D1apres 0.3.8 ,...... -J\.,x -J. ,y

(!2 est un ,y-module topologiquement libre.-X,x -J.
..............

Nous avons vu enfin en 1.2.4 que Le f'oncteur T Homvf/s(T,x/s)

etait naturellement isomorphe au foncteur T \-----? Hom(sch/s) (T,X) (T etant

de longueur Comme une limite projective de foncteurs exacts a
"gauche se calcule "argument par argument" et que vf/s est une attegorie

......
equivalente a celIe des foncteurs contravariants exacts a gauche de vis dans

.r--.
(Ens), on voit que Le foncteur X I--:-3>X/S commute aux limites projectives.------ ...................--
En particulier (x'tx)/s slidentifie a xis A..x/s , de sorte que notre

.".,.... Y/S
derniere assertion di t simplement que f Is est un epimorphisme effectif

Une variete formelle X sur k est dite topologiquement plate

si son algebre affine A est un k-module pseudocompact projectif, c'est-a-

dire si Ie morphisme structural X Spf k est topologiquement plat.

On peut decrire une telle variate formelle a l'aide de coalgebres I

designons, en effet, par g(X) Ie !* dual de A (1.2.3).
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h
Comme (A@A)* s'identifie a. !*flJi#* (1.2.2 ) d'apres 0.3.6 ,1a multipli-

cation de l'algebre A induit par transposition un morph1sme diagonal, qui

fait de H(X) una (1.2.2 ). Nous dirons que X(X) est

ooa1gebre de X •

Reoiproquement, toute g definit un k-foncteur

(1.2.1) spf* g J pour tout objet C de Alf/k, (Spf*g)(C) est l'ensemble

des81ements x de X(C) tels que l:H(C)(X) =1 et 6
X
(C) (x)

(notations de VIlA 3.1). Lorsque Ie sous-jacent a. X est

plat, spf*!!. s'1dentifie au speotre formel d'une algebre g* E: Al/k , qui

a pour k-module topologique sous-jaoent Ie dual de 1! (1.2.3 ), la multi-

plication de g* stant iniuite par les morphismes diagonaux des coalgebres

g(C) (confer VIlA 3.1.2). On voit tinsi que 1es foncteurs X X(X) II

*g 1---- --). Spf 1! definissent une equivalence entre la categorie des k-varil3tes

formelles topologiquement plates et celle des plates.

Dans la suite de oet expose, nous definirons plusieurs fois une

variete formelle topologiquement plate X en exhibant la coalgebre li(X).

Il nous faudra alors interpreter au moyen de 1!(X) certaines proprietss

geometrique5 de X • Nous donnons ici un example de cette 51 tuation :

supposons pour simplifier k artinien et posons H = <!(X»(k); supposons

donnee en- outre une seotion <r de la projeotion oanonique de X sur

Spf k et demandons sous quelle condition (f'" izrluit un isomorphisme des

+espaoes topologiques sous-jacents : designons pour oela par H Ie noyau

de 1 'augmentation c'H (VIlA 3.1), par '7 H la section de £.H qui est

induite par (f'" • L'application (x,y) ->"?H(x) + y noue pennet alore
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d1identifier k EB H+ a. H et de definir par recurrence dea aoua-modules

Nous df.rona que la suite Ho C. Hl C. ••• est la filtration natu-

relle de H ; soua les hypotheses ci-dessus, on voit alors facilement que

la section a- de la projection canonigue de X k induit un isomor-

phisme sur les espaces topolog1ques sous-jacents si et seulement si H est

la reunion des Hn: soient en effet A l' algebre affine de X, f:..A : A k

Ilhomomorphiame induit par a- et I le noyau de f.
A

, clest-a.-dire

llorthogonal de H dans A. Notons en outre AI (resp. A" ) ltanneau deso

sections du faiseeau structural de X sur l'image de a- (resp. sur le

complementaire de cette image dans X) • L'algebre A est alors canonique-

ment isomorphe a. AI A" et r s lidentifie a. une partie de AI E9 A" de

la forme I I G1 A" • Comme A" est un k-module pseudocompact projectif et

que les ideaux Il r tendent vers 0, il est clair que All est nul si et

seulement 8i toute application Uneaire continue de A dans k s'annule

sur un idea! rn+l , done si et seulement si H est la reunion des k-modules

(A/rn+1) *. Montrons guIon a Hn = (A/ln+1) * :

Cela est clair pour n = 0 • Supposons le done verifie pour

n < r aux suites emctes

o ---')0 I r A ---;> A/rr 0

at rr r -+A --7 A/rr+l --+ 0
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oorrespondent par dualite les suites exactes

-*(r") H o

et o

ou 5 est obtenu en composant .6H avec la projection canonique de H®H

dans (rrt® H+. La premiere suite montre que H/Hr-l slinjecte dans

(Ir )* , done que (H/H l)®H+ slinjecte dans (Ir )* ® H+ (H+ est plat).
r-

D 'autre part, AHu - u0l appaz-tdent a H®H+ pour tout u H , done est

la projection de u sur H@H+. La seconde suite exacte montre alors que

u appartient a (A/rr+l) '* 5i et seulement si A HU - appartient au

noyau de l' application canonique de H@ H+ sur (H/Hr-l)@H+, c 'est-a.-dire

a H 1 ® H+ •r-

1.4. THEOREME: Soient k un anneau pseudocompact et do, dl : Xl ==: X
un couple d'equivalence de Vf/k (V 2b) tel que d

l
soit topologiquement

plat. nors Ia projection canonique de X X/Xl (= Coker(do,dl » ill

surjective. topologiguement plate et Ie morphisme Xl -7 9&.

composantes d,o II dl est un isomorphisme.

La demonstration de ce theoreme occupe les paragraphes 1.4.1 ,

1.4.1. Montrons d tab or-d qu ' on peut se ramener au cas ou X a un seul

point oomme nous avons affaire a un couple d I equivalence, on voit comme en

V 3e qulon definit une relation d1equivalence dans llensemble 50us-jacent a
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X en declarant que deux points x,y sont equivalents a'iI exiate un point

z de Xl tel que doz. y et dlZ ... x. On peut evidemment supposer sana

inconvenient que X oontient une seula olasse d'equivalenoe pour cette re-

lation, autrement dit que xjXl a un S9ul point (voir la construction de

donnee en 1.2 ) : dane ce cas, soient x un point quelconque de X

et U la variete formelle qui a x pour seul point et qui a anneau

local que X en x. On voit alors comma en V §6 que la relation d ! equi-

valence induite par (do' d1) sur U verifie encore les hypotheses du

theoreme et qu'il suffit de faire la preuve pour cette derniere relation

d 'equivalence (U est une "quasi-section") :

Rappe10ns brUvement Le prindpe de la demonstration faite en

V,§6 : poeons V ... ... Ui;a Xl ' ou 1 est l'inolusion de U dans X
o

soient u et vIes morphismes de source V induits respectivement par

uVvX e<!O-'-';""--

11 est clair que u et v sont topologiquement plats et que u est sur-

jeotif; comma X contient une seule classe d 'equivalence, vest surjectif.

S1 (vo'v1) est l'image reciproque du couple d 'equivalence (do,d1) par

v (V 3&), 11 resulte de V §3c d que X/Xl et Le quotient de U par la re-

lation d'equivalence induite par (do,dl) s'identifient tous deux a.

COker(vo'vl) • Le reate est facile (V §6).

On se trouve ainsi ramene au cas ou X a un saul point:

considerons alors Ie diagramme commutatif suivant (confer V §l (0,1,2»



S06

d l do1
) X

Xl
.J'">

d l

10

ldl
d1

Xl ;) X > X/Xl
d >
0

ou X2 est le produit fibre Xl x Xl ' d:1. et d2 etant respecti-
d
1,

d
vement les morphismes "(x,y,z) fJC,y)" , "(x,y,z) (x,z)" et

"x,y,z) (y,z)" • Si B, A , Al et .4.2 designent respectivement les

algebres affines de X/Xl' X , Xl et X2 ' Ie diagramme precedent induit

un diagramme commutatif

j2r
jl

Al t(

jo 1i,
i
1Al < A (

< i
0

i
B

dans lequel les deux lignes sont exactes et les carras determinBs par

(io,jo) et (il,jl) cocartesiens. Comme Ie morphisme Xl XXX

de composantes do et dl est un monomorphisme par hypothese, le morphisme
A

Al de composantes i o et i l est surjectif (1.3 ). Cela signifie

que i l fait de Al un A-module pseudocompact (suppose topologiquement libre)

engendra par i o(A) • Comme A est local, Le lemma 1.4.3 ci-dessous entraine

l'existence d'un k-module topologiquement libre V et d'un morphisme de

k-modules pseudocompacts j : V A tels que Le morphisme
A

A@kV dans Al soit inversible. Soient
"-

les morphismes

""\)(1 a de

" "0( : et 0(2:
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at

Dans 1e dia.gra.mme oommuta.tif auivant

jl 1
0

A ( Al ( A2 (
jo

1(1( 1
@V .....

l"- I'. i@V '"
Al lZIkV A@kV(

(

1
0
eV

les deux lignes sont dono emotes et les deux ca.rres de gauche sont cocarte­

siens. Comme 1;1(1 est inversible, i1 en va de meme pour 0(2' dono pour

0(. Ceoi montre d 'una J;S.rt que A est topologiquement libre sur B de

"base j" et qu ' on 0 btient une pseudobase de Al sur A (oons idere oomme

A­module au mqyen de i1; 0.2.1 ) en prenant l'image par i o dtune pseudo­
/'

base de A sur B; eela entrdne que Ie morphisme A ­­­'> Al de

composa.ntes i 1 et i o est inversib1e

Soient l<: un anneau pseudoeompaet local, A

k­algebre profinie locale, Al sa A­module topologiguement libre et

1
0

I M Al un morphisme de k­modules pseudocompaots tels que llappli­
A "...

oation l--4 a.i (m) de A@,.M dans Al soit surjective. Il existe
o ­ A.-

alors un k­module topologiquement libra V et un morphisme de

k­modules pseudooompaots j I V M tp.1s que l'application
,.. "...

a.io(jv) A! A@kV .9!!!! Al soit bijeotivee

Comme tout k­module pseudooompaot est Ie quotient d'un k­module
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topologiquement libre, on peut supposer sans inconvenient que M est topolo-

giquement libre sur k; prenons done pour M Le produit direct d 'une famille

(Mi\ d'exemplaires de x •
11 /'0

duit iE-I ' dont chaque

......
Dans ce cas, A@kM nt eat autre que Le pro-

facteur est isomorphe a. A, done est pro-
/"

jectif et indecomposable. Comme l'application t---7 a.io(m) est surjec-

tive et que Al est projectif, Ie noyau de cette application est un facteur

direct de A ; il :resul te done du tMoreme d lechange (0.3.4 ) que ce noyau

n /' ,
a pour Bupplementaire un produit partiel i A@kMi ' ou J designe une

certaine partie de I.

1.5. Soient k un anneau pseudocompact at (f
i)

una famille de mor-

phisnes f i: Xi -7 X de Vf/k. Nous dirons que (fi) est une famille

surjective topologiguement plate si Ie morphisme de ¥ Xi dans X, qui

est induit par les f. , est surj ectif et topologiquement plat; cela signifie
J.

que chaque f. est topologiquement plat et que tout point de X appartient
J.

la topologie

a. llimage d'au moins l'un des Xi'

II :resulte de 1.3.3 que les familIes surjectives, topologiquement

plates definissent une pretopologie sur Vf/k (IV 4.2.5 )

correspondante sera appelee la topo1ogie plate sur Vf/k •

11 est clair qutun foncteur contravariant F de Vf/k dans (Ens) est un

faisceau pour La topo1ogie plate si et seu1ement si F transforme une somme

directe en produit direct et si la suite

Ff
) FX

est emete pour tout morphisme surj ectif topo1ogiquement plat f X -7 Y •
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La proposition 1.3.1 entraine que 1a topologie plate est moins

fine que La topo10gie canonique. On obtient done un foncteur i de Vf/k

dans 1a categorie des faisceaux pour 1a topo10gie plate en associant a toute

variete formelle X Ie foncteur iX: T l-7 HOIIlyf/k(T,X) • Le theoreme 1.4

imp1ique que, si do,d1: Xl X est une relation d'equivalence telle que

dl soit topologiquement plat, la formation du quotient commute avec i z

1.6. Pour terminer ces generalites sur les varietes formelles, il nous

reste a definir brievement les variates formelles etales :

Une variete formelle X sur k est. dite atale , si Le morphisme

diagonal X --+ Xx X est un isomorphisme local, c teat.-a-dfre si

IJx induit un isomorphisme de QXxX,6(x) sur Qx,x pour tout point x

de X • On voit facilement a l'aide de SGA I, que cette formulation est

equivalente aux deux suivantes : 1a variete formelle X est topologiquement

plate, et, pour tout point x e.. X , de projection s E Spf k, Qx,x 0 kk(S)

est una extension finie separable du corps zesiduel k(s) de s ; ou encore,

si A designe l'algebre affine de X, les coaposantes locales (0.1 ) de
I"

A«lk(k/n) sont des algebres finies et etales sur k/n, que1 que soit

Ilidea1 ouvert n de k.

Notons Ve/k 1a sous-categorie pleine de Vf/k formee des va-

riates atales. L'inclusion de Ve/k dans Vf/k possMe alors un foncteur

adjoint a gauche X X qu 'on peut dacrire de la fagon suivante :e

la variete X a les points que X; de plus, si x est un point dee

X , de corps zesiduel k(x) et de projection s sur Spf k , l'algebre locale
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"...

QX est un k-module pseudocompact projectif et QX x est isomorphe
a'x a'

a la plus grande extension separable de k(s) contenue dans k(x). Pour tout

/'0

isomoxphisme de QX x dans k(x) J il Y a un morphisme d1al-
a'

gebres profinies Px: o.v o.v at un seul qui soit compatible avec-Ae,X -A,X

et avec les projections canoniquas de x at QX x sur
A a' ,

k(a)0 k QX x et k(x). Ces morphismes Px definissent un morphfame
e'

canonique p de X dans Xe qui est fonctoriel en X. I1 reaulte de

sa, I que tout moxphisme de X dans une variate formelle etale se factorise

d1une maniere et d1une seule a travers p.

Soient Y une k-variete formella etale et f: X -+Y un morphisme

de Vf/k. Le morphisme graphe r
f
: X --..,.Xx Y , de composantes Idx et s ,

est alors l' image reciproque du morphisme diagonal t:J.y : y Yx Y par le

changement de base f x Idy : Xx Y Yx Y • Il s 'ensuit que r f est un

isomorphisme local, done que s = pr
2

0 rf est topologiquement plat si pr2

llast, par exemple s1 X est topolog1quement plat sur k. Reciproquement,

comma Y est topologiquement plat, X est topologiquement plat sur k si

X llest sur Y (1.3.3). Prenant en particulier pour f le morphisme

canonique p: X de 1.6, on voit que X est topologiguement plat sur

X si et seulement si X llest sur k,e
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2. Generalites sur les groupes formels

2.1. Soient k un anneau pseudocompact et G un k-groupe formel,

c'est-a-dire un groupe de la categorie Vf/k des varietes formelles sur k •

8i A est l'algebre affine de G , La loi de composition de G definit

evidemment un morphisme diagonal, c'est-a-dire un homomorphisme de
/'0

k-algebres profinies D.A : A --? A0 kA ; cet homomorphisme verifie les

conditions suivantes :

(i) Ie diagramme

A

est commute.tif.

(ii) il existe une augmentation (necessairement unique), c'est-a-dire un

homomorphisme de k-algebres profinies eA : A k tel que les appli-

cations composees

"" "A ;) A®kA > ::::"A

,..
AA /'0 A

et A :> A@kA .. A®kk -.::: A

soient applications identiques de A.

(iii) il existe un antipodisme (necessairement unique), c'est-a-dire un

homomorphisme de k-algebres profinies cA: A A tel que 1 'application

composee

A )
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eoit egale a EA ' 8i lIon note mA 1 'application lineaire qui envoie

'"a 0 b sur avb et ?}A llapplication A A.IA de k dans A.

Il est clair que, reciproquement, tout morphisme diagonal t::. A

verifiant (i), (ii) et (iii) induit un morphisme de GXG dans G ,

qui fait de G un groupe formel sur k.

Dans la suite, nous appellerons ideal d1augmentation de A l'ideal

IA Nous noterons WG/ k Ie k-module pseudoeompaet IJIi,
e'est-a-dire Ie quotient de IA par l'ideal ferme engendre par les produits

x.y, x,y E: I
A

•

2.2. Soit li un groupe de la categorie des Coalgebres sur (1.2.2 ).

Pour toute k-algebre e Alf/k , lieC) est done muni d 'une structure de

C-coalgebre en groupes (VIlA 3.2 ; a la suite de Manin, nous dirons bi-

algebre au lieu de ccakgebz-e en groupes) ; de plus, si Cf : e -?D est un

morphisme de An/k, l'application d0x de nl2lo!i(e)

dans lieD) est un homomorphisme de bialgebres sur D • Nous resumerons ces

proprietes en disant que li est une bialgebre sur

:*
11 est clair que Ie foncteur li Spf li de 1.3.5 commute

aux produits finis. II transforme done une bialgebre sur en un k-foncteur

en groupee, c'est-a-dire en un foncteur de Alf/k dans la categorie des

groupes; et en effet, pour toute k-algebre de longueur finie e, les ele-

ments x de li( C) appa r-tenant a (Spf'*li)( C) forment un groupe pour La

multiplication de l'algebre li(e) (confer VIlA 3.2.2) : rappelons que ees

elements x sont tels que t.,g(C)(x) = 1 et A
R(

C)(x) = x @ x • La

deuxieme condition entraine d'ailleurs l'egalite c.li(C)(x) = t.l!(C) (x) '.!!(c) (x).

done aussi -H(C) (x) = I si k est local.
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Une bialgebre sur est dite ]late si Ie module sous-jacent

*est plat (1.2.1 ). Si [ est plate, il est clair Ie k-foncteur Spf g

est exact a gauche. Il est done isomorphe a c HomVf/k(Sp f C,

pour un certain groupe formel ; il resulte de VIlA 3.2.2 et

1.3.5 qu I on peut decrire eli) de la maniere suivarrte : soit g* Le

k-module pseudocompact dual de g (1.2.3 ). Les morphismes diagonaux des

hyperalgebres gee) * *induisent une multiplication sur g fait de g

une k-algebre profinie. La multiplication dans les hyperalgebres [(C)

induit dans H* un morphisme diagonal verifiant les conditions (i), (ii)

et (iii) de 2.1 II reste a poser

@) .. Spf 1i*

Reciproquement, soit G un k-groupe formel topologiquement plat,

d 'algebre affine A et posons g(G) .. ! * (1.2.3 ). Le morphisme diagonal

AA : A A0 kA induit alors, pour toute k-algebre de longueur finie C,

*" * *une application lineaire de ! (e)(6)04 (C) dans ! (C) qui fait de La

*coalgebre ! (C) une bialgebre sur C • On dit que g(G) est la bialgebre

du groupe formel G • Df apres 1.3.5 ,Ie foncteur g : G g (G) est

une equivalence de la categorie des k-groupes formels topologi9uement plats

sur celIe des bialgebres plates sur • Le foncteur :f est un "inverse a.

isomorphisme fonctoriel pres" de g.

Lorsgue k est un anneau artinien et G un k-gz-oupe formel topo l o-

giquement plat, Ie foncteur g(G) est evidemment determine par sa valeur

H(G) .. g(G) (k ) en k • On dit aussi que H(G) est la bialgebre de G •

Le foncteur H: G 1-----+ H(G) est alors une de la categorie des

k-groupes formels topologiquement plats sur la categorie des bialgebres plates

sur k .
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Supposons pour simplifier k artinien et soit G un k-groupe

formel, commutatif, topo1ogiquement plat. Dans ce cas, la bia1gebre R(G)

a une multiplication commutative, de sorte que R(G) est un co-groupe dans

la categorie des k-algebres commutatives (VIlA 3.3 ).

Si k est artinien, on voi t done que Ie foncteur G t-----7 Spec R(G) est

une antieguiva1ence de 1a categorie des k-groupes formels commutatifs

topologiguement plats sur celIe des schemas en groupes commutatifs gui sont

affines et plats sur k •

Lorsque k est un corps, on obtient ainsi une antieguivalence de_

la categorie des k-groupes formels commutatifs sur celle des k-schemas

affines en groupes commutatifs.

2.3. Considerons rraintenant un k-groupe formel arbitraire G d'algebre

affine A. Notons toujours li(G) Ie k-module A* dual de A et desi-
=

goons par r G 1 'homomorphisme fonctoriel

qui est induit par les applications canoniques

C E Alf/k

(0.3.6 ). Si m: GXG est Ie morphisme structural de G , l'applica-

tion composee

"est llaugmentation de AC2\C (2.1 ). Nous dirons

fai t de !!.(G) une algebra sur pour tout
A

de 1!(GHc) = (A®kC)*

I(m) » !(G)

C EAlf/k , l'element unite
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que l!(G) est llalgebre du groupe G •

Lorsque G est topologiquement plat aur k, CfG est un iaomor­

phisme et la structure d'algebre que noua venons de definir coincide evidem­

ment avec celIe de 2.2.1. Dans Le cas general cependant, lfG n'est pas

inversible, de sorte que Le morphisme hG : 1!(G) ­:)­ 1!(GxG) , qui est

induit par Le morphisme diagonal "x J­­­­?o (x,x)lI de G dans GxG , ne se

factorise pas canoniquement a tra.vers li(G)@Ji(G) •

PROPOSITION: Soient K II G k­groupes formels ,K

topolggiguement plat sur k. II existe alors une bijection canonique

de 1 iensemble H0I\:­Gr(K,G) des homomorphismes de k­groupes formels de K

G sur II ensemble des homomorphismes de unitaires

h : liCK) li(G) tels que le diagramme

1!(K) 6!)Ji(K) hfSh
) li(G )@Ji(G)

'\iIQl !!.(GxG)

l!{K) h
) !l(G) v:

soit commutat if •

Comme K est topologiquement plat, liCK) est muni d tune structure

de bialgebre (2.2 ) et Ll1!.(K) en est Le morphisme diagonal; autrenent dit,
. -1

on a liCK) = 00 K' Lorsque G est aussi topologiquement plat sur k,

notre proposition resulte de I I equivalence de categories definie en 2.2.1.

Dans le cas gene ral, on peut supposer k artinien e t raisonne r
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sur les algebres H(K) et H(G) =g(G) (k) • Soient alors B et Ales

algebres affines de K et G , Homc(A,B) l'ensemble des applications

k-lineaires continues de A dans B et I' ensemble des

applications k-Ltneaares de B * dans A* • On sait que llapplication

canonique f f * de Hom (A,B)c
( * *)dans B ,A est bij ective

lorsque B est un k-module pseudocompact projectif. Comme cette applica-

tion eat en outre fonctorie11e en A et B, on voit facilement que r

est compatible avec les morphismes diagonaux de A et B si et seulement

si r* est compatible avec la multiplication de A* et celle de B*.

De m@me, f est compatible avec 1a multiplication de B et celle de A

si et seulement si le diagramme

B*\2) B* f*® f* * *:; A ® Ak

(A®kA) *

A.*
* fB ? A

eat eommutatif (mA designe l'applioation 1ineaire

A0kA dans A).

de

Enfin, si f est un homomorphisme d1algebres unitaires et est

compatible avec les diagonaux, on a EBo f.. t
A

, de sorte que

f * envoie Pelement unite de B* sur celui de A*. Reciproquement, si

f * est un homomorphisme d lalgebres unitaires qui rend commutatif Le dia-

gramme ci-dessus, f est compatible avec les multiplications et les mor-

phismes diagonaux et lion a "Bo f

EBf(l) .. 1 , f(l) .f(l) = f(l) et

.. t A • On en dedui t 1es egalites
A

4 Bf ( l ) = f(l) ® f(l) •
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Si <i3 est l'antipodisme de B, il resulte de 2.1 (iii) que f(l) a

un inverse cBf(l) dans B, donc que f(l) est l'element unite de B.

2.3.2. Supposons maintenant pour simplifier l'anneau k artinien.

Lorsque G est topologiquement plat sur k, llalgebre H(G) = R(G) (k)

peut caracterisee par une propriete universelle (CARTIER) : soient

U une k-algebre (associative, avec element unite) et Um Ie k-foncteur

en groupes qui associe a toute k-algebre de longueur finie C Ie groupe

multiplicatif des elements inversibles de identifions G au

k-foncteur en groupes C C, G) et notons HOIlk-Gr(G,Um)

l'ensemble des homomorphismes de k-foncteurs en groupes de G dans Um•

On a lao

PROPOSITION: Pour tout groupe formel G topologiquement plat sur un anneap.

artinien k et pour toute k-algebre U, 11 y a un isomorphisme canonique

Soient en effet X une variete formelle sur k, M un k-mod.ule

et W(M) Ie k-foncteur C M0kC ; de plus, notons

l'ensemble des morphismes de k-foncteurs de X dans W(M) ; si A est

l'algebre affine de X et si parcourt les ideaux ouverts de A , on a

des isomorphismes canoniques

et des applications lineaires
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qui envo1ent u$x sur llapplication k-lineaire f f(x) .u. Par passage

a. la limite projective, on obtient done des applications

;1'0.. ;1'0..

oil designe la limite projective des k-modules Mf!l)k(A/l) • Ltap-

plication VA ne fait evidemment intervenir que la structure de k-module

pseudocompact de A ; de plus, eette application est bijective lorsque A

est egal a. k , done plus generalement lorsque A est un k-module pseudo-
;1'0..

compact projectif (Ie foncteur N commute aux produits infinis).

5upposons m.intenant X egal a. G et M a. U. Pour toute

k-algebre de longueur finie C, la multiplication fait alors de U0kC un

monoide a. element unite; de plus, il est clair que est la

partie de qui est formee des homomorphismes de k-foncteurs

en monoides a. element unite. Lorsque A est un k-module pseudocompact

projectif, 11 zesulte du ca.ra.ctere fonctoriel de 'fA que ces homomorphismes

correspondent awe applications k-lineaires de A dans U qui sont compa-

tibles avec la multiplication et avec les elements unite de A et U.

2.4. Revenons m.intenant a. un anneau pseudocompact quelconque k pour

appliquer aux groupes formels les resultats du § 1 sur le passage au quo-

tient par une relation d1equivalence topologiquement plate.

5i u: F G est un monomorphisme de k-groupes formals,

r: GxG --? G Ie morphisme "multiplication" de G et A Ie morphieme
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compose

on sait en effet que Le couple

FxG

___ G

est un couple d 1equivalence (V 2a et VI 3.1 ). Si F est topologiquement

plat Sur k, pr2 est topologiquement plat et nous pouvons appliquer Ie

theoreme 1.4 : la pro,jeetion canonique p M G sur la variete F\G

des classes a gauche de G modulo F est done topologiguement plate ;

d'autre part, Ie morphisme FxG --; GF\GG de composantes A et pr2

est inversible ; lorsque Test une variete forme lIe de longueur finie sur

k et x,y deux sleme nts de G(T) , x e-t y ont done m@me image dans

(F\G)(T) si et seulement si il y a un z dans F(T) tel y = u(z).x •

Prenant pour x Ie morphisme nul, qui se factorise a travers La section

unite de G , on voit que y a m@me image dans (F\G)(T) ClHe llelement

unite de G(T) si et seulement si y appartient a 1 I image de F(T) par

u(T) •

En particulier,,& u est un isomorphisme de F sur un sous-groupe

distingue de G , Ie morphisme structural de GXG dans G induit manifes-

tement par passage au quotient une structure de groupe formel sur F \ G ; ce

qui precede montre alors que u est un isomorphisme de F Ker p •

Soient f: G H un homomorphisme de k-groupes formels, F

Ie noyau de f et u l'inclusion de F dans G • 8i F est topologiguement
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plat sur k, I 'homomorphisme f' : F \ G R , qui est iniuit par f ,

est un monomorphisme : c'est une consequence des resultats de lleXpOSe IV

nous en donnons cependant une demonstration directe : soient Tune variete

formelle de longueur finie sur k et t un element de (F \G )(T) tel que

fdt soit Itelement unite de R(T) • Nous devons montrer que test 1 'ele­

ment unite de (F\G)(T) ; comme la projection canonique prl de

sur Test surjective et topologiquement plate (2.4 ); il suffit de montrer

(1.3.1 ) que toprl est llelement unite de • Comme on a

topr1 .. popr2 ,si pr2 est la projection canonique de TF\ GG sur G ,

l'egalite I .. fJ(popr2 ) .. fopr2 et la suite exacte

---? G ­) H

montrent que pr2 se factorise a. travers F, done que popr2 est nul.

5i B, C et D sont les algebres affines de G , H et

F\G , P : G F\G induit done une "injection de D dans B et f'

iniuit une surjection de C dans D (1.3). Par consequent, D ill

l'image de C dans B.

5upposons maintenant F G topologiguement plats sur k:

comme G est topologiquement plat sur k et sur F \G ,F\G est topolo­

giquement plat Sur k (1.3.3 ) ; il est clair d1autre part qu'on a

Coker f .. Coker f' ; comme f' est un monomorphisme, la projection

que de H sur Coker fl est topologiquement plate et fl est un iso­

morphisme de F \G sur Ker q ; si Ker f et G sont topologiquement plats

sur k , on voit done qu'on ales egalites Coim f .. 1m f ; d'ou
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THEOREME a Les groupes formels commutatifs sur un corps forment une categorie

abelienne.

Corollaire: Les schemas affines en groupes commutatifs sur un corps forment,

une cate«orie abelienne.

Ceci resulte de 2.2.2.

2.5. Un k-groupe formel esl; dit si la variete formelle soua-

jacente est etale (1. 6) ces groupes formels ont une structure tres

simple : supposons en effet k local; soient k le corps residuel de k,

ks une cloture separable de k et le groupe de Galois topologique de

ks sur k; appelons la donnee d'un ensemble E et d'une

operation continue de r sur E (le groupe dtisotropie d tun element x cE
est done un sous-groupe ouvert de r). Associons enfin a toute variete formelle

X sur k la limite inductive X(ks ) des ensembles X(i) , .i parcourant

les extensions finies de it contenues dans ks • Il est clair que l' opere

contimment dans X(ks ) et il resul te de SGA I 8.3, que le foncteur

X X(ks ) est une equivalence de Ia categorie des varietes formelles

etales sur k sur celle des r -ensembl es ,

Ce foncteur X X(k) induit done une eguivalence de la cate-s

gorie des «roupes formels etales sur k (local) sur celle des r -groupes,

clest-a-dire des groupes de la categorie des (un tel r-groupe

consiste done en Ia donne e d tun groupe abstrait G et d tune operation

continue de r sur G par automorphismes de groupes).

Supposons de nouveau l lanneau pseudocompact k quelconque.

11 est clair que le foncteur G l---7 G de 1.6.1 commute awe produits
e
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finis. II transforme done un groupe formel en un groupe formel etale. De plus,

comme Le morphisme p: G --t' Ge de 1.6 est fonctoriel en Gte I est un

homomorphisme de groupes formels lorsque G est muni dlune structure de

groupe; conat.dezone Le noyau de cet homomorphisme : comme p induit une

bijection sur les ensembles sous-jacents, Ker p a pour ensemble sous-jacent

ltimage de Spf k par la section unite; si nous identifions les ensembles

sous-jacents a Spf k et Ker p au moyen de cette section unite t Ge a

algebre locale que Spf k en un point g de Ker p ; par consequent,

A

Ker p a pour algebre locale en g Le produit tensoriel k tg , c I est-

a-dire g, • Pour ces raisons noua dirons que Ker pest Ie vOisinage
-.r,g

infinitesimal de llorigine de G et nous ecrirons Ker p = Got obte-

nant ainsi une suite exacte

inol. G
)

Dans la suite, nous dirons que G est infinitesimal 8i G =Go

Lorsgue G est un groupe formel topologiquement plat sur k,

p : G -+ Ge est surjectif et topologiquement plat d lapres 1.6.1, de

sorte que Ge s lidentifie au quotient G/G0 et que lion a une suite exacte

1 inCl.
> G

1.6

Dans Ie cas ou k est un corps parfait, Le foncteur X,.....,.. X de
e

est aussi adjoint a droite a 1 'inclusion de Ve/k dans Vf/k: de

fa90n precise, si k est un corps parfait, Xe a les memes points que X

et a pour algebre locale en un point x Le corps residuel de QX,x. Les
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projections canoniques des algebres .QX,x sur leurs corps residuels definis­

sent done une section s : X ­­+­ X de p. Cette section depend foncmriel­e

lement de X; o ' est done un homomorphisme de groupes formels lorsque X est

un groupe formel.

Lorsque k est un corps parfait, on voit done gU'un groupe formel G

k est canoniguerrent is omorphe au produit semi­direct d 'un groupe ir..fini tesi:nal

et d 'un groupe e tale Ge operant sur Go

Si, de plus, nous supposons G commutatif, G est Le produt.t de

Go et de G
e

• Cette decomposition des groupes formels commutatifs sur k

correspond a une decomposi tion analogue des k­achemae affines en groupes

commutatifs (2.2.2 ) : disons qutun schema en groupes commutatifs sur un

corps k est de type multiplicatif (resp. unipotent) s'il est isomorphe a

Spec H(G) , ou G est un k­groupe formel commutatif etale (resp. infini­

tesimal). Dlapres 2.5.1 , tout scnema affine en groupes commutatifs G

sur un corps k contient un sous­groupe de type multiplicatif Gm tel que

G/Gm soit unipotent. Lorsque k est parfait, 2.5.1 entralne en outre

l' existence d I une retraction canonique de G sur G ,de sorte que G estm

Ie produit d'un groupe unipotent et d'un groupe de type multiplicatif.

2.6. Nous allons me.intenant etudier les groupes formels infinitesimaux,

auxquels sont conaacr­ea les paragraphes suivants. Dans cette etude, les al­

gebres de Lie jouent un r8le primordial.

Supposons d'abord l'anneau de base k artinien et soit G un

groupe formel sur k. On peut donner de 11algebre de Lie de G tro is

interpretations differentes que nous utiliserons toutes :
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a) Soient D llalgebre k (d]/(d2) des nombres duaux sur k et

S Ilhomomorphisme de D dans k qui annule d. Pour tout groupe formel

G sur k, Lie G est le noyau de G(S) , de sorte qu'on a par definition

une suite exact e de groupes

o ----). Lie G G(n) G(k) ) 1

b) Si G a A pour algebre affine, Le groupe G(D) a pour

elements les homomorphismes d'algebres profinies f : A D • La condi-

tion G(b Hf) = 1 equivaut a. b of = EA • Pour tout xE-A, on a done

la relation

oil. f I est une application lineaire continue de dans k et oil. y

est la classe de x - CA(x).lA modulo II est clair que llapplioation

f fl est une bijection de Lie G sur le dual topologigue de W G/k

(0.2.2 et 2.1 ). Cette bijection respecte evidemment les structures de

groupe : soient en effet f et g deux elements de Lie G • Leur produit
r-

est llapplioation compoaea ho 6 A ' oil. 11 : A® A D est tel que
,..

h(a®b) = f(a).g) • Mais il resulte de 2.1 (ii) qu 'on a
A '" ,..

AAa - a®l - 10a E. IA(l)IA

quent (f.g)(a) = f(a) + g(a)

lorsque a E IA ; si aEIA, on a par conse-

(confer aussi II 3/10).

Dans La suite, nous identifions Lie G a. oJo/
k

au moyen de La

bij eotion f f I decrite ci-dessus. Le groupe Lie G est dono muni

d lune struoture de k-module.
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c) Soient A* et D* les k-modules duaux de A et D,

{ *} la base duale de La base {lD,d} de D sur k ( 1; =S) . Comme

*D est libre de rang fini sur k, l'application canonique de

llensemb1e Hom (A,D) des morphismes de k-modules pseudocompacts de Ac

dans D dans HOIlk(D*,A*) est bijective. D'un autre cote, f* est deter-

mine par les valeurs f* et f*(d*) = x • La condition G( 5)(f) = 1

* * (.equivaut a 1 1egalite f (lD) = Co
A

• On voit aisement d'autre part Clue f

est compatible avec 1a multiplication si et seulement si l'on a

(cf. 2.3).

Enfin, il est clair qu 'une application lineaire continue

f : A D , qui est compatible avec la multiplication et telle que

of = c.A ' envoie element unite Sur element unite. L1application

nous permet done d' identifier Lie Gala partie de H(G) formee des ele-

ments verifiant 1a relation (*). 8i x et y sont deux elements de R(G)

verifiant (*) , on a

d'oii

Ceci montre que le k-module Lie G est identifie a une soua-uLgebr-e de

Lie de H(G) : nous dirons' que Lie G est 1 'a1gebre de Lie de G •
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Lorsque k est un anneau pseudocompact arbitraire et G un groupe

formel sur k, nous appelons i-algebre de Lie de G le foneteur lli G

qui associe a toute k-algebre profinie de longueur tinie C 1 'algebre de

Sur lorsque

""de G0
k
c sur C (1.2.3); cette algebre de Lie est plate

est un k-module pseudocompact projectif.

2.6.2. Reoiproquement, tout e algebre de Lie 1. sur definit un

k-foncteur en groupes : designons en effet par .!!.(1,) Le foncteur qui associe

a toute k-algebre de longueur finie C llalgebre enveloppante

U(1.(C}} de llalgebre de Lie 1.(0) sur C. D'apres VIlA 3. 2 . 2 , .!!.(1,} est

*une bialgebre sur et determine un k-foncteur en groupes Spf .!!.(1,)

(2.2) que nous noterons desonnais est done Ie groupe

des elements z Eo U(1,(C» dfaugmentation 1 et tels que Au(1,(C» (Z) = •

Lorsgue 1. est une algebre de Lie plate sur " la bialgebre

.!!.<1.) est plate sur d'apres le thEioreme de Poincare-Birkhoff-Witt

(Bourbaki, Alg. de Lie, I 2.7); par consequent, ,(IJ est un groupe fonnel

topologiguement plat sur k qui a i(1,) pour '-bialgebre. Ce groupe est

radicie.l : en effet t on se I'Smene directement au cas au k est artinien

(2.6 ). Posons alors U = U(L} et soit U+ l'ideal bilatere de U engendre

par llimage de L. Posons en outre

•
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Dlapres 1.3.6 ,il suffit de montrer que U est la reunion des Un'

Or, si L'o n 1dent1f1e L a. son image canonique dans U, Lest evidemment

dans Ul• 81 Xl' ••• , xn sont des elements de L, on a done

AU(Xl •••xn) = (xl + ••• (xn0 l + l@xn) ,ce qui montre, par

recurrence sur n, que le produit xl •••xn appartient a.

U = U U
n n

U ,done quen

2.6.3. 81 k est une algebre de Lie plate sur Ie groupe formel

peut caracterise pa r une propriete universelle : oonat.derone en effet

un homomorphisme h de (k) dans un groupe formel G ; un tel homo­

morphisme 1nduit un homomorphisme Lie h de l
'
algebre de Lie de (k)

dans celIe de G • Composant Lie h avec Le monomorphisme canonique de .1

dans j!(k) , on obtient un homomorphisme h ' =k G •

PROPOSITION: 8i G est un k­groupe formel et k une algebre de Lie plate

, l'application h definie ci­dessus est une bi,iection

HOIlk­Gr( G) Hom(k,Lie G)

de l' ensemble des homomorphismes de k­groupes formels de Cff-(k) G

sur celui des morphismes de de Lie de k lli G •

On se ramene en effet tout de suite au cas ou k est art1nien.

Dans ce cas, est en oorrespondanoe biunivoque canonique

(2.3.1) avec l'ensemble des homomorphismes d 'algebres unitaires

g : U(L) ­­:)oH(G) tels que Le diagramme suivant soit oommutatif
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ilU(L)1
U(L) ® U(L)

g

e
)

)
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H(G)

H(GXG )

A:
H(G)

Or g est defini par sa restriction a L qui est un homomorphisme dlalge­

bres de Lie de L dans l'algebre de Lie sous­jacente a H(G) •

La oommutativi te du diagramme signifie donc simplement que g applique L

sur la J8rtie Lie G de H(G) formee des x tels que

2.7. Nous terminons ces generalites sur un enonce qui remonte a Lie et

qui nous servira au J8ragraphe 5 • Un monoide formel a element unite sur k

est par definition un couple (M,m) forme d tune variete formelle M et d'un

morphisme m: MxM M tel que m(C) fasse de M(C) un mono5:de a ele­

ment unite pour tout objet C de Alf/k (0.4.2). En particulier, l'element

unite de M(k) definitune section eM de La proj ection canonique de M

sur Spf k • Nous dirons que Ie monoide formel M est infinitesimal si

t.M induit une bijection des ensembles aous­dacenus ,

PROPOSITION: Tout k­monoide formel M topologiquement plat et infinitesillal

est un groupe formel.

Nous devons montrer que M(C) est un groupe pour tout objet C

de Alf/k. On se ramene done de suite au cas ou k est artinien. Soit alors

U =H(M) la coalgebre de M (1.3.5 ) ; Ie morphisme structural m induit

un homomorphisme de coalgebr­ea de U®U dans U, qui fai t de U une

algebre associative sur k ; cette algebre a pour element unite llimage
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1 'element unite de k par llapplication de k dans U qui est inluite

par La section unite eM de M • De mame, La. projection canonique de M

sur Spf k induit un homomorphisme Cu de U dans k; nous noterons

U+ le noyau de

Nous devons montrer qu'il existe un antipodisme, clest-a.-dire un

homomorphisme de coalgebres au: U -+ U tel que llapplication ccapoade

U
eu®u----...,.

applique u E:-U sur Comme M est infinitesimal, U+ est la

reunion des sous-modules U: definis comme en 2.6.2 ; on montre alors

facilement, par recurrence sur n, qu'il existe une et une seule applica-

tion l1neaire c : u+ --+ u+ telle que 1 'application composeen n n

incl. U
cpu

) u@u

soit nulle. En particulier, cn+l pro1onge cn et 1 'on pourra poser

oii. nest assez grand pour que u: contienne x -
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}. Phenomenes particuliers a la caracteristique O.

Dans tout ce paragraphe 3 , nous supposons que l'anneau pseudocompact

k contient Ie corps des nombres rationnels m•

3.1. I Soient C D -algebre commutative avec element I ,

L une algebre de Lie sur C dont Ie C-module sous-jacent est libre.

L'application canonigue de L dans Palgebre enveloppante U(L) est un

isomorphisme de L sur l'ensemble des elements primitifs de U(L).

En effet, identifions L a son image canonique dans U(L)

soient r un ensemble totalement ordonne et (Xi)i e r une base de L

indexee par I; deaf.gnone par IN (r) l' ensemble des familles n = (ni\ 1

d'entiers naturels telles que ni soit nul sauf peut-etre pour un nombre fini

d'indices 11 <, i 2 < ..• < is (ces indices dependent de n); posons

enfin xn =0 ••• et n! = (n. !)(n. !) ••• (n. n ,

On sait dors que les xn fOIment une base de U(L) (tMoreme de Poincare-

Birkhoff-Witt) et on voit facilement qu'on a

(*) c:
U(L)

nx
nr 2

m xn-m
= m. {n-m)!

la somme etant etendue a tous les elements m de IN (I) tels que

o m {. n (i.e. tels que

a LlU(L)U =0 u®l + l®u

des xi'

o t. m, n. Vi). Il s 'ensuit evidemment quton
....

si et seulement si u est une combinaison lineaire
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3.2. Supposons waintenant C artinien de radical £. Pour toute

C-algebre U (associative, unitaire), La produit £.U est done forme d'ele-

ments nilpotents ; si x appartient a £.U , nous poserons

2
x

expUX = 1 + x + 2T + •••

On obtient ainsi una bijection de £.U sur 1 + £.U la bijection reci-

proqua applique un element 1 + Y de 1 + £.U sur

De plus, il est clair que l'application exPU est fonctorielle en U.

1'anneau C etant toujours artinien, supposons U muni d tune

structure de bialgebre sur C (2.2). Pour tout eHnent primitif x de

£.U (VIIA 3.2.3), on a dors

On voit done que la bijection expU transforme un element primi-

tif de £.U en un element z de 1 + £.U tel que =z®z et Ie.

reciproque est claire.

Considerons en particulier une algebre de 1ie 1 plate sur C,

prenons pour U llalgebre enveloppante U(1) de 1 sur C et identifions

1 a son image canonique dans U. Dlapres Le lemme 3.1, 1 est done llen-

semble des elements primitifs de U (en effet 1 est un produit de modules
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libres sur 1e8 oompoeantes locales de C) • Conaiderons d'autre part Le

quotient c .. e/!! de e par un ideal maximal !!. Comme Le C-groupe formel

, qui a U(L@CC) pour bialgebre, est infinitesimal (2.6.2), 1 'ele-

ment unite de U(L(!9cC) eat Le seul elell¥ent z tel que AU(L@cC)Z" z(8)z.
11 s'enauit que les .nements Z de U(L) tela que tJ.. UZ .. z@z appartien-

nent necessairement a. 1 + I'U •

Enfin, comme L().!:..U s'identifie a. L®ar., on voit finalement

que expU definitune bit; ection de L@.!:. sur Ie groupe (L)(C) • Nous

resumons :

PROPOSITION: Soient k un anneau pseudocompaot contenant 10, 1,

algebre de Lie plate sur C k-algebre profinie de longueur finie

II I(C) Ie radical de C. L'application

est bijective et fonctorielle en C et l! .

3.2.1. La bijection expu{1,(C» permet de definir par transport de

structure une loi de groupe sur l'ensemble 1,(C) OiOcF:(C) (qut on identifie a.

une partie de U(1,(C» comme en 3.2 ). S1 x et y sont deux elements de

k(C)<8lcF:(C) , cette loi est telle que

x.y .. log [(exp x)(exp y)J -log (1 + L
P+q>O

..... P-It (x,y)
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oli P.e. (J!=,Y') designe la somme des mon8mes de degre total i en x et y •

On a par exemple

PI (x,y) '" x + y

22 1 2 2 1 1
P2(x,y) +;1-.1 -Li<x )J = = '2ec,iJ

m=l

3 2 2 3
) x xY-?!4-+Y:... 12 12:; 23)

P3(x,Y '" b +--:t 2 + 6 - 2\x +xyx+YXY"'Z! x+2XY +Y

'" -v J '- y "
ID",l m=e

1( 3 2 2 2 2 3)
l +3'x +x y+yx +-:qx+yxy+y. x+xy +y /

..,r
m:03

• i2(iY+YX
2-2xyx-2yxy..,.2

x+xy2) = l;[&-'X] ,x] + i2 [y,(y,x]]

On peut montrer plus generalement qu 'on a

C::!lm+.e a, Pz ql P1-l
PI, (x,y) =t....-m.:.e.' (ad y)Clm(ad x)Pm ••• (ad y)·.dadx) (ady) (adx) x

oil Pl,ql' parcourent les suites d'entiers naturels telles que

Pi+qi >0 et L (Pi+qi) = I! (pour une demonstration de cette formule de

Campbell-Hausdorff, voir Jacobson, Lie Algebras, V §5 Inter-science

Publishers) •

3.3. Si G est un k-groupe formel d'algebre affine A, rappelons

qu10n note IA l'ideal d'augmentation de A et tl)G/k Ie k-module pseudo-

compaot ::! IA0A(AlIA) •
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Soient k un anneau pseudocompact local contenant

Ie corps 10 G un groupe formel sur k. Les assertions suivantes sont

equivalentes

(i) II existe une de Lie plate L telle que G dO it isomorphe

! ,

(ii) II existe un k-module pseudocompact projectif U) tel Que 1a variete

formelle sous-jacente a G soit isomorphe a la variate d'algebre

affine k [ClUJ} (1,2,5 ),

(iii) G est infinitesimal et u}G/k est un k-module pseudocompact projec-

ill·

(iv) G est infinitesimal et topologiguement plat sur k.

(i) Y (ii) : Soit v.:> Ie k-module pseudocompact dual de 1

(1.2.3). Pour toute k-algebre profinie de longueur finie C, nous devons

exhiber un isomorphisme de Vk(W)(C) sur qui soit fonctoriel en

C. D'apres 1.2.5, Vk(W)(c) s'identifie a. l'ensemble Homc(W,l:(C))

des applications k-lineaires continues de W dans Le radical de C. Cet
r-

ensemble est naturellement isomorphe a. l'ensemble des
A

applications C-linaaires continues de dans l:(C) ; enfin, comme
/\

est un C-module pseudocompact projectif, l'application canonique

est bijective. Comme s'identifie a 1(C), on voit finalement

que Vk(Lv Hc) est canoniquement isomorphe a 1(C)0ar.(C) , L1implication
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(i) resulte donc de la proposition 3.2.

(ii) I Soit h un isomorphisme de k [[W)J sur 1'algebre

affine A de G • Composant h avec 1 'augmentation C.A (2.1), on obtient

un homomorphisme CAh I k [[CAl]} k, qui est determine par la restriction

" de t.Ah a. W; cette restriction envoie W dans le radical l: de k

et llapplication x x - A (x) de W dans Ie radical de k se

prolonge en un endomorphisme i.), de k [(wll. Les egalites

iA, 0 = 0 .J!, = 1dk [lW11 montrent que .lx est un automorphisme

de k [[lI>]] . Par consequent, ho est un isomorphisme de k [[WJ] sur A
o • Quitte a. remplacer h par , on peut

s 'annule sur 1 'ideal ferme I de

engendre par W I dans ce cas, h

et applique W

done supposer que £.Ah

sur

induit une bijection de

k [[w]]

1/1
2

sur

qui est

; COIllIIe 1/1
2

s'identifie a. W , on voit que WG/k est projectif.

11 est clair d 'autre que 3pf Vk(w) est infinitesimal de m@me que G •

(iii) ==;>(i) I Soit en effet la de Lie de G ;

cette algebre a pour sous-jacent le dual de u)G/k (2.1 ) ; par

oonsequent, est plat sur ss nous identifions kl[WG/k]J a. llal-
gebre affine du groupe formel (cela est possible d'apres

(i) , Ie morphisme identique de est assooie canoniquement a.

un homomorphisme de dans G (2 .6.3 ), done a. un homomorphisme

continu d 'algebres

11 s'agit de montrer que a, qui induit par definition un isomorphisme de

l.lJ G/k sur W (1.)/k ' est un isomorphisme :
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Pour cela, on considere une section , de la projection canonique

1A sur WG/k • Une telle section definit d rapras 1.2.5 un homomor­

phisme continu d'algebres

Soit 1 11ideal ferme de k [[ui
G/ k

] ] engendre par tPG/k et filtrons

k [[WG/k]] (resp.A) par les adherences des ideaux In (resp. Le

compose a?: est evidemment une section de la projection canonique de I

sur u) = 1/12 • Par consequent, ab induit l'application identique sur

1/1
2

, done aussi sur Le gradue aasocfe a k [(WG/ k11. Il s t ensua.t que

ab est un isomorphisme (C.A.V, § 7 lemme 1). De plus, b induit un iso­

morphisme de 1/12 sur 1
A
/ri , done une surj ection des gradues as aocLea

a. k[[WG/kJ] et A (comme G est radiciel,

dical de A , de sorte que 1 'intersection des

IA est contenu dans Ie ra­

In est nulle). Comme ab
A

est un isomorphisme et b une surj ection, b et a sont des isomorphismes.

Notons enfin qu'il est clair que (i) ou (ii) entra1nent (iv),

de sorte qu'il reste a prouver llimplication (iv) (ii) : pour cela, on

peut supposer k local, de corps residuel ko' Posons alors
A

Go = kko ' W '" u'JGIk ' u.>0 '" W@kko ••• Comme W0 est topologiquement

libre sur k, il erlste un k­module topologiquement libre oJ I et une

application k­lineaire continue f: ().) I --+ W telle que

soit inversible (f est llenveloppe projective de w) • Comme (I) I est

un k­module pseudocompact projectif, fest composee d1une application

k­lineaire continue g I W t ­­? I
A

et de la projection canonique de I
A

sur LV. A son tour, g induit un homomorphisme d 'algebres topologiques
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Comma tvo s'identifie a W
Gj ko

et ko [CWo])

est inversible parce-que (iii) entra1ne (ii)

g : k[[u'JJ-4 A (1.2.5 ) .

a k[[W]]Skk , g = k
000

et que les hypotheses (iii) sont verifiees pour ko et Go • Comme, d'autre

part, k [[uJ]] et A sont des k-modules pseudocompacts projectifs, g est

inversible d'apres 0.3.4.

CORoLLArRE: Soient S un prescMma localement noetherien sur

.0 II G sa S-,ErescMma en groupes localement de type fin!. Si WG/ S

est un localement libre, G est lisse sur S le long de la sec-

tion unite.

En effet, soient x un point de la section unite, s son image

dans s, .£x et .2a les algebres locales de x et s. Il suffit de

montrer que .£x est formellement lisse Sur £a (IDA rv 6.8.6 et

""0rv 19.3.6). Or
../"- ;..

G/S et S • Posant k

,..
et £a sont les anneaux locaux de x et s dans

'" .A= 0 et H = Spf 0 ,il est clair que H est un
-s -x

groupe formel infinitesimal sur k et que l'on a WH/ k = (WG/ S) s0 0 .2.e •
-s

fini d'exemplaires de k. Le corol-Done WH/ k est le produit d tun nombre

laire resulte done de 3.3 et de IDA 0rv 19.3.4.

Nous retrouvons done un resultat obtenu par ailleurs pour les

preschemas en groupes localement de presentation finie sur un preschema S.

COROLLAIRE: .2i k est un corps de caracteristigue 0 , le foncteur

L est une equivalence de lacategorie des k-algebres de Lie sur

celle des k-groupes formels infinitesimaux.

En effet, quand G parcourt les k-groupes formels infinitesimaux,
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1e foncteur G I"'--? '}(Lie G) est isomorphe au foncteur identique de La cate-

gorie des groupes infinitesimaux (tMoreme 3.3 ). De meme, le foncteur

L est isomorphe au foncteur identique de 1a categorie des

algebres de Lie (3.1 ).

Supposons toujours que k est un corps de caracteristique O.

Soient k Ia cloture algebrique de k et r le groupe de Galois bopo'l.ogdque

de k sur k.

Pour tout k-groupe formel H, nouS notons AutkH le k-foncteur

en groupes qui associe a to ute k-algebre commutative de dimension finie C
A

le groupe des automorphismes du C-groupe formel • Ce k-foncteur

est manifestement exact a gauche (H est topologiquement plat sur k!),

de sorte que nous pouvons le traiter comme un groupe formel sur k • Si L

est une aJgebre de Lie Sur k et H le groupe formel '(L) , le tMoreme 3.3

montre que AutkH est isomorphe au k-foncteur en groupes AutlL
--K

qui

associe a une k-algebre de dimension finie C le groupe des automorphismes

de La C-algebre de Lie C®kL.

Si G est un k-groupe forme1 arbitraire, nous avons vu en 2.5.2

que G se decompose canoniquement en un produit semidirect drun groupe

formel etale Ge et d'un groupe forme1 infinitesimal Go • Ce produit

semidireet est determine par La dormee de Lie G ,du r -groupe G (k)e

et d'un homomorphisme h: Ge Autk(Lie G) • Un tel homomor-

phisme envoie Ge dans la "partie etale" (AutkLie G)e de G

(2.5.1). 11 est done determine par 1a donnee drun homomorphisme de

r-groupes

h(k) G(k) (AutkL) (k') •
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81 1 'on fait operer rr dans (Lie G)@kk au moyen de la formule

t (i @x) = 1 ®Y(x) l'homomorphisme h(k) fait operar G(k) par auto­

morphismes dans la k­algebre de Lie (Lie G)®kk de telle fa90n qu ' on ait

g( (1) = i(g't-1l» si , 't fret P. E (Lie G)@kk • Nous expri­

mons cette derniere condition en disant que G(k) opere dans (Lie

de maniere compatible avec r.

On peut resuner Ia situation a l'aide d tun enonce "savant"

appelons r ­algebre de Lie sur k La dormee d 'un triplet (L,K,h) forme

d'une algebre de Lie L sur k , d'un K et d'une operation h

de K dans L0
k
k qui soit "compatible avec l'action de r dans K et

L@kk ". 5i (L,K,h) et (L',K',h1) sont deuxtelles ("­algebres de Lie,

un homomorphisme de la premiere dans Ia seconde est un couple (f ,g) forme

d tun morphisme f f L L' d1algebres de Lie et d'un morphisme

g f K K' de r ­groupes tels que (f®kk)( (.x) = •(f0kk)(X) si

x E: L®kk et E. K : alors le foncteur G t--+ (Lie G , G(k), h(k» est une

equivalence de la categorie des groupes formels sur k (= corps de caracte­

ristique 0) sur la categorie des r­algebres de Lie.
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4. Phenomenes puticuliers a la caracteristique p > 0 •

Dans tout ce farag-raphe 4 , noua designons par p un nombre

par k un anneau pseudocompact de caracteristique p, par rr l'endoI!lor-

phisme continu x xP ik k •

4.1. Soient X une variete formelle sur k d 'algebre affine A et

x(P/k) ou X(p) La variete formelle X@;rk (1.2). Gette variete a pour
,...

algebre affine 1e produit tensorie1 complete A@n-k; de plus, 1 lhomo-

'" r.. pmorphisme continu de A® k dans A qui applique a ® >.. sur a A induit
1\ TC

un morphisme de k-varietes formelles

Dans la suite, nous dirons que F(X/k) est le mOrphisme de Frobenius de

X relativement a. k et nous ecrirons souvent F au lieu de F(X/k).

Ccns Id erons maintenant un prescMma 8 sur le cor ps premier Ifp

un S-preschema X et un 8-prascMma q: T --7 8 de longueur finie

(1.2.6 ). Soit 1(8) le morphisme de Frobenius de S relativement a. IF
p

(ce morphisme induit l'identite sur l'espace topologique sous-jacent et

applique une section s du faisceau structural sur sP; VIlA 4.1 ). Si nous

posons X(p). X f(S)8 (VIlA,loc.Cit.), les morphismes de S-varietes for-

melles f: T x(p)/S correspondent biunivoquement aux S-morphismes de

T dans X(P)(1.2.6), c'est-a.-dire aux carras commutatifs

T

S

ff
X

f(S) l
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A un tel carre est associe un S-morphiame de T dans (OS) (p)

a1 et seulement s t f I se faotorise a travers un aous-prdachema Xo de X qui

est de longueur finie sur S • On voit a i.ns i que RODYfjS(T, C£fr,) (p» peut

3tre identifie a une partie de ce qui definit

comme une sous-variate formelle de ?rPJis. On a llegalite (X/S)(p)=

s1 !(S)oq est un S-preschema de longueur finie lorsque q en est un,

Ceci a lieu par exemple loraque S est localement de t,ype fini sur un corps

k tel que [k:kP] <+ 00 •

Soit G un groupe formel sur k dfalgebre affine A • Comme Le
;...

foncteur X..........,. x0 k commute aux produits finis, 11 transforme un
lr

k--groupa formel en un k-groupe formel. En outre, comma F(X!k) est fonc-

toriel en X , le morphisme

il en va de pour Le morphisme compose

G
F ...

sera noteLe noyau d" cet homomorphisme Fn G • 11 resulte directement des
Fn

definitior,s que G est radiciel et a pour algebre affine Le quotient

A!Ii
pn1, ou 1'ideal ferme de A qui est engendre par les

puissances pn-iemes des elements de I
A•

Lorsque I!pnJ est nul, cfest-a-

dire lorsqu fon a G = G , on dit que G
F
n est dt. hauteur <. n •...
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4.2. Il est clair que lla!gebre de Lie Lie G k-groupe formel

G est une p-sous-algebre de Lie de l'Algebre (2.,): en effet,

on se rsmene tout de suite au cas ou k est artinien; dans ce cas, Lie G

est la pa.rtie de H(G) formee des elements x tels que

lfG(x.1 + l@x) -l\x avec 1es notations de 2.3 et 2.6 • On a alors

Reciproquement, toute p-algebre de Lie 1. sur definit un

k-foncteur en groupes : designons en effet par .!!pC.!!.) Le foncteur qui

associe a toute k-algebre de longueur finie C l'algebre enveloppante res-

treinte UpC.!!.(C» de la p-algebre de Lie l.(C) sur C (VIlA 5.3 ).

Dlapres VIlA 5.4, .!!pC.!!.) est une et determine un k-foncteur

en groupes Spf*llpC1.) (2.2) que nous noterons desormais (J:) :

est done Le groupe des elements z E UpU!(C» d1augmentation 1

et tels que AU C1.(c»(z) .. z 0 z •
p

4.2.2. Lorsgue k est une p-a1gebre de Lie plate sur est

plate sur dlapres VIlA 5.3.3 ; par consequent, est un groupe

formel topoloe;isuement plat sur k qui a U C.!!.) pour k-bialgebre. Ce
-p =

groupe formel peut etre caracterise par une propriete universel1e : consi-

derons en effet un homomorphisme h de (k) dans un groupe formel G

un tel h induit un homomorphisme Lie h de l'Algebre de Lie de dans

celle de G • On vait d'autre part comme en VIlA 7.3 que Le marphisme canomque de

k dans l'A1gebre enve10ppante restreinte U C1.) definit un isomorphisme de-p

1. sur la p-algebre de Lie de C.!!.); composant cet isomorphisme avec

Lie h , on obtient un homomorphisme h' : k -7 Lie G :
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PROPOSITION: £i k est un anneau pseudocompact de caracteristigue p >0 ,

G lm k...groupe formel et b. p-algebre de Lie plate sur 1;;, llapplica-

.ll5m h h ' dennie ci-dessus est une bijection

r ( <1.) ,G) -4r Homp G)

de l'ensemble des homomorphismes de k-groupes formels de 'p(b.)

G sur celui des morphismes de p-algebres de Lie de 1. Lie G •

On se ramene en effet tout de suite au cas ou k est artinien.

Dans ce cas, l'ensemble est en correspondance biunivoque

canonique (2.3.1 ) avec les homomorphismes d 'algebres unitaires

g : U <1.) H(G)
P

U (L)p

tels que Le diagramme suivant soit commutatif

g

Or g est defini par sa restriction a L qui est un homomorphisme de

p-algebres de Lie de L dans la p-algebre de Lie sous-jacente a H(G) •

La coDllllutativi te du diagramme signifie donc simplement que g applique L

sur la partie Lie G de H(G) fonnee des x tels que rG(xell+l®x) ... x •

4.3. Nous nous proposons maintenant d1etudier de fagon plus detaillee

le k-groupe formel lorsque 1. est une p-algebre de Lie plate

sur k •...
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Pour eela, nous considerons d'abord un anneau C de caraeteristique

p et une p-a.lgebre de Lie L sur C dont Ie module sous-jacent est libre

de base (Xi)iEI. Designons en outre par P l'ensemble des familIes

n .. (n.). LI formees d'entiers naturels tels que 0 n. (. p et que les

ni soient nuls hormis peut-3tre un nombre fini d'entre eux, Si nous munissons

I d tun ordre total et si nous appelons •• ,ir (il < i 2 < ... (ir)
les indices i tels que ni f: 0 , nous pouvons done poser

n ni ni nix .. x. l.x. 2 ••• x
i
r ,

r

On sait que les mon6mes

il est elair quton a

n! .. n. ! •••n , et In I .. n. +•••+n.

n
forment una base de Up(L) (VIlA 5.3.) ) et

(*)
m n-mx @ x

iii! (n-m)!

La formule

engendre par Let

1a somme etant etendue a tous les mE P tels qu' on ait m$ n (i.e.

mi " ni pour tout if I ).

(*) permet une determination aisee de la filtration

(1.3.6 ). Soit U+ l'ideal bilatere de Up(L) qui est

posons U = U (L) • Rappelons qu'on a par definition
p

La formula (*) entratne alors que Un est Ie C-module libre qui a pour

base les mon8mes x
m

tels que 1m, n •
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Avec les nota. tions de 4-3 , determinons les elements r de U d 'aug-

menta.tion 1 et tel s que 6. Uf = } @ j : tout element } de U se met

BOUS la forme 1 = 5-p!n ou j nEe. La cordition £U( 1) "" 1

entraine llega.lite 1= 1 ,si 0 designe l' element de P dont toutes lesro
composentes sont nuUes. La. coniition AU (L)(1) = J@j entraine

p

In

m n-m '\:""""""'

fq Jr xq rc.: x ® X L-J. @LIiiT (n-m) ! q,r q! rI

c I est-a.-dire

j q+r - e f. si q.+r. -< p et
fq fr

= 0 sinon.
- sq >r

Si l'on note ri la valeur de f n lorsque ni""l

pour jf.i, ces corditions signifient que l'on a

et n.=O
J

On tire de 1a.:

si n E: P et f i = 0

PROPOOI TION t Soien t p un nombre premier, k un anneau pseudocompaot de

p, 1 p-a1gebre de Lie plate sur ls' C

k-algebre profinie de longueur finie et ij% l'ideal de C forme des

elements x tels que xP = 0 • 11 exis te une bi,; ection

"gui est fonctorielle en CII.
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D'apres on peut en effet choisir une base (CXi\ E: I de

1.(C) sur C de telle fa<;on que, pour tout morphisme I.f t C D de Alf/k

(0.4.2 ), kUP) applique CXi sur DXi • D1apres ce qui precede, l'appli-

cation CXi <a? fu ('i' (-) est une bijection

fonctorielle de sur •

"11 n'1 a pas de formule de Campbell-Hausdorff en caracteristique

p > 0 ; expliquons-nous : l'isomorphisme fonctoriel de depend du

C
chou des bases (Xi) i E: I • A La diffe rence de ce qui se passe en

(cas de la caracteristique 0), il n'y a pas, en general, de bijection de

1.(C)0 C sur qui soit "fonctorielle a la fois en C et en

1. ". 1'argument qui suit montre par exemple qu'un tel isomorphisme n'existe

pas lorsque k est un corps contenant les racines (p2-1)_iemes de l'unite:

Choisissons en effet 1. de telle fa90n que, pour tout

CE:Alf/k, 1.(C) soit la p-algebre de Lie abSlienne sur C qui est en-

gendree par un element x soumis a la relation x(p2) = 0 • On a done

k(C) = Cx Cx(p)

Noue allons montrer que Le seul morphisme fonctoriel

qui so it compatibl e avec les endomorphismes de 1. et qui applique

1.(C)@C dans , est Ie morphisme constant de valeur 1 •
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Soit en effet Yc llapplication de dans Up(1.(c) ) qui

envoie + x(P)@bsur 4. En composant aveco J.,J <P

101 , on obtient un morphisme fonctoriel (en c) :

.Pro'- cV "c

qui applique x@a + x(P)®b sur x@P(a,b) + x(p)®Q.(a,b) • La fonctorialite

en C implique que P(a,b) et Q.(a,b) sont les valeurs en (a,b) de deux

polyn8mes PZQ.(:-k rX,Y] qu tori peu t supposer de degre (p en X ainsi

qu! en Y • Si 0< est un element de k et si !:. est 1 1 endomorphisme de L

qui applique x sur 0< x , on voit de suite que Ie carre

"VC up(1,(C))

14<c)t8ep"/% 1v.t (c)
'Vc u

p
(1,(C) )

est commutatif. Tenant compte de La compatibilite de Xc avec.g, on

en deduit les egalites P«lI(a,c'.Pb) oo-<.P(a,b) et Q.(o(a,o<.Pb) ootX,.PQ.(a,b) •

Prenant pour 0( une racine (p2_1)_ieme primitive de llunite et prenant

pour C llalgebre k[X,yJ/(XP ,yP) , on en deduit que P et Q. sont de la

forme p .. >t X et Q = jLY , A, fA- k •

Par consequent envoie + x(p)® b sur

L (A )i( )j i+pj
a »» x •

Cette demiere applica.tion ne "commute" avec llendomorphisme de 1. qui envoie

x sur x(p) que si AOOf-OO 0 •
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4.4. THEOREME : Soient p un nombre premi.er, k un anneau pseudocompact

de caracteristique p II G un groupe formal sur k. Les assertions sui-

vantes sont eguivalentes

(i) 11 erlste une p-algebre de Lie L plate sur telle que G soit

isomorphe a fjpCk) •

(ii) Il existe un k-module pseudocompact projectif U) tel que 1 'algebre

affine de G soit isomorphe au quotient de k ([w]J par 11ideal ferme

engendre par les xP, x Ew •

(iii) G est de hau teur I II W G/k es t un k-module pseudocompact

pro.jectif.

(Lv) G est de hauteur < 1 et est topologiquement plat sur k.
"

(i) Soient u) le k-module pseudocompact dual de

(1.2.3) et A Ie quotient de k lew]] par 11 ideal ferme engendre par les

xP ,xE u). Pour toute k-a.Lgebr-e profinie de longueur finie C, un homo-

morphisme continu h: A --? C est determine par sa restriction h ' a tv ;

cette restriction h ' envoie tv dans on obtient ainsi une bi-

jection canonique de HomAI/k(A,C) sur l'ensemble Homc(lJ.), if%) des

applications k-lineaires continues de f..<) dans • Ce dernier ensemble

est canoniquement isomorphe a C)®c (voir la damonstration de 3.3 ).

L1implication (i) resulte done de 4.3.1.

Pour les autres implications, consulter les demonstrations des

tMoremes 3.3 et VIlA 7.4.1 , qui sont analogues.

COROLLAIRE : Si k est un corps de caracteristique p > 0 ,

le foncteur L est une equivalence de. la categorie des



549

p-algebres de Lie sur k sur eelle des k-groupes formels de hauteur 1 •

En effet, quand G par-cour-t les groupes formels de hauteur 1 ,

Ie foneteur G 'p(Lie G) est isomorphe au foncteur identique d lapres

1e theoreme 4.4 ; de meme, nous avons vu que Le foncteur L Lie CJp(L)

est isomorphe au foneteur identique (confer VIlA 7.5 ).

Prenons toujours pour k un corps de caracteristique p.

pour tout k-groupe formel infinitesimal G , llalgebre affine A de G est

la limite projective des algebres affines A/ll
pn! des groupes Fr.P

(4.1.2 ). Un k-groupe formel infinitesimal est donc une limite inductive

.22. k-groupes formels de hauteur finie.

Supposons naintenant G de hauteur n • Comme # est le noyau

de F G G(p) ,F induit un monomorphisme i de H ... GIf dans G(p) •

Comme Fn(G!k) ... Fn-l(G (p)/k)oF(G/k) est nul, Fn-l(G (p)/k)oi est nul ainsi
( n-L]

que i p eFn-1(H/k) • Comme i est un monomorphisme (2.4.1 ), on voi.t

que H est de hauteur t n-l. On voit done qu'un groupe de hauteur finie

possede una suite de composition dont les guotients sont de hauteur ,< 1 ,

done peuvent etre decrits par des de Lie sur k •

Enfin, lorsque G est un k-groupe formel infinitesimal tel que

WG/ k soit de dimension finie sur k, l' algebre affine A de G est un

quotient de k [[W]} de sorte que toutes les algebres A/I!n! sont de

dimensionfinie sur k en tant qu'espacesvectoriels. Onvoit par consequent,

qu1un groupe formel infinitesimal G sur un corps de caracteristigue p,. 0

est une limite inductive de groupes formels finis (Le. de longueur finie,

1.2.6 ) des que uJG/ k est de dimension finie sur k.
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5. Hepacee homogenes de groupes formels infinitesimaux sur un corps.

Dans tout ce qui suit, La lettre k designe un corps.

5.1. Soient Gunk-groupe formel infinitesimal dlalgebre affine A 1

B une sQUs-algebre fermee de A, I
B

1 1intersection BfUA de B avec

llideal dtaugmentation de A, AlB llideal ferme de A engendre par IB,

X le spectre formel de B et r: G X llepimorphisme induit par

1 1 inclusion de B dans A • On se propose de voir sous quelle condition

r fait de X le quotient a gauche de G par un aoua-groupe F (2.4) :

PROPOSITION: Avec les notations ci-dessus, les deux assertions suivantes sont

eguivalentes :

(ii) Le morphisme diagonal de A induit par passage au quotient un morphisme

diagonal sur l'algebre A/AlB qui fait du spectre formel de cette algebre un

sous-groupe formel de G • De plus, & q designe la projection canonigue de

A !ll!I. A/AlB' la suite

B incl.

est exacte; au trement di t, r induit un isomorphisme de F\ G !ll!I. X •

L'assertion (i) signifie simplement que Best contenu dans Ie
A

noyau du couple (q@A)AA) • Par consequent (ii) entrdne (i) •

La demonstration de 1a reciproque occupe les paragraphes 5.1.1 a 5.1.5.



551

Considerons d tab or-d La categorie (Cou) qui suit: un objet de

(Cou) est un couple (C,J) forme dlune k-algebre profinie C et d'un

ideal ferms J de C; un morphisme <f :(C,I) (D,J) de (cou) est un

homomorphisme continu de llalgebre C dans llalgebre D qui applique I

dans J. Si lIon associe a (C,I) le couple (Spf(C/I),Spf C) , on obtient

evidemment une antieq)l iva Ie nee de (Cou) sur la categorie des couples (Z,Y)

formes d 'une k-variete formelle Y et d tune sous-variete formelle Z.

Une structure de co-groupe sur un objet (C,J) de (Cou) consiste

en la donnee d'une structure de groupe formel sur Spf C telle que les

coniitions suivantes so ient realisees (notations de 2.1) :
A ,..

1) b.c! c.. J ®kC + C0kJ : 2) Cc(J) = 0 ;:;) cc(J) c. J • Ces conditions

signifient aussi que Spf(C/J) est un sous-groupe formel de Spf C •

Il xesulte de 2.7 que les conditions 2) et 3) sont une oonse-

quence de 1) lorsque C est local, c'est-a-dire lorsquc Spf C est un

groupe infinitesimal. En particulier, si lion pose I = AlB' La condition

(i) de La proposition 5.1 entraine La relation

d'ou. ,

de sorte que .6A induit un morphisme diagonal dans A/I qui fait de A/r

l'algebre affine d'un sous-groupe formel F de G •

5.1.2. Designons par GrAl/k la categorie des k-algebres profinies

graduees un objet de cette categorie consiste en 1a donnee d1une suite
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Ao ' Al ' ••• , An ' •• , d1espaces vectoriels lineairement compacts sur k

et dlune structure d1algebre profinie sur Ie produit

ait A.A C A + (Ann m m n

llinjection canonique)

est identifie a une partie de

un morphisme "lI/: (A ) --? (B )T n n

A telle qutonn Q n

TIo A au moyen de
n

est une suite

que cette somme directe a pour n-ieme composante Ie produit

si a fA
m

d1applications lineaires continues

et dans GrAl/k et

ni=O Ai®kBn_i

11 est clair que deuxet a IEA.
n

ont une somme directe

IV : A --7 B telles qu! on aa.tTn n n

(B )
n

=

k-algebres profinies (An)

.A

des k-espaces vectoriels lineairement compacts .• Cette somme]. n-].

directe sera notee (A ) •n n

On peut associer a tout objet (C,J) de (Cou) llalgebre pro-

finie graduee GrJ (C)

In des puissances de

de C pour la filtration definie par les adherences

J ; on a done Gr (C) = In/Jn+1 et la multiplication
J n

de GrJ(C) est induite par celIe de C. De plus, il resulte du lemme ci-

dessous que le foncteur (C,J) GrJ(C) commute aux sommes directes

finies il transforme done un co-groupe de (Cou) en un co-groupe de

GrAl/k. On voit en particulier qulavec les notations de 5.1.1 , llalgebre

profinie graduee Grr(A) est munie dlune structure de co-groupe dans

GrAl/k :

Soient Uo ? Ul :> .. . et Vo ? "i -;:) ..• deux k-espaces vectoriels

lineairement compacts filtres separes. Filtrons le produit tensoriel complete
"...

W= a llaide des sous-espaces fermes

A.

+ U ®kVo n
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Pour tout n t les aEplications canoniques de (U!Ui+l)0k(V/Vj+l)

WnlWn+l (i+j ... n) definissent un isomorphisme

(fj
i+j=n

Identifions toute k-algebre profinie r a La k-algebre profinie

graduee ( r n) n 0 telle que r ... r et r = 0 si n > 0 •on;

En particulier, si (A ) est une k-algebre profinie graduee, nousn n y 0

considererons indifferemment Ao comme une k-algebre profinie ou bien

comme une k-algebre profinie graduee. Nous designerons alors par

t (An) Ie morphisme de GrAl/k tel que f = IdA et
o 0

Pn "" 0 si n) 0 • De meme, Z. t A --? (A ) designera La section
0 n

de f telle que 't- = Id et 7.. n
... 0 8i n' o •o A ""0

Toute structure de co-groupe sur (A ) induit une structure
nnE :N

de co-groupe sur A0 telle que p et 2. soient des homomorphismes de

cogroupes. Comme test une section de f ' Ie cogroupe (An)n J\l est

done une "somme semidirecte" de Ao et d ' un cogroupe n Eo:N de

GrAl/k tel que AI ... k • Autrement dit, si
o (A I ) est la sousakgsbr-e

n

graduee de (A )
n telle que La suite

(AI)
n

j=incl.
)

",...
(An) -----"" A@(A)

0 k n

,..
soit exacte, 1e morphisme (A @kA1 ) --:;. (A) de composantes et j

o n n

est inversible. (On designe par IJ. t (A ) (A )0
k
(A ) le morphisme

n n n

qui definit la structure de cogroupe de (An»'
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Dans Le cas qui n OUB inte res se, on a et A = A/Io

De plus, il est clair que llalgebre (An) est engendree par Ao et Al '

c'est-a-dire que, pour n 1 , l'application

I"­

definie par la multiplication est surj ective. Comme on a Al Ao ® Ai at
",... /' "" A A" __

Ao® done aussi Al@A "'@A A Ao®k(A1@k "'@kAi)
o 0 0

",.... .r-

on voi t que 11application Ai Ok ••• 0, k Ai --? qui est induite par

la multiplication de est surjective; autrement dit, est

engendree par ses temes de degre l.

Designons maintemnt par Gr(B) et Gr' (B) les gradues aasocf.ea

a B pour la filtration induite par celIe de A et pour la filtration

definie par les adherences des puissances de lB' Comme Ie diagramrne

B
incl.

) A

est commutatif d'apres la condition (i), on voit qu'on a Gr(B)n C-

pour tout n. Or I/I?- (A/I)@kAi est engendre en tant que (A/I)-module

pseudocompact par l 1image de Gr l(B)l de sorte qulon a Gr(B)1 Ai, d'oll

Gr(B) = (A') ; de plus, l'application canonique de Gr'(B) dans Gr(B)n

est surjective puisque L! algebre graduee Gr(B) = (A')n est engendree par

ses termes de degre l. Le lemme 5.1.5 montre done qu'on a Gr'(B) =

Gr(B) •
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/'"

Considerons enfin le noyau N du couple

c!..dessus et munissons N de La filtration induite par celle de A.

Ona alors (AI)<=:: Gr(B)C: Gr(N) C. (AI) • Comme toutes les filtrations
n n

considerees sont separees, on en deduit N .. B (C.A., V, § 7, lemme 1).

Soient B un groupe aMlien, B = :> B:l. J B2::J •••

II B .. Bo:;:J Bl ::::> B2)••• deux filtrations separees de B par des sous­

groupes tels que C. Bm pour tout m. 8i llapplication canonigue de

Bn/Bm+l est suti ective pour tout m B est complet pour

la topologie definie par la filtration alors on a = Bm pour tout

m •

Appliquer Ie lemme 1 de C.A.V, § 7 a 1 I inclusion de B dans Bm m

5.2. Dans toute la suite de ce paragraphe 5, k designe un corps

parrai t de 03.me te ris tigue p > 0 •

Nous posons ]\I.. ]\I V 8i Best une k­algebre profinie et
r

si rIC­ 1\1 , nous notons »xE.t(B) Ilideal ferme de B qui est en­

gendre par les elements Y!, ou x parcourt Le radical L(B) de B.

8i r" dJ, nous utilisons La mame notation en convenant que «xP·CO ) )X'­.t(B)

est l'ideal nul. Dans les deux cas, Br dSsigne le quotient B/«Xpr»XE­.t(B)'

r
Nous diaons que B est de hauteur r si «Y!»x f.t(B) est

l'ideal nul; si eela a lieu et si rest fini, nous disons que B est ss
hauteur finie.

Considerons en particulier Ie cas ou B est de la forme k ((LJJ]J ,

W etant un espaoe vectoriel lineairement compact (0.2.2 ). Nous disons alors
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que B est una algebra de series formelles et que Best une algebre de
r

series f'ormelles troffiuees (r f IN ; nous convenons donc de dire que

B = Be&' est egalement "tronquee ll
) . S1 B = k [(w]] , nous ecrivons aussi

r pr
«xP ))XE-wau lieu de (x ))xE1:(B)'

Lorsque West un k-espace vectoriel lineairement compact fil tre

par une suite eroissante de sous-espaces vectoriels fermes

k [CLUJ] qui est engendze
r

nous noterons ((Y!)) r E. W
r

par les elements xpr, ou r

llideal ferme de

parcourt ]\J et x parcourt W • Nous desi-
r

gnons par lJ) llespace vectoriel lineairement compact filtre tel que
r

= W.
1

ai et = (.a) si i r

THEOREME (DIEUDONNE-CARTIER): Soient H G un lllonomorphisme de groupes

formels infinitesimaux sur un corps parfait k de caracteristique p > 0 .

.§£.!1 B l'algebre affine de 1 1espace homogene H\ G at 8UppOSOns verifiee

l'une des deux conditions suivantes

(i) B est de hauteur fime (ced a lieu en particulier si G est de

hauteur finie).

(ii) B eat un anneau local noetherien complete

B est isomorphe au produit tensoriel complete d June famille

finie d 'algebres de series formelles tronguees.
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La demonstration de ce treoreme oocupe les paragraphes 5.2.1 A

5.2.5.

-
Soient I l'ideal maximal de B et posons tV =1/12• On designe

par I Ie sous-espace vectoriel ferme de Ir forme des x tels

....pr=O W, par r l' image canonique de I
r

dans u). Nous allons voir que

1/12 , telle

qu1il existe uneB est isomorphe a. k [[W]]/«xPr» s:.....:a.:::...:=-..:::=::..::.:::.-=:::::.xE,W r
section IJ : W -? I de la pro.iection canonique de I

que (J ((.0 ) C. I pour tout r: una telle section se prolonge en effet enr r

un homomorphisme continu t k t[(j)]] ---+ B , qui se factorise a. tra. vers

B I = k [[c.{)]] / ((xpr»x r.. tv • Nous prouvons de 5.2.2 a. 5.2.5 que 1 t homo-
"- r

morphisme s: B' B, qui est induit par t , est bijectif.

Ce qui precede s'applique en particulier quand la filtration de uJ'

est stationnaire, c'est-a.-dire quand il existe un entier n tel queo

Wn = tvn pour no n <: + cD • Dans ce cas la en effet, on peut cons-
o

truire rr d 'abord sur WI' puis sur un aupp Lemerrbaf.re W de u)l

dans W 2 ' puis sur un supp'lementa.Lr-e u)3 de W
2

dans u) 3 ••• , enfin

sur un supplementaire W de <:.J dans ()J • Il est clair qu 'on obtient
no

ainsi un isomorphisme de k [[w]]/((xpr» ,.\ sur Ie produit tensorielx VJ

complete des algebres k[[W1]J/eexP»XE-W ' \ [B..u2] J /((x
P2»x<: uu ... ,

n 1 2
k ]]/{(xP o»x w' , k 0.>'0(1 •

o n
o

La filtra. tion de LV est evidemment stationna.ire si LV = W
r

pour r assez grand (cas (i», ou bien si vJ est de dimension finie

(cas (ii». L' enonce ci -dessus implique done notre the oreme ,
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si x I • II resulte alors de 5.1.4

par la f iltra tion I:> i ::> 13 •••
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SUpposons d'abord B de hauteur 1 , clest-a.-dire que xP=o

que Ie gradud Grr(B) aasocd e a. B

est muni d'une structure de co-groupe

C =no GrI(B) ,Ie morphisme
n

"...

structural de GrI(B) dans GrI(B)(is\GrI(B) induit un morphisme diagonal
,..

.1C : C qui fait de C l'algebre affine d tun groupe formel K

2sur k • 11 est clair quto n a W K/k = 1/1 et que K est radiciel de

hauteur {. 1 • D'apres 4.4 , l'application identique de WK/k induit done

un isomorphisme de k [[WK/kJJ/«xP»xett)K/k sur C • Ceci implique en

particulier que l'application s de 5.2.1 iniuit un isomorphisme sur les

gradues associes a B' et B lorsqu'on filtre B' et B par les puis-

sances des ideaux naxinaux. Done s est un isomorphisme (C.A. V, 7, lemme 1).

SUpposons naint enant B de hauteur finie r : so it -rr 11iso-.....

# £bP Ib Eo BJ de B. Dlapres la propo-

J = BP n I = A()I
A,

BP est llalgebre affine

morphisme x ox? de k
A.

B qui envoie b ® x sur
TI"

que la sous-algebre ferm8e

sition 5.1 , si 1 'on pose

sur
"..

k • t'application lineaire de Br&v<

(bxP)P a une image fermee qui nt est

dans

autre

du quotient a gauche de G p9.r un soua-gr-oupe H d'algebre affine A/ij •

Comme A est topologiquemen t libre sur B (1.4), B est un faeteur

direct du B-module ps eudocompact A (1.3.2 ), de sorte qu 'on peut identifier

B = B/m a une sous-algebre fe:rmee de A/A;] •

D'apres la proposition 5.1 ,B1 est 1 'algebre affine d tun

espaee homogene de H et est de hauteur 1 • D'apres 5.2.2 , l'homomor-
"

phisme s de 5.2.1 induit done un isomorphisme de sur B
1

• Si noua
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notons I' llideal mximal de B' , B'P la sous-algebre {xP Ix de

Bl et J' l'ideal maximal de B'P, eela signifie que l'homomorphisme

s : B' B de 5.2.1 inluit un isomorphisme de BI/BIJ' sur B/m •

Or, comme A est topologiquement libre sur B et sur BP (5.1 et 1.4 ),

Best topologiquement libre sur BP (1.3.3 ) ; d'apres 0.,.4, s est done

un isomorphisme si I' homomorphisme sP: B' P BP , qui est induit par s ,

est un isomorphisme. Ceci est pr-euve en 5.2.4 ci-dessous.

Pour tout espace vectoriel lineairement compact V sur k,

nous notons rr V I' espace dedui t de V par 1 Iextension x x
p

du corps des scalaires. On a alors un diagramme commutatif exact

0
"2 v<.

I
P.

I ) --'J \Jl:1 IT :1vi0r
J2

('"

0 ) J
Q :> 1,.1.)

0

---:lo:l> 0

et tDn = S(In) , i1 est clair qu ton a I n= vSln+1)
De plus, comme u et v sont des surj ections, w

ou. 1'0n a pose W = J /J2 et ou. les applications u, v, w sont induites par

de \T B dans BP. 8i lion pose
/'

1 'application lineaire x®a xPa
n

xP =0 J
et to = w(w 1) •n n+

est une surjection et a pour noyau l'image W du noyau de v. La section
o

lfcr: , qui est induite par Ia section iT de 5.2.1, definit

done par passage au quotient une section 't' : W J qui est compatible

section induit un isomorphisme s'

avec 1es filtrations de J -et L\J • Par hypothese de recurrence, cette
)"

de B" = k [(iii]] /«XP » '1 sur BP •
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Comme B" s'identifie manifestanent a B'P et s ' a sP, notre tMoreme

est done demontre quand B est de hauteur finie.

Il reste a considerer le cas ou B est de hauteur infinie, et

ou la projection canonique de I sur V) poaasde une section compatible avec

les tiltrations de W et I. 11 suffit de montrer que pour tout r-,

llapplication sr: B' --7 B induite par s est inversible. Or B est un
r r

facteur direct du B-module pseudocompact A (1.3.2). Si lIon pose

L ., , on peut done identifier B/m. a une soua-algebre fer-

mee de A(i.L; 1& proposition 5.1 montre que A/i.L est llalgebre affine

dlun sous-groupe formel G de G et que B/BL est Italgebre affine d tun
r

espace homog ene de G •
r

Posone M = I/BL ; Ia projection canonique de B sur Br induit

evidemment un isomorphisne de tJ = 1/12 sur M/M2 , qui nous pennet d t i.den-

tifier ces deux espaces.

Mn = txHI i xPn= o} ;
La au i te emcte

Soit alors l'image dans

soit r llimage reciproque den

W de llensemble

M dans I.
n

et 11egalite I = n I r montrent, par passage a La limite projective, que
n r n

Wn est l'intersection des wi: (AB5*, 0.2 ). Or, comme le theoreme 5.2

'est deja prouve pour les algebres de hauteur finie, done pour les B ,on a
r

t.' r ..\r+l S1.' < t --, r t_' \. I
UJ n =uvn n r e UJ n = UJ si r • II s'ensuit qu on a

W r = oJ si n <. r et W r = W si n r •n n
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Autrement dit, l'espace vectoriel (.J filtre par les sous-espaces

Wr n'est autre que w (5.2). A fortiori, llapplication err ccmpoaee den r

(j: W ----=>' I et de 18 projection canonique de I sur M est compatible

avec les fi 1tra tions ( et (Mn) de W et M •

n
k[[rW]]/«xP ))X£" (J} n'est autre que B' et que

n r
l'homomorphisme induit par o-r , 5.2.4 montre que

Comme

sr : B' Bestr r

s est un isomorphisme,
r

5.3. Reargues : Appelons stationnaire toute algebre profinie sur k

qui est Ie produit tensoriel complete d 'une famille dtalgebres de series

formelles trorq,uees. 5i G est un groupe formel infinitesimal sur k et

B ltalgebre affim d'un espace homogene de G , 11 :resulte du theoreme 5.2

que l'algebre B/«xpr))X'l:.(B) est stationmire pour tout entier r IN.

Cela implique en puticulier que Best une limite projective dtalgebres

stationnaires.

Je ne ssis ISS si, avec les notations de 5.2.1 , on peut choisir

G et B de telle f8.9on qu'il n'enste pas de section r.r : cv I

compatible avec les filtrations. On remarquera cependant qu'on peut avoir

pour CJ n'importe quel espace vectoriel limairement compact filtre par

une suite croissante de sous-espaces fermes. 5i c. w c, _.. c W
1 2

est un tel espace filtre, on peut en effet definir dans l' algebre

1 r /'-
A - k [f!.dJ]/«xP ))xEW unmorphisme diagonal A.A: A@kA

r
verifiani les comitiona (s), (ii), (iii) de 2.1 ; il suffi t de poser

A .-A

t!AY' - + lti9Y' lorsque Y' est 1 'image dans A d'un element de (JJ •
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5.4. Corollaire: Soient G un groupe alg!brique sur un corps parfait

k de ca.ra.ctar:ie tigue p > 0, H un aous-groupe algSbrique de G, e

l'image de l' alement neutre de G .4!!ls H\ G n A l' algabre 100al e de

H\G !m. e • !l2£! est isomorpha a. une algebra de la fonne

,... ,

Ceci resu1te de 5.2 (ii) et 1.3.4.
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EXPOSE IV
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Transp, TranspstrG ••••
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3

6.1
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p

U (G)
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.
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1.4

2.1
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4.1

4.2
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0.4.2

1.1
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Lie(G)
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